Uber die Verallgemeinerung des Begriffes der zueinander
konjugierten Potenzen

von

Z. W. BIRNBAUM und W. ORLICZ (Lwéw).

Sind M(u)==|u|" und N(v) = |v|’ zwei solche Potenzen,
dafl >1 und
1 1

so gelten die folgenden Tatsachen:
I. Aus der bekannten HoLperschen Ungleichung ergibt sich

unmittelbar, daB die Konvergenz von j M(a,) und von _5:9' N(,)

w=1 p==1

die Konvergenz von 3'a,b, zur Folge hat,
v=]1

II. Herr E. Lanpau?) hat die folgende Umkehrung von I bewie-
sen: Konvergiert 3 a, b, fir jede Reihe Zm’ b,, fiir welche S’ N(,)

~ ra==1 r=1 r=1
o0
konvergiert, so ist auch 3'M(a,) konvergent.
r=1
Potenzen, welche diese beiden Eigenschaften I, Il aufweisen,
nennt man zueinander konjugiert. Man zeigt, dal die Exponenten
konjugierter Potenzen durch die Beziehung (1) miteinander zu-
sammenhingen miissen. v ’
Wihrend die Kenntnis der in I und II zusammengefafiten
Tatsachen, der Analysis unendlich vieler Variablen zu danken ist,
haben sich die folgenden Eigenschaften der durch (1) zusammen-

) E. Landau, Uber einen Konvergenzsatz, GBttinger Nachr. (1907)
p. 25—-217. ,
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hingenden Potenzen hauptsichlich im Laufe von Untersuchungen
iiber Orthogonalreihen und Funktionaloperationen ergeben:

I'. Sind f(x) und g(x) in {0,1) mefibare Funktionen und ist
1

1
sowohlfM[f(x)] dx als aucth[g (x)] dx endlich, so folgt daraus
0 1 0
die Endlichkeit von f £(x) g (x) dx.
0

1
IV'. Ist f(x) eine in {0,1) meBbare Funktion und ist / f(x) g{x) dx
0

1

fur jedes g(x) endlich; fiir welches | N[ g (x)] dx endlich ist, so

u

1
folgt daraus die Endlichkeit von f MF (0] dx?).

0

Es liegt nun die Frage nahe, ob diese Eigenschaften we-
sentlich daran gebunden sind, dafl A (u) und N(v) Potenzen sind,
oder ob auch anders geartete Paare von konjugierten Funktionen
existieren. Der Beantwortung dieser Frage sind die zwei ersten
Kapitel dieser Arbeit gewidmet. Sie findet eine ziemlich erschop-
fende Erledigung in Kap.l Satz 6 bzw. Kap.ll Satz 3, wo die
notwendigen und hinreichenden Bedingungen dafiir angegeben
werden, damit zu einer Funktion M (u) — die gewissen, im Wesen
der Sache begriindeten Einschrinkungen unterliegt — eine Funktion
N(v) existiere, so dafl M (u) und N(v) als im Sinne von I und II
bzw. I’ und II' zueinander konjugiert angesehen werden konnen.

Kapitel Il enthilt eine Ubertragung auf die in Kap. I und II
definierten konjugierten Funktionen verschiedener, bisher haupt-
sachlich fiir Potenzen, aber auch schon fiir allgemeinere Funktionen
untersuchter Eigenschaften der sog. ,starken® und ,schwachen®
Konvergenz von Funktionenfolgen.

Viele bisher fiir konjugierte Potenzen bekannten Sitze aus
verschiedenen Gebieten der Analysis lassen sich auf allgemeine
konjugierte Funktionen verallgemeinern, was in einer weiteren
Arbeit ndher ausgefiihrt werden soll. Zum SchluB der vorliegenden

%) F. Riesz, Untersuchungen iiher Systeme integrierbarer Funktionen,

Math. Ann. 69 (1910) p. 449—497.
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Arbeit fithren wir als eine einfache Anwendung einige solche Ver-
allgemeinerungen von Sitzen aus der Theorie der Orthogonal-
reihen an,

Da wir in dieser Arbeit u. a. eine methodisch mdglichst
einheitliche Darstellung des in Betracht kommenden Gebietes an-
strebten, konnten wir nicht umhin, manchmal bereits bekannte
Tatsachen in Form von Hilfssitzen anzufilhren. So sind die Hilfs-
satze in Kap. I, § 3 bekannt und auch der Satz 3 diirfte nicht
wesentlich neu sein, wiewohl wir weder eine ausdriickliche Formu-
lierung noch einen Beweis davon in der Litteratur finden konnten.
In Kap. IIl wird auch teilweise iiber bekannte Tatsachen referiert.

Kapitel L
Reihen.

§ 1.

Definition 1. Eine Funktion N(u) heift N-Funktion,
wenn sie die folgenden Eigenschaften hat:

1°  Sie ist fiir alle u aus dem Intervall —0 <u <+ ®
erklirt und stetig,

2° NO)=0, Nw>0 fir u>0, N(~u)=N(u),

3° es gibt Zahlen @ >0, >0, so daf fiir u>c immer
N@) > g gilt.

Definition 2. Eine Reihe 3'u, heifft konvergent mit der

r=1
N-Funktion N (u), wenn 3'N(u,) konvergiert.
r=1
Satz 1.

Voraussetzung. M(u,v) und N(u,v) sind fiir — oo <u<+w,
—0 <wv <+ erklirte und stetige Funktionen mit den Eigen-
schaften |
1° M(0,0)=N(0,0)=0, 2° M(u,v) >0 und N(u,v)> 0
fir u*+9*>0, 3° es gibt Zahlen >0, §>0, so daf fir
u®+v? >« die Ungleichung M (u,v) > § gilt.
.Behauptung. Damit fiir jede Folge von Zahlenpaaren
\u,,v,}, fiir welche die Reihe 3 M(u,,v,) konvergiert, immer auch
r=1

1=
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die Reihe Zw' N (izv ,'fuq,.)i‘ konvergiere, z'st&folgeﬁdeﬁs notngndig und
p=]1

hinreichend:

Es gibt zwei Zahlen a>0 und >0, so daf fur w +v*<a
die Unglelchung
2 N, 'u) < bM(u,v)
gilt.

Beweis.

Die Bedingung ist notwendig: Ist sie nicht erfillt, so glbt
es eine Folge von Zahlenpaaren {u,,,}, so daB 0 <u}+v2—0

ney o

und N(u,,v)>n.M(u,,v). Wir wihlen eine Teilfolge — sie
heifie wieder {u,v,} — so daB M(u,v,) < 2, was nach Voraus-

setzung 1° und wegen u?+ 92— 0 méglich ist. Dann bestimmen
wir die natiirlichen Zahlen &k, so, dafl ;11'2“\'<l‘,. Mu,,v,) < ;25 Nun

erkliren wir eine neue Folge von Zahlenpaaren {u,,v,}:

lll—-lll 5 "Ul—'U] 3 u-)—ul N 'U)—-‘vl 3 .oy ul‘1= u,, ‘ka»r—:@f;
llk+1 Us, le+l—l/o, uk+2—Ug s vk+° Ugy sery ukl_!_kz:llg N vk1+kz=v2;

1+ Ay 1 n’ "’k+ Ak, _1+1 Ups oo ”k,+...+k,,=un’ Doty P
Fir diese Folge gilt
Z’M(HM ﬂ)—zk M(u”'v)<2

r=1 w__l

also ist die Reihe Z M (a,,,) konvergent und wegen

r=l

ZN(uw'U)"“Zk N(uv,z;) 21“ k,Mu,,v)> j‘%

r=1 r=]
ist die Reihe 2 N (z; v ) divergent
v==1

Die Bedmgung ist hmrelchend Konvergiert die Reihe

2 M(u,,v,), so gilt wegen Voraussetzung 3° ul+ 22 -~>0 also
y=1

u? 4+ 22 < a fir n>> pu. Daher
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=17
SN@,,v)< Z’N(HW,WHbZM(u,,v)
= V=] =y

und die-rechte Seite konvergiert bereits..

‘Satz . la. N(u) und M (u) seien N- Funktzonen Damit ]ea’e
mit M(u) konvergente Reihe auch mit N(u) konvergent sez, ist
notwendig und hinreichend, ~dap es Zahlen a und b gibt, so daf
3) ‘ N@ <b.M@) gzlt fiir |u] < a

Den Beweis fiir Satz 1a fithrt man ganz analog, wie fiir
Satz 1. ‘

Es stimmt also die Menge derjenigen Reihen, welche mit
N@) konvergent sind, mit der Menge der mit M (u) konvergenten
dann und nur dann iiberein, wenn es Zahlen a, b, ¢, d gibt, so
daf die Ungleichungen gelten

N <a.M@) fir ju|<c
M@u)<b.N (@) fir |u|<d.

Solche M{u), N(u) wollen wir dquivalent nennen, oder wir wollen
sagen, daB M (u) und N(u) zu derselben Klasse gehdren.

Definition 3. Eine Eigenschaft einer N-Funktion heifit
»Klasseneigenschaft“, wenn mit einer N-Funktion M(u) immer
auch alle mit M(u) Aquivalenten N-Funktionen dieselbe Eigen-
schaft aufweisen. »

Wir wollen sagen, die N-Funktion M (z) geniige der Drei-
ecksungleichung fur kleines u, wenn es Zahlen >0 und P> 0
gibt, so daf}

&) Mix+yp< P(M(x)—l—M(y))furO Lx <9, 0<y<5

Die Eigenschaft, einer Dreiecksungleichung fiir kleines u zu
geniigen — wir wollen sie kurz als Eigenschaft () fiir kleines u
bezeichnen — ist eine Klasseneigenschaft. Ist nimlich M (@) mit
M) aquwalent, so gibt es Zahlen a,b,c, so daB aM(u) <

M@w) <b M(u) fir 0<<u<c und wenn 0= min (d ) gesetzt
wird, folgt daraus s
Mx+y) <bM(x+y) < bP[M(x)+M(y)]\<;P[M(X)+1|7(y)]

fir 0 < x <0, 0<y <.
Wir sagen, d1e N-Funktion M (uz) geniige der Mult:plzkatw-
ungleichung. fiir kleines u (oder auch: M(u) hat die Eigenschaft



6 Z. W. Birnbaum — W. Orlicz

(&) fiir kleines u), wenn es Zahlen 1> 0>0, Q>0 gibt, so
daB die Ungleichung gilt

@) M@xy) <QM(x)M(y) fir 0<x<d, 0Ky <J.

Auch die Eigenschaft () fir kleines u ist, wie man sich leicht
iiberzeugt, eine Klasseneigenschaft. '

Als Eigenschaft (4,) fiir kleines u einer N-Funktion M (u)
bezeichnen wir die Tatsache, dafl es Zahlen d > 0, K gibt, so dafl

() M2u) < KM@) fir 0Cu<d
gilt. ‘
Offenbar hat jede N-Funktion mit der Eigenschaft (<) fiir
kleines u erst recht die Eigenschaft () fiir kleines u.

Die Eigenschaft () fiir kleines u ist auch eine Klassen-
eigenschaft.

Definition 4. Die N-Funktion N(v) heifit konjugiert
zur N-Funktion M (u), wenn

1° aus der Konvergenz der beiden Reihen j’ M(u,), f N(w,)
p=1 p==]

die Konvergenz der Reihe 3 u,v, folgt,

r=1

2° aus der Konvergenz der Reihe } u,v, fiir eine feste Folge

r=1

!

lu,} und alle mit N(v) konvergenten Reihen }'v, die Konvergenz

=]

der Reihe 2'u, mit M(u) folgt.
r==1
Wenn die N - Funktionen M(u), N(v) nur der Bedingung 1°
geniigen, wollen wir sie halbkonjugiert nennen.
Die Beziehung der Halbkonjugiertheit ist offenbar symme-

trisch, die Beziehung der Konjugiertheit nicht. Wenn N(v) zu -

M) und M(u) zu N(v) konjugiert ist, nennen wir M(u) und
N(v) zueinander konjugiert,

Die Eigenschaft, zu einem festen M () konjugiert zu sein,
ist eine Klasseneigenschaft. Wenn es also zu einer Funktion M (u)
eine konjugierte /V(v) gibt, so existieren schon unendlich viele zu
M (u) konjugierte Funktionen, nimlich alle mit N (v) dquivalenten.

Verallgemeinerung konjugierter Potenzen. 7

Es gibt jedoch nicht fiir jede N-Funktion eine zu ihr konjugierte
oder eine solche, zu welcher sie konjugiert wire. Wir kénnen fol-
gendes zeigen: '

Ist ~|—;§l—’l—)- ¢ >0 fir |ul <k, so gibt es keine N - Funktion,
zu welcher M (u) konjugiert wire.

Beweis. Aus M(u)>clu| folgt, daBl jede mit M (u) kon-
vergente Reihe auch absolut konvergiert. Gibe es nun eine
N-Funktion N(v), zu welcher M(u) konjugiert wire, so wire
jedenfalls die Reihe 1414 1+... nicht mit N(v) konvergent.
Fir jede mit M (u) konvergente Reihe juq, wire aberj|uq,| also

=1 r==1

auch 3'u,.1 konvergent, was der Definition 4 Forderung 2° wi-

v==]

derspricht.
Ebenso leicht sieht man ein, daf fiir eine N-Funktion M(z)
mit %i'l) >¢>0, |u| <k jede N-Funktion halbkonjugiert ist.
Geniigt eine N -Funktion M(u) auch nur fiir eine Folge {u,}
der Bedingung _A%?j_) IT:I ®, s0 gibt es keine zu M (u) konjugiérte

N - Funktion.

Beweis. Diese Bedingung bedeutet, dafi es keine Zahlen
a, b gibt, so daB M(u) <alu| wire fir 0<C|u| <b. Es gibt
daher nach Satz 1a eine mit L (z)=|z|, also absolut konver-

gente Reihe 3'v,, welche mit M (u) nicht konvergiert. Wie man

re==1

nun auch die zu M(u) konjugierte Funktion NV (v) wihlen wiirde,

% -
wire die Reihe 3'v, w, fiir jede mit NV (v) konvergente Reihe X w,

p=1 r==1
immer konvergent und dennoch wire 3'v, nicht mit M () kon-
’ r=1
vergent, was wieder der Definition 4 widerspricht.

Insbesondere folgt aus dem soeben bewiesenen, daff es zu
M) =|ul|” fiir 0 <p <1 weder eine N- Funktion gibt, zu welcher
M (u) konjugiert wdre, noch eine solche, welche zu M(u) konju-
giert wdre.
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:§ 2.

" Wir wollen uns nun auf solche N - Funktionen beschfﬁnken,.

fiir welche die Grenzbedingungen

@ M@ M@,

Tal ju=o’ Jul juj=e

gelten.. .Die zweite von diesen ‘Bedingungen “ist vorldufig keine
wesentliche : Einschrinkung, da nach Satz 1a die Menge der mit
M () konvergenten Reihen nur vom Verhalten von M (u) in der
Nihe der Null abhingt und jedes M (u) durch ein ihm dquivalentes

M (u)

ersetzt werden kann, welches bereits der Bedingung | |——|>oo
. ~>00

geniigt.
Definition 5. N Funktionen, welche (4) erfiillen, nennen
wir N’- Funktionen.
Die Eigenschaft. M)
Tul 1

schaft.
Zu jeder N’-Funktion M(u) defxmeren wir fir v >0 eine
Funktion N(v) durch die Forderung = °

(5) . N(v) = 1![;0: [uv—M(u)].

—0 ist offenbar eine Klasseneigen-
=0

Dafl durch (5) jedem >0 tatsichlich ein endlicher und
positiver Wert N(v) zugeordnet wird, sieht man leicht ein, wenn
man beachtet, dafl bei festem v der Ausdruck

'ufu—M(u)=u[v——Ml§u)
e : e M(u)
fir hinreichend kleine u positiv w1rd— wegen ] -0, — und
u
daBl er wegen Aﬁfl)l—roo fir hinreichend grofie u negativ wird.

Definition 6. Die fir v>>0 durch (5) und fiir v <0
durch N(v) = N(|v|) erklirte Funktion nennen wir komplementir
zur N'-Funktion M(u).

Satz 2. Die zu einer N'- Funktion M () komplementdre
Funktion N(v) ist eine konvexe N’- Funktion.

Beweis.

1. N(©) —M:%[—M(u)]'r—lo .
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2. Fiir v >0 ist N(v) konvex:
vy +v v+
N(,_L.zw.’.) ::—;:I\/[jlgc {u ,L_};E ~-M (u)} Max
wek

1 .
<+ [Max (uvy = M (w)) + Max (uws — M (a) )] =1 [N(Ul) + N(m)]
3. Fur v >0 ist N(v) stetig: Zu jedem v, > 0 gibt es we-

uw, —-ZM (u) Luos 211/1 (u)]

M
gen _|_l(’—l|£2|—7~£ ein u,, so dafl v, ( ) <0 wird fir u>u,.-
Daher gilt fir 0 v <oy

0K N@) == M,afou[ ___@)} lax {'u ‘-—M—Q <uyv,.

Daraus und aus der Konvexitit folgt bekanntlich®) die Stetig—
keit von N(v).

4. N(v) ist fiir —o0 <v < + oo stetig und konvex Aus 1,
2, 3 folgt, dal N(v) fiir v>>0 eine nichtabnehmende Funktion
ist. Daher gilt auch fiir sgn v, = —sgn v, die Ungleichung

N(”ljzf—’ii) xN(L’ﬁi?-ﬂ) <N( v |+|"’2 ) TIN@) +N @)

5. N('v) —>0 Wir bezeichnen mit u, ein solches u, fiir

welches N('a) =u v—M(u,) gilt. Fir v— 0 muB nun auch z —0
gelten; sonst wiirde es eine Folge {v,} geben, so da 0<v —0,

" M(u; )
u, >a> 0 ware, daher wiirde in N(v) =u, |v,— —u—"— der

%n

Ausdruck ( -)— oberhalb einer positiven Schranke bleiben und

M=)

. wire von einem gewissen n an negativ, also auch

v

n

Yn

‘ N(w) <0, was unmdglich. Daher NSU) =—i— [u,.v— M)l =
M
u,— (a,) <u,~—0.
U . N
6. Ne)_, w fiir |v|— 0. Aus der Definition der komple-

El

mentiren Funktion folgt unmittelbar

(6) uv < M)+ N(v).

3 1 L.W. V. Jensen, Sur les fonctions convexes et les inégalités entre
es valeurs moyennes, Acta Math. 30 (1906) p. 175—193, insbes. p. 189.
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Zu jedem vorgegebenen n und ¢ gibt es ein v, so daf fiir

v>v, die Ungleichung %—(%)ﬁ < ¢ gilt, also
- M(n+e) + N@E)
v v
und N

n< 75 ) fiir v>v,.

Wegen (6) sind M (z) und N(z) offenbar halbkonjugiert.
Als Beispiel einer Anwendung der bisherigen Ausfihrungen
wollen wir die bekannte Hovpersche Unglelchung herleiten ¢).

Wir setzen E+E=1’ a>1, M(u)=-l—x—|u| . Dann suchen wir

1
1

N(v) =Max uw—%u‘z . Dieses Maximum wird fiir u ==v = an-
u=0 |
1 « .
. el 1 el 1 8 .
genommen und betrdgt N(v) =v v—— =Efu . Dabher gilt
die Ungleichung V ‘
7 uv\<% ua—{—%’uﬂ, 230, 930

1

und das Gleichheitszeichen gilt genau fiir u—vu_l., d. h. fir

u“=1.-Ist nun die Reihe Va mit |u|%, die Reihe >'v, mit v’

Ve==] P
1 ! |u"| ’ 17) |

konvergent, so setzen wir un:‘_—u v Z:"——*————f und
erhalten nach (7) | =1 =1

Suo <l Syl Syl=lyl g

—1 o == g = « T
d. h =1 v=1 v=1

. 1 )

Sluei<(Zln, 1)_(§| )

v=1 =1
und das ist die Houpersche Ungleichung. Das Gleichheitszeichen

gilt genau dann, wenn u:,a———- fu;ﬁ, d. h, fiir

) Vgl. F. Riesz, Su alcune disuguaglianze, Boll. dell’ Un, Mat. Ital.

2 (1928).
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« 3
ol o)
°% @ "cw 3 !
2 g, | 2 v,
v==1 r=1
§ 3.

Unter einer konvexen Funktion verstehen wir, wie iiblich,
eine fiir alle reellen x erklirte Funktion f(x), welche fiir beliebige

X1, x3 der Bedingung f (x, +x2) <f(x1)—;-f(xg) geniigt. Eine

stetige konvexe Funktion erfiillt bekanntlich fiir beliebige x, <xs <xy
die Ungleichung

fGe) f(xx) L) =f(a)

Xg — X3 — X3

Hilfssatz 1. Eine stetige konvexe Funktion ist entweder
monoton, oder es gibt ein &, so dafl f(x) eine nichtzunehmende
Funktion ist fiir x <&, und eine nichtabnehmende Funktion fiir
x>8&.

Beweis. Der Punkt £ heifile ein m-Punkt, wenn fiir be-
liebige x < X' <& die Unglelchung f(x) > f(x") gilt. Wir setzen
§y=obere Grenze aller m-Punkte. Ist f(x) nicht monoton, so
ist § <+ . Fir x<{& ist f(x) offenbar nichtzunehmend. Fiir
x>>& kann f(x) nicht abnehmen, da aus x>x,>%, f(x)>f(xq)
wegen der Konvexitit von f(x) fir beliebige x <x' <x,

1)/ @) FeI~f () Je)=f) o
x —x Xy — X3 —
also f(x) > f(x") folgen wurde, d.h. x; ein m-Punkt sein miifte,
gegen die Definition von &.

Hilfssatz 2. Eine konvexe stetige Funktion ist in jedem
endlichen Intervall totalstetig und geniigt sogar der Lipscairzschen
Bedingung.

Beweis. Aus der Konvexitit der Funktion folgt, daf fiir
a < x<y<b die Ungleichungen

@) —Fla=1) f(X) f(a) f(y) f(x) f(b[)J—f(y)

—y
<f(b +1) f(b)

gelten, was den Satz unmittelbar impliziert.
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Hilfssatz 3. Die rechtsseitigev.Ableitung einer stetigen,
konvexen Funktion existiert iiberall und ist eine iiberall rechtsseitig
stetige, nichtabnehmende Funktion?).. "

Beweis. Die aus der Konvexitit sich ergebende Beziehung

f@=fG=1) SR @) o fet )=/ g <

<K

gewihrleistet die Existenz von [ () - 1’1‘ OJM &) | Dle fiir

x1<x+h<x geltende Ungleichung
ot D=0 fad~f D) f £ )

Xa—x,—h

ergibt ' :
f.’}_(xl) <f_;_(x2) fir x, <x,

also ist f| (x) nichtabnehmend. Wire fi(x) an einer Stelle x,

rechtsseltlg unstetig, so wiirde lim £ () =1 ex1st1eren und és
X < x—>xy

wire l>f+(xl), also auch f(xl+b) f(x1)<l fiir hinreichend
klemes A>0 und daher (f(x) ist ja stetlg) fiir hmrelchend klei-

nes x,—x; > 0 auch noch

fGa +h)—f(xs)
2]

Wegen f| (x.) \<’lﬂ%)—1r£’5*—) hitten. wir also

filwy <1

fiir hinreichend kleines x; — x>0, was der Monotome von f/ _|_(x)
und der Annahme lim f; i (x)=1 w1dersprlcht

x Lx—>xp ’

Ganz analog beweist man fiir eine stetige konvexe Funktion
die Existenz iiberall der linksseitigen nichtabnehmenden Ableitung
und ihre linksseitige Stetigkeit. Es folgt daraus bekanntlich die
Existenz der Ableitung iiberall, abgesehen von einer abzihlbaren
Punktmenge. Wir bemerken noch, dafi — wie leicht nachzupriifen
ist — stets £ (x) < f(x) und fir x < x f+(x1) < (x3) ist.

%) 1 3 p. 190. Die rechtsseltlge Stetlgkelt von f' (x) wurde von Jensen
nicht bewiesen.
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Satz 3. Jede stetige konvexe Funktion f(x) mit f(a)="0
kann in der Form

@®) @ =[p@ds

dargestellt werden, wo p(x) eine nichtabnehmende, rechisseitig
stetige und eindeutig bestimmte Funktion ist.

Beweis. Nach Hilfssatz 2 ist f(x) das unbestimmte Inte-
gral ihrer rechtsseitigen Ableitung fi (x) und diese ist nach Hilfs- -
satz 3 bereits eine nlchtabnehmende, rechtsseitig stetige Funktion.
Ist nun p(x) eine zweite nichtabnehmende, rechtsseitiz stetige

" Funktion, mit welcher die Darstellung (8) gilt, so ist sowohl

f.(x) als p(x) bis auf eine abziihlbare Menge stetig und =f'(x),
also p(x) == f_'i_(x) [st aber x, ein Unstetigkeitspunkt von f_’i_(x)
oder von p(x), so ist er Haufungspunkt von Punkten x, > x,, in
welchen beide Funktionen stetig sind und aus f (x)=p(x),
x,>x,, x,—x, folgt wegen der rechtsseitigen Stetigkeit von
fi.(x) und p(x), daB auch £} (x) =p (x) ist.

Wenn die Funktion f(x) nicht monoton ist, so gibt es nach
Hilfssatz 1 ein &, so dafl fiir x<(&, die Funktion f(x) nicht-
zunehmend und fiir x> &, nichtabnehmend ist; die Funktion p (&)
muf also fiir § <&, nichtpositiv und fiir £2>> & nichtnegativ sein.

Auch die Umkehrung von Satz 3 ist richtig:
jede Funktion der Form f(x) -fp(>) d§, wo p(x) eine

nzchiabnehmende Funktion ist, isi stettg und konvex.

Es sei nimlich u < v; dann findet man

%[f(u)Jrf(v)]-'—-%,—Up(&)dﬂfp(&)d%
xx+n uto utv

—fp@)d ufp(,)dt_.,[,,@d;\fp(b)d;.__;(

u+u
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§ 4.

Wir wollen jetzt konvexe N’-Funktionen betrachten.
Nach Satz 3 ist eine solche Funktion # (u) in der Form

M) :——fp@)df
(4]

darstellbar, wo p(§) eine nichtabnehmende, rechisseitig stetige
und eindeutig bestimmte Funktion ist. Die Funktion p(§) besitzt
die folgenden Eigenschaften:
a) p() >0 fir £>0;
/) lim p(E)=p0)=0;
7 pE—+ oo fiir E—+
J) p(—§)==-}]igg p (. |
Es geniigt natiirlich nur zu beweisen, dafl die Funktion p (&)
die Eigenschaften 8), y) und d) aufweist. Wir haben
2n
[r@as

M@ Y wp@_1
24 > 7 P 7 —zp(u) fir u>0
und fiir « < 0 analog

M2 1
: éuu)<7p(u);

da lim M@
u—+8 2u
die Beziehung f). Ebenso folgt aus der Relation

M@

=0 ist, so folgt aus den letzten Ungleichungen

2 [p©ds<p( far u>0,
0 ;

A_J_(i)z—}—oo, die Beziehung 7).

wegen lim
LRt

Nach der fritheren Definition von p (§) ist die Beziehung d)
mit "

) M (~9=—lim M ()

identisch. Da fir n <& M ) <M, () <M_ (&) und die links-
seitige Ableitung von M (u) linksseitig stetig ist, so haben wir
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l;iglé M. (n)==M_(5), was wegen M, (& =~M_(&) die Bezichung

J) ergibt.
| Sind die Eigenschaften ) bis d) fiir eine nichtabnehmende
und rechtsseitig stetige Funktion p (£) erfiillt, so ist die Funktion

M(u):fp (§)d§ eine konvexe N’-Funktion; den Beweis iiber-
0

lassen wir dem Leser.

Ist y=p(x) eine nichtabnehmende, rechtsseitig stetige und
den Bedingungen @) — J) geniigende Funktion, so ist die inverse
Funktion x=p"""(g) nicht fir alle Werte von y eindeutig oder
auch nur iiberhaupt definiert. Wir wollen nun unter PV (y) die
folgendermafen iiberall und eindeutig erklirte Funktion verstehen :

Wird ein Wert y, von p(x) mehr als einmal angenommen,
so sei x, die obere Grenze aller x, fiir welche p (%) =y,; wir
setzen dann p'™” (y,) = x,. Nimmt p(x) einen Wert y, iiberhaupt
nicht an, so suchen wir alle Zahlen y < y,, welche als Werte von
p(x) vorkommen und definieren p" ( Yo)= obere<Grenze 27U ).

T y<n

Man kann leicht zeigen, daB die so definierte Funktion
"V (y) eine ebenfalls nichtabnehmende, rechtsseitig stetige und
den Bedingungen @) bis ) geniigende Funktion ist; ferner gelten
fir jedes x die Relationen

D)) . S0y A )
p(p (@) >x, oglgop(p ) —h) <x

Unter Beriicksichtigung dieser Verabredungen gilt der fol-
gende .
Satz 4. Ist M(u)y=|p(E)dE eine konvexe N’- Funktion,
0
so hat die zu ihr komplemenidre Funktion die Form

9) N(w)— f HDE) dE.
0
In der Ungleichung
M@+ N(@w)>uv
pilt das Gleichheitszeichen — wenn u worgegeben ist — fiir

v==sgnu.p (|ul|), und bei vorgegebenem v fiir u=sgn fv.p(—"n(I vl).
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Die zu N(v) komplementdre Funktion ist wieder M (u) ®).
Beweis. Es geniigt offenbar (9) fiir v>>0 zu beweisen.
Nach (5) haben wir das Max fuo—M (u)] zu bestimmen. Dieses

Maximum wird bei festem v fur u=p"(v) angenommen. Es gilt
animlich fir A>0
P D)4
p(HdE>hp(pT@) > ho
p()
und fir A <0

- p=D (o) P @) 41 -1
fp@)dg——-“mofp()d§>hm(h+e)p(p (@) ~8)>vh;
0L e~

) Py —¢
infolgedessen erhalten wir fiir beliebiges A

D @)+ P
@) +Ho— [p () dE—p @ [p@dE+ ho
0 0

(D) +r p(—D(v)

f (§)d§<p(‘“<v)v fp(§>d§.

1)

Es ist daher
p(—1 (v) v

N@ =p @0 [p@ds=] p"‘”@)a'g
und es gilt die Gleichung ’
M @)]+N @) =p"@).v.

Nun ist aber N(v) nach Satz 2 wieder eine konvexe
N’-Funktion und nach Satz 3 auf genau eine Art in der Form

N(@@)= f g (§) d & darstellbar, wo g (x) eine nichtabnehmende, rechts-

0 . .
seitig stetige Funktion ist. Da bereits p'" (x) rechtsseitig stetig
und mchtabnehmend ist und die Darstellung (9) liefert, muf

gx)= )(x) gelten. Nach dem bisher bewiesenen ist die zu
5 Dieser Satz enthdlt die prazise Fassung eines Satzes von Herrn W.

H. Young, On Classes of Summable Functions and their Fourier Series, Proc.
Royal Soc. (A) 87 (1912) p. 225-229.
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Lom o u
N(v) komplementire Funktionfq(—;}(g)d§=-—f[p(_1)(§)](_”d§
S0 0

— f p(§)dE=M(u) und es gilt die Gleichung
0
. ¢ (@) =M (a) + N g ()] = M () + N[p (w)].

§ 5.

N(v) sei eine konvexe N'-Funktion.

Wir bezeichnen zur Abkiirzung die ganze Zahlenfolge {a,}
mit dem Buchstaben a und setzen

e@=3NG).

’l—l

Es ist dann und nur dann ¢(a) endhch wenn 2 a, mit IV (v)

v=1

konvergiert. .

Hilfssatz 4. Gegeben sei eine Folge posxhver Zahlen b,
b;,... Fiir jede Folge positiver Zahlen a = {a;, as,...} definieren
wir die abzihlbar vielen Zahlen

f@=Xba.
=1 -

Wenn fiir jedes a mit endlichem ¢(a) die f. (@) eine be-

r=1,2,.

schrankte Zahlenfolge bilden, so gibt es eine Zahl L mit der Elgen-
schaft:

Fiir alle a mit ¢(a) <1 gilt S T
fl@<L r=1,2..),

- Beweis. Angenommen, die Behauptung wire falsch. Dann
gibt es Folgen :

o @ __

(1)
:{(11' }’ a

k; (3
(@) sy a®=(a),.

so daB die Ungleichungen bestehen

0@ <1, 0@ <1,..., ¢@)«1,...
und .

Studia Mathematica. T. III. . 2
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£ @)>2 1
f((z))>2 2
f( (l))>2 !

Wir bilden die neue Folge c—"{ | mit den Elementen
L g®, _ oo
2 vy G, kZ; %
Es ist

Q(C)—ZN(c)sz(kvlzlk Sk))

r=1 )
und da fiir konvexe Funktionen die Ungleichung gilt
N(S’dm c,)'gidwN(cv), wenn 3'd =1,

w=1 ) pye=1 re=]
so ist : .
& sr 1 oare By Py < 31

09 < ‘:‘7 é:QkN_(af ) k212"9( )< 2

Es ist aber auch

f (c)-—ZbZ (k) 2 kZb ®

=1 &= —2F ,k_12.—~1

—kz; 2,cf @) > Elf,l @) >1,

also ¢(c) endlich und f, (c)——mo, was der Voraussetzung wider-

spricht.

Hilfssatz 5. Unter denselben Voraussetzungen und mlt

denselben Bezeichnungen, wie in Hllfssatz 4, gilt

f (a) <L. ¢ (a), wenn ¢(a) > 1.

Beweis. Es sei o(a)= ZN(a) > 1. Bezeichien wir die

w=1
Folge {%} mit é—(% , SO ist

ol =2 e

Verallgemeinerung konjugierter Potenzen.

und da fiir konvexe Funktionen die Ungleichung
Nku) < k. N@)
gilt, wenn £ <1, so ist

( @) <@ N@=

r=1

Nach Hilfssatz 4 wird daher

f(@—ga—)) 0()f(a)<l. w. z. b. w.

19

Hilfssatz 6. Die in Hilfssatz 4 definierte Konstante L,
welche noch von der Folge {6} abhingen kann, hat die folgende
Eigenschaft: Wir bilden die konvexe N’-Funktion N(v)=L.N(v)
und finden die zu ihr komplementire Funktion M (z). Wenn fiir

jede Folge {a,}, fir welche }'N(a,) endlich ist, auch die Reihe

y=1

2'b, a, konvergiert, so konvergiert 3/ M (5,).
r==1 p==1 |
Beweis. Wir wiahlen eine Folge a={aq,}, so daff

a,b,=N(a)+ M ()

gilt und bezeichnen mit a die Folge
lar,as,...,a,, 0,0,0,...| =a.
Dann ist filr > n

(10) £.la) = Z’b,a,—ZN(a) + 3.

f==1 i=1

Wére nun ¢ (2) >1, so wéirf; nach Hilfssatz 5

‘f,(3)< Le(a)

was wegen

W@ —LEN@—Leld)

i=1

und (10) nicht méglich ist. Daher lst‘Q(a) <1, also

e@=limela) <1.
n—>o - P . 2*
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Nach Hilfssatz 4 folgt daraus '~
f@<L

und aus (10) ergibt sich somit
SHe)<L
i=1

Satz 5.

Voraussetzung. M(u) ist eine kon:vexe N’- Funktion mit
der Eigenschaft (4,) fiir kleines u:
() M@u) < kM@) fir 0Lu<d.

Behauptung. Die zu M(u) komplementd're Funktion N (v)
ist zu M(u) konjugiert.
Beweis. Nach Hilfssatz 6 gibt es fiir eine feste Folge

b=1b}, fiir welche 2 S a, b, konvergiert bei belleblgem mit N (v)
r=1

konvergenten 2 a,, eine Konstante L, so daf} 2 b, mit der zu
r=1 =1
N(v)=L .N(v) komplementiren Funktlop M (u) konvergiert.
Nun kann man leicht zeigen, dafl

M@:LM%)

ist: Die zu N(v) bzw. N(v) komplementire Funktion ist M (u)
bzw. M(u). Nach der Definition der komplementiren Funktion
(dabei beschrinken wir uns nur auf positive Werte u,v) ist

M (—5) bzw. M(u) als Max [E—E—N ('u)] bzw. Max [u v — N(@)]
L Cw>0 | L v>0

definiert. Fiir ein gewisses‘ v, bzw. v, ist M (%) =u, %,_ N(w),
M@ =v,u—N(v). Es bestehen also die beiden Ungleichungen

L () =0 um LN > 5a- LN G = TG,
W) =5,u- N@)>o,u-Ho) =L M{2).

Wir kénnen L einer natiirlichen Zahl gleich annehmen.
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Es ist dann 21‘—< ,,' also wegen der Konvex1tat von M (u)

any M) — LM{L) M@ fir a>0
und Wegen (45)
(12) ﬂ4(u):::A4( ot

I\th

1)) <
%Jﬂ) | fitr 0 u < 0.
| Wegen (11) und (12) sind nach Satz la M(u) und M ()
dquivalent, also konverglert 2 b, auch mit M (u), w. z. b. w.
Korollar. Geniige;lzlbeide konvexe komplementire N'-
Funktionen M (u) und N (v) Bedingungen der Form () fiir klei-

nes u, so sind sie zueinander konjugiert.

Satz 5. Geniigt die konvexe N’-Funktion M (u) der Drei-
ecksungleichung (Eigenschaft (#)) fiir kleines u, so ist die zu ihr
komplementire N’-Funktion N(v) zu M (z) konjugiert.

Beweis. Die Eigenschaft () fiir kleines u hat die Eigen-
schaft () fiir kleines u zur Folge, so dafl Satz 5 angewandt
werden kann. h

§ 6.

Hilfssatz 7.

Voraussetzung. M(z) und N{v) sind halbkonjugierte
N-Funktionen.

Behauptung. Es gibt Zahlen >0, £ >0, so daf die
Ungleichung

v < k[M(u)+ N(v)]
besteht fiir 0Cu<d, 0o <d.
Beweis. Unmittelbar aus Satz 1, wenn |
M@, v)=M@)+ N (@),
N(@,v)=uv

gesetzt wird.
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Definition 7. Wir sagen, die N -Funktion M (u) besitze
die Eigenschaft (4,) fiir kleines u, wenn es zu jeder Zahl @ >0
ein 4,>0 und ein &, gibt, so dafl die Ungleichung

, M(a u) < ke, M (1) fir 0<u<d,
besteht. -
Hilfssatz 8 ‘

Voraussetzung. M(u) und N(v) smd N - Funktlonen,
M (u) ist zu N(v) konjugiert.

Behauptung. N (o) besitzt die Elgenschaft ( ) fiir klei-
nes v.

Beweis. M(u) und N(v) sind halbkonjuglert also glbt es
nach Hilfssatz 7 ein ¢ >0 und ein k>0, so daf}

L kM@y+ N(@) fir 0<u<d, 00w < d

ist, also auch die Ungleichung

wZ < {M(u)+N( {fﬁro<zz<5, 0< 0 < da

und -

(13)  uv<ak

M(u)+N(-§—” fir 0<u<d, ‘O<fu <da

besteht. Wir setzen -

N @ =N (2],

Aus der Konvergenz vonZNI (v,) folgt fir jede Folge {u,},
r=1

fir welche Z M(u,) konvergiert, wegen (13) dxe Konvergenz von

r=]

2 u,v,, also, da M(u) zu N(v) konjugiert ist, die Konvergenz

v=1
von ZN(’U,,,). Nach Satz 1a gibt es also ein a und ein b, so daf

r=1
die Ungleichung

N le(v)—bN( )fiir I<v<ea
besteht. Setzt man v=g¢s, b:ka, 6&“:%’ so hat man

N(as) < k,.N(s) fir 0. < s <9, -
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Hilfssatz 9.

Voraussetzung. M(u) ist eine N'- Funktxon und st zu
einer N -Funktion NV (v) konjugiert. N(v) ist die zu M (u) komple-
mentire Funktion. B

Behauptung. N(v) und N(v) sind dquivalent. .

Beweis. M(z) und N(v) sind halbkonjugiert, : also giit nach
Hilfssatz 7

'k[M(u)—i—]V('u)] fiir‘0<u<6 0 fu<6
bei gewissen k, J, wobei wir, ohne Beschrinkung der’ Allg‘emem-
heit 6 <1, k>1 annehmen diirfen. Daher

D uvk <k[M(u)+N(*uk)] und

uv— M(u) N(vk) fur O<u<5, O<v<%-

Es ist ’ T

N (v)=u,.v— M (u )

Wir wihlen 0> 0 so klein, daB fir 0 <v <7 die Unglei-

chung 0y, < d gilt. Dann haben wir L
N@) < N(@wk) fiir 0 < v < Min (—% —)—7
und da nach Hilfssatz 8 N(v) die Exgenschaft (d ) fiir klemes v

‘besitzt, folgt daraus fiir e=%

N () < kN (v) fiir 0<«u<‘c>‘*
Andererseits folgt aus der Konvergenz von Y N (v,) fiir jede

v=1

Folge {u } mit- konvergentem 2 M(u,) immer. die. Konvergenz von

r==1

2 u,v,, also auch die Konvergénz von 2 N (v,). Daher nach

p==1 r=1

Satz 1a T R PR
: N@ <K N(@ fﬁr 0<’U<5'.

Folgerung. Eine. N-Funktion N(v), zu, welcher es eine

konjugierte N’-Funktion M (z) gibt, ist mit einer konvexen N'-

Funktion (nimlich mit der zu M (u) komplementiren)! dquivalent.
Definition 8. Wir nennen eine Funktion »(z) >>.0. pseudo-

‘monoton im. Intervall {c,d), wenn es eme Konstante, b gibt, so

daf}l immer
r ('11) b" (ui)
ist fir c<<u <uy < d
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Hilfssatz 10. M(u) sei eine N'-Funktion. Damit M (u)
mit einer Funktion .der Form P(u)=s(|u|).|u| mit fir u>>0
nichtabnehmendem, rechtsseitig stetigem s (a), s 0)==0, s (u) —o

aquivalent sei, ist notwendig und- hinreichend, daﬁ ——-@ in (O, >

mit' d>> 0 pseudomonoton. ist.
Beweis.

. ‘ M
Die Bedingung ist notwendig: Wir setzen lEu)=r(u)
Die Aqﬁivaleﬁz' von M'(u) und— P(u) bésagt ‘

0< () <#

fir 0 <u<d,
alse

rm) <PFs@) <pFsw) < —r(u2)=br(u2)
mit b= fir 0<u L < <4

Die Bedingung ist hlnrexchend Wir ersetzen erst r(u) —'—M——g—l}

fiir u>>0 durch eine streckenweise konstante, rechtsseitig stetige
Funktion r(u), u. zw. so, daB die Endpunkte der Intervalle, in
welchen 7 (u) konstant ist, keinen Haufungspunkt aufler 0 haben
und dafl die Ungleichung besteht

Co<r< @

fir 0 <u<d.

rll

Wir definieren durch Induktion eine Folge uy>uy>...>u >..>0
und die Werte der Funktion s(u) fir 0<u<uy:

u = 5 ‘

u; = obere Grenze derlemgen u<u,, fiir welche r (u) < hm r (ul —8),
u, = obere Grenze der}emgen u<u,_,,fiir welche r(u) < llm r(u 19,
s(u)—ohm r(u 1—8) fir u <u<u,_,,

$(0y=0.

Fir u>u, deﬁmeren wir s(u) stetlg, monoton: und so, daf}
s{(u)— 0, sonst beliebig.

-+

Fir u, <u<u,_; gelten die Unglgiqhungen
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lim r(u,_,—¢ ‘
1 >o<e~>o( ) s u) lline:gu 5)'1_"(",.—1) Ea
o r@ T’ r@ A r(@ 4
>/n'
also :
s (u)

m\,m)‘\ 7

womit die Aquivalenz von M (z) und s(u).u nachgewiesen ist.

Hilfssatz 11. Ist s(u) fiir u>>0 eine nichtoegative und
nichtabnehmende Funktion mit s(0) =0 _und hat s(z) die Eigen-
schaft () fiir kleines u, so sind die Funktionen

M(u)_:fs(g)dg, M (@) —=s().u

dquivalent,

Beweis. M(u) <Lu.s@ =M ),

u

> [s0d5> 2 o(2) > s — 2 M.

2
Hilfssatz 12.
Voraussetzung. M/(u) ist eine N’- Funktion. Die zu M (u)
komplementdre Funktion N(v) hat die Eigenschaft (,) fiir klei-
nes u. M; (u) ist eine mit M (u) Adquivalente N’-Funktion, u. zw.

ist M,(u) so normiert, dafl fir 0 <u<d die Ungleichung

M
1 <M,((u)) < b besteht. N, (v) ist die zu M, (z) komplementire

Funktion.

Behauptung. M (0) ist mit N (v) aqulvalent
Beweis. Die Voraussetzungen besagen u. a.

(@) ' uv < M)+ N(v),
® v vo M@+ N (v),
) S 1<£Z((u)) <b fiir O’ u<d; wir

diirfen b~_:2° annehmen;

©) S - NQu)<kN() fir 0 < v < d,.
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Wegen (@) qu () ist" ! s R
uo L b M, (@) + N(@) <0 [M () + N@)] fir 0Cu <,

also

uvb < b[My(w)+ N(vb)] “
uv < M, W)+ N(vb) fir 0 u<<d.
Nun ist )
N (v) =u,v—M, (u))
und da bei hinreichend kleinem d; aus 0 < v < d, die Ungleichung
0:Cu, < 0 folgt, so haben wir = .~ O R N
g 1\]’1 (:U)=u;z)-—-M1 (u;)<N(’U b) . fﬁr 0<’Z}‘<()\gl.

Daraus folgt wegeﬁ (d)

J '
) - Ny <K N(v) fir 0o <Min (—2-%, 62) = d.
Umgekehrt folgt aus () und (¥)
uo < M@+ M@,
also durch eine der vorhergehenden analoge Schlufiweise
(9) } - N@ <N (@) fir 0 < v < ds.

Die Ungleichungen (¢) und (¢) enthalten die Behauptung.

Satz 6. Damit zu einer N'- Funktion M (u) eine Funktion
L(v) existiert, so dafi, M(u) und L(v) zueinander- konjugiert sind,
ist folgendes notwendig und hinreichend: o

1° M (u) hat die Eigenschaft () fiir kleines u; .

g0 M IEH)
- 3° die zu M(u) komplementire Funktion N(v) hat die
Eigenschaft () fiir kleines u. . :

Sind die Bedingungen 1°, 2°,3° erfiillt, .so sind schon M (u)
und N(v) zueinander konjugiert. ST i

Beweis. , o

Die Bedingungen sind notwendig:

1° Nach Hilfssatz 8 hat M(u) die Eigenschaft (4,) fiir
kleines u. ; :
3° Sind M(u) und E(v) zueinander konjugiert, so ist L(v)
nach Hilfssatz 9 mit der zu M (u) komplementiren Funktion, N (v)
dquivalent. Da L(v) nach Hilfssatz 8 die Eigenschaft (,) fiir
kleines u hat, so hat auch N(v) diese Eigenschaft. o

ist pseudomonoton in {0, J) fiir ein gewisses 6>0;
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2° L(v) und N(v) sind #quivalent, also sind aiuch M ()
und N(9) zueinander konjugiert. N(v) ist eine (sogar konvexe)
N’-Funktion. Wir bilden die zu ihr komplementire Funktion M1 (u).
Nach Hilfssatz 9 ist -M(u) mit M () dquivalent. M(u) ist eine

konvexe N’-Funktion. Setzt man sza) =s(u), so findétv man fiir
o<y ' ‘
_ Vi (ugﬂ) B ) —
S(ul)zM(ul)z Uy ! \<ug _:M(ll_g):s(ug)’
u u; 1234 U,

s(u) ist also eine nichtabnehmende Funktion mit s(0)=0, s(u)——rdo .

Danun M (z) mit s(u).u Hquivalent ist, ist nach Hilfssatz 10 M (u)
pseudomonoton in (0,d) fiir ein gewisses d > 0. e

Die Bedingungen sind hinreichend: =

M (u) geniige den Bedingungen 1°, 2°, 3°, Wegen 2° ist
M (u) nach Hilfssatz 10 mit einer Funktion der Form s(luzl).|ul,
wo s(0)=0 und s(u) fiir 2> 0 nichtabnehmend ist, dquivalent
und wegen 1° hat s(u)u, also auch s(u) die Eigenschaft () fiir

kleines u. Nach Hilfssatz 11 ist s(a) .z mit M (a) =fs & ds aqul-
J )

valent, also ist auch M (u) mit der konvexen N’-Funktion 4 (u)
aquivalent und auch M(u) hat die Eigenschaft (%) fiir kleines u.
Wir denken uns M (u) durch Multiplikation mit einer Konstanten
so normiert, dafi die Aquivalenz von M () und M (u) in den Un-
gleichungen 1 <%§u—;\<b ihren Ausdruck findet. Nach Satz 5
u

ist die zu ‘M (u) komplementire Funktion N (v) zu M) konjugiert.
Wegen 3° und Hilfssatz 12 ist die zu M (z) komplementire Funk-
tion N (v) mit N (v) dquivalent, also zu M (u) und auch zu M (w)
konjugiert. Nach 3° hat N(v), also auch N(v) die Eigenschaft
(4,) fiir kleines o und wieder nach Satz 5 ist die zu N (v) kom-
plementire Funktion M (d) zu N(v) konjugiert. Also sind M (u)
und /N (v) zueinander konjugiert und da M) mit M(u), N(v)
mit /V(v) dquivalent sind, so sind auch M (w) und N (v) zueinandér
konjugiert. ' :

Korollar. Zu einer konvexen N’~-Funktion M-(u) gibt es
dann und nur dann eine Funktion L (v), so daf M (@)*und L)
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i jugi i ywohl M (u) als auch die zu
einander konjugiert sind, wenn sowol ( c .
izllxlr komplementire Funktion N(v) die ,Elgens?haft (,) fiir kleines
u aufweisen. Ist diese Bedingung erfiillt, so sind sch_on-M (u) und

N(v) zueinander konjugiert (vgl. Korollar zu Satz 5?. .

Satz 7. Ist M(u) eine N'- Funktion, welche die Eigenschaft
() fur ‘alle u") aufweist und ist LE)
0<u<d, so sind M(u) und die zu M (u) komplementdre Funk-
tion N(v) zueinander konjugiert. o .

Beweis. Nach Hilfssatz 10 ist M (u) mit einer Funk.txon
P)=s(ul).|u| &quivalent, wo s(u) ein.e. fiixf u>0 nicht-
abnehmende, rechtsseitig stetige Funktion ist und s(0) =0,

s(u) —+ o gilt. Auch P(u), also s(u) besitzt daber die Eigen-
u—>-0 . i )
schaften (4) und () fiir kleines u. Nach Hllfssatz‘.l‘l ‘1st P@),

pseudomonoton  fiir

also auch M (u) mit der konvexen N’-Funktion M W)= f s d§

0

aquivalent und M (u) hat ebenfalls die Eigenschaft (dg)( flg' kleines u.
Wir zeigen nun, dafl die zu s(u) inverse Funktion s (u)==i(u’)
die Eigenschaft () fiir kleines u hat: Aus der Eigenschaft (/')
fiir kleines u von s(u) folgt zunichst die Existenz von Konstanten
L>0, e>0, so dall die Ungleichung -
(149 taxyp>it()t(y) fir 0<x<e, 0y <s, e |
besteht. Widrigenfalls gibe es eine Folge 0 < x,—0 und eine
Folge 0 <y,—0, so daB .

£e,5) < S (x) 1y,
also auch

t(x.y) <%[t(x")—h].[t(yn)—h] fir 0 h<h,

wire. Wegen
s{xy))>xy,

s(%,u@n)—h].[t(y,,)—h]) < Qs () sm)=H].st(y,) ~Al,
limsft ()~ <x,, I s[(s)~H <y,

wiirde daraus

O<xn yn< st(_rl:) Xn Y

) d. h. die Ungleichung M (x ) << Q.M (x) M(y) soll fiir alle x>0
5 >0 erfiillt sein. Aus (4') fir alle u folgt offenbar (4,).

k4
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folgen und das wﬁ‘rde wegen s(i) —0 zu einem Widerspruch

n/ posew

fiithren. Aus '(14) folgt aber fiir ngg, y=—
' 2u\ (&
,f<u)>“(?)’-‘(7)
2u )\ . . .
und wegen 2u<-?, £(2 u)<t(£-) die Ungleichung

Qe <@ =t

1t (%)
fir hinreichend kleines u. _

Die zu M(u) komplementiire Funktion N(v) hat also nach
Hilfssatz 11 auch die Eigenschaft (4,) fiir kleines u und die
Funktionen M(u), N (v) sind nach dem Korollar zu Satz 5 zu-
einander konjugiert. Auch M (z) und N(v) sind also zueinander
konjugiert und nach Hilfssatz 9 sind N(v) und N(v) dquivalent,
also M(u) und N(v) zueinander konjugiert. '

Herr R. Coorer®) hat den folgenden, in diesen Ideenkreis
gehorenden Satz bewiesen:

Es seien s (u), #(u) zwei zueinander inverse, fiir u > 0 erklirte,
stetige, in strengem Sinne wachsende Funktionen mit s(0)=¢£(0)=0,
s(u)—:oo, t(@)— 0 und s(u) erfille die Voraussetzung

(15) sxy)<sx).s(y)
fir kleine x,y. Wir bezeichnen P@)=u.s(), Q(@)=o. t(v).

Wenn 3'u v, bei festen {v,} und jeder Folge {u } mit konvergen-

y==]

o0 @
tem 3 P(u)) konvergiert, so konvergiert 3'Q (v,).
=1 L v=1
Dieser Satz kann auf Grund unserer Sitze teilweise verschirft
werden. Wenn wir namlich die Voraussetzung (15) durch die Voraus-
setzung (') fir alle u ersetzen, kénnen wir zeigen, dafl P@)

und Q (u) zueinander konjugiert sind. Das sieht man folgender-
maflen ein: Nach Hilfssatz 11 ist P(u) mit M (u) = [ s (§) & aqui-

0
8 R. Cooper, The Converses of the Cauchy -Hslder Inequality and the

Solutions of the Inequality g (x+y) < g () + g (), Proc. Lond. Math. Soc. (2)
26 (1927) p. 415432, Theorem IL
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valent und auch M(u) hat die Eigenschaft () fiir kieines u.
Nach' einer Uberlegung, die im Beweise von Safz 7 vorkommt,
hat #(z) die Eigenschaft (<) fiir kleines u und daher ist nach

Hilfssatz 11 Q (¢) mit f ¢ (£) dE— N(v) aquivalent und N (o) hat die

B

Eigenschaft () fiir kleines ». Nach dem Korollar zu Satz 5 aber
sind M(z) und N(v) zueinander konjugiert, also sind es auch
P(z) und Q (v). '

Herr Coorer gibt in seiner Arbeit?) einige Beispiele von
Funktionen der Form P(u) =s (u).u, welche die Voraussetzungen
seines Satzes erfiillen und nicht gewdhnliche Potenzen P (u) = |u I
@>1 sind. Doch sind diese Beispiele simtlich so konstruiert,
daB sie, wie man sofort erkennen kann, gewissen Potenzen in
der Nihe von z=0 #quivalent sind. Um also zu diesen Funktionen
die konjugierten zu finden, geniigt es die mit ihnen &quivalenten
Potenzen zu betrachten und zu diesen konjugierte Potenzen an-
zugeben.

Wir wollen nun noch Beispiele von N’-Funktionen angeben,
welche die Voraussetzungen von Satz 7 erfiillen und mit keiner
Potenz iquivalent sind. Solche Funktionen sind z. B.:

' M@)={ul (Jlog|ul[+1)
fir beliebiges « > 1. .

Der Volistindigkeit wegen formulieren wir noch den folgenden

‘Satz 8. M(u) sei eine N-Funktion. Damit eine zu M (u)
konjugierte N’- Funktion existiert, ist notwendig und hinreichend,

M(u)

daf 1° M(u) die Eigenschaft (dy) besitzt, 2° —— pseudomono-

ton ist in {0,d) fiir ein 0> 0.

Beweis. ;

Die Bedingungen sind notwendig: 1° folgt aus Hilfssatz 8.
2° beweist man so: N(v) sei die zu M (u) konjugierte N'-Funk-
tion, M(u) die »u N(v) komplementire, konvexe N’-Funktion.
Nach Hilfssatz 9 ist M(z) mit M (u) iquivalent. Nach einer im
Beweis zu Satz 6 vorkommenden Uberlegung ist M(u) =s(u) . u,
wo s (@) fiir u > 0 eine nichtabnehmende, rechtsseitig stetige Funk-

Hon ist mit s(0)=0, s(u)— ». Nach Hilfssatz 10 ist also M—lii)
pseudomonoton in {0, &) fiir ein > 0. :

)L c.5) p. 426—427.
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- Die Bedingungen sind  hinreichend: Wegen 2° ist M (u)
naph Hilfssatz 10 mit einer Funktion der Form s(u).u, s(u) nicht-
abnehmend, 5(0)=0, s(u)— o0, iquivalent und mit M (z) hat

ali‘bh“.’s (@).u, also auch s(u) die Eigenschaft () fiir kleines u.
NachmHliIf-ssatz 11 ist M (u) mit M (u) = s(f)d§ éiquivalent. Mu)

- .« 0 v

ist eine konvexe N'- Funktioxl_ mit der Eigenschaft () fiir klei-
nes u. Nach Satz 5 ist die zu M (z) komplementire Funktion N(v)
konjugiert zu M (u), also auch zu M(u).

§ 7

" Fiir spitere Anwendungen brauchen wir noch die folgenden Verallgemei-
nerungen der Sdtze aus § 5:

Hilfssatz 4a. Gegeben sind abzihlbar viele Zahlenfolgen & ={b!"
b(r) ) A ) bei di b(r) . ., . T LT
23 0re2 Op'y.eeps wobel die 57 nicht positiv zu sein brauchen. Wenn fir jede

Zahlenfolge a = {a,, ay,..., a,,...} (auch mit beliebigen Vorzeichen) mit endli-
chem ¢ (a) die Ausdriicke

file)= i;bgr) o,

al‘le endlich sind und fiir jedes einzelne derartige a eine beschriinkte Zahlenfolge
bilden, so gibt es eine Konstante L mit der Eigenschaft:

Fir alle ¢ mit ¢ (a) <1 und r= 1,2,... gelten die Ungleichungen
f@l<L.
B(;weis. Ist die Behauptung falsch, so gibt es Folgen a, = {0(15},
a=A{a"},..., ap = {aflk)}, «.., so daf} die Ungleichungen gelten "
' ¢(a) <1 (k=1,2,...)
AR
11, (an) | >2°.2

I£,(a) | >2' 12
.Wn‘ .betrachten nun die Folgen br’ , bra, . b'l’ oy Es gibt unter ihnen
unendlich viele bs, » boy.oey b ..., in denen die ersten Flemente b0, Bl
5,7, ... gleiche Vorzeichen haben. Wir nennen b = ;. Unter den Fﬁlgeri
b, by»eory b, ... gibt es wieder unendlich viele, in welchen die zweiten Ele-

4 7 ; . i
mente b2( ), 62“2), cers b,(ll), ... gleiches Vorzeichen haben. Wir nennen b, =b,.
Unter den Folgen by, bta RN btj gibt es wieder unendlich viele, deren dritte
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Elemente gleiches Vorzeichen haben. Die erste von thnen nennen wir bn Durch
Fortsetzung dieses Verfahrens erhalten wir abzahlbar viele Folgen &, b,-...
3,,... mit der Eigenschaft, daB das Vorzeichen des ‘ersten Elementes in allen

bl gleich ist, das Vorzeichen des zweiten Elementes von 8, an gleich bleibt,
allgemein das Vorzeichen des /-ten Elementes sich von b, an nicht me)ahr a(?)dert
Wir bezeichnen noch die Elemente von bl mit b( ), also b —{b by,

{
Bl P
Jedem bl entsprach eine Folgc a, wir wollen sie mit al = {a1 y @y,

;n ..} bezeichnen, so daf}
f @) =350 a0 > 2y
y==1
und ) _
P (01) <1
war fir [=1,2,.... Wenn )
P =120 .sign 5, (n=1,2,...; [=1,2,..)
a={a" a0 .., 3% .}
gesetzt wird, so wird erst recht
Ti(a)= 30 0> ot
=]
und _ _
pla) =¢(a) <1

sein; auflerdem gilt
GRS R
In b, =15 (1)} kann es positive (>>0) und negative (< 0) Zahlen 57
geben. Indem wir die positiven 5, mit b(l) (p=1,2,...) und die negativen mit
b, [l) bezeichnen, kdnnen wir schreiben
Fia =25 u> 0 +2 OG0,
p-—l
Entweder gibt es nun unendhch viele Indizes /;, so daB
10 Y’b”‘ aWsok 1
p=1 U
oder es gibt unendlich viele Indizes I, so da
20 2 5005005241,
ne—1

‘ Im Falle 1° bilden wir eine Zahlenfolge a-—{ai, ay,...}, indem wir
definieren

w0 1_1
@, =3 = 0
P 219l "
a,,n=0.
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Dann ist
P =EN@) =2 NS 150)< 2 £ NG
p—1 121

1
ol
=32 2N < 23NN =3 @<t
= 9lp=1 1=19! »=1 =1 9!

und

fi,(a) =

u bvs

b_ a, >— Zb(l) (”>l———>oo
P p T olipmt P >

was der Voraussetzung widerspricht.
Im Falle 29 gelangt man zu demselben Widerspruch, indem man

1 =@
avn = V’ ol "(
=iyl

a"p =0
a={a,, a,,...}
setzt,

Hilfssatz 5a. Unter denselben Voraussetzungen und mit denselben
Bezeichnungen, wie in Hilfssatz 4a, gilt

£ (@] <L.e(a),
wenn g (a) >1 ist.
Beweis. Die Behauptung ergibt sich aus Hilfssatz 4a wdrtlich so, wie
diejenige von Hilfssatz 5 aus Hilfssatz 4.

Hilfssatz 6a. Die in Hilfssatz 4a definierte Konstante L, welche noch
von abzdhlbar vielen Folgen b, = {b(')} abhéngt, hat die folgende Elgenschaft
Wir bilden die zur konvexen N'-Funktion N (v) = L N(v) komplementire Funk-

tion M(u). Wenn fiir jede Folge a=={a,}, fiir welchegﬁ(a,,)=L :‘jN(a,.) kon-

vergiert, auch alle Reihen f(a) = bs,)a konvergent sind und ihre Sum-
(r=1,2,... 2

men fiir ]edes solche a eine beschriinkte Zahlenfolge bilden, so konvergieren

alle Relhenz M(b )(r—l 2,..) und es ist

z MENY <L fir r=1,2,....

=]

Beweis. Bei festem r finden wir zu jedem b(") ein a(') so daB

0 o) = N(a{) + M () wird, und setzen
a, = {a{”, og’), T R
a,={a?, o, ..., o, 0,0,..}.
Wire p (:r) >1, so wire nach Hilfssatz 5a fiir r>n
(1= Zp0d0< 2o (a),

Studia Mathematica. T. III, 3
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a]sozn N_(af,’)) -+ Zn; lrl(bf,’)) < 5';'1\7 (aﬁ,’)), was unmdglich. Daher ist p(a )<1
r=] v=1 v=|

also p(a,) <1 und nach Hilfssatz 4a L > Z‘b(’) ) = zN(J”) + EM(b(”),
woraus die Behauptung folgt. =

Satz 5a.

Voraussetzung. M (u) sei eine konvexe N'-Funktion und
habe die Eigenschaft () fiir kleines u. N(v) sei die zu M (u)
komplementdire Funktion. {bm} 18P),..., (6P} ... seien abzihlbar

n

viele Zahlenfolgen mit der folgenden Eigenschaft: Fiir jede Folge
a=1{a,}, fiir welche 2 N(a,) konvergiert, kom;ergzeren auch alle

=1

Reihen f (a) = j’bf,’) a, fir r==1,2,... und die Zahlen f (a)

v=l]

bilden fiir jedes a eine beschrinkte Zahlenfolge.
Behauptung. Alle Reihen Zm' M (b,(,')) konvergieren und es

p==]
gibt eine von r unabhingige Konstante P, so daff
2MEDY< P fir r=1,2,....

wz==]
Beweis. Nach Hilfssatz 6a folgt aus der Voraussetzung die Existenz einer
Konstanten L, so daff E’IA—I bM<L fir r= 1,2, ... gilt, wobei M(u) die zu L N (v)
P

komplementire Funktion bedeutet. Wir wissen (vgl. Beweis zu Satz 5), daB
o R

M) <7 M)

ist, daher ist auch
E'IM ") <iE=P.
Kapitel II.
Funktionen.
§ 1.

Definition 1. Eine im Infervall 0, 1) erklirte, mefbare
Funktion f(x) llezﬁ‘t mit der N-Funktion M(u) integrierbar, wenn

das Integral f M[f(x)]dx einen endlichen Weit hat.
0

Verallgemeinerung konjugierter Potenzen. 35

Satz 1. M(u,v) und N(u,v) seien zwei fir —o0 <u<-+w,
— < v <+ erklirte, nichtnegative und stetige Funktionen und
es gebe Zahlen r>0, >0, so daf M(u,v) > ist fiir u + v*>r.
Damit fiir ]edes Paar in {0,1) mepbarer Fi unktzonen f(x),

g(x), fiir welches M [f(x), g(x))dx endlich ist, auch f N[f(x), g()]dx

endlich sei, ist folgendes notwendig und /zmrezchend
Es gibt zwei Zahlen a>>0, b>0, so daf
N(u,v) < b M@, v) fir 2+ ov*>a
gilt.
Beweis.
Die Bedingung ist notwendig: Ist sie nicht erfiillt, so gibt
es zwei Zahlenfolgen {u }, {v !, so dafl die Bezichungen bestehen

N, v)>2"M@,v)

r<< zzl1 + fan — 00,
Wir definieren

4
=O’ — +_ﬁ_
X, X, =X, 4 M@,,v).2"
f)=u, fir x, \ <x<x, 1
gx)=v, fir x,  <x<x, (n=1,2,..)

f(x)=g(x)==0 fiir alle iibrigen Punkte von (0,1).
1

Es ist dann | M[f(x), g(x)]dx endlich, denn

Q

f MIf(, g (Il de= 3 f MIf(), g ()] d

"'n—l

+fM(o 0) dx < 8+ M(0,0)

lim x,,

und doch ist

f NI, g (] dx> 2 f NI/ (g ()

T xp
M@, ,v,)2"
>p ot
a=1M @, ,v)2
3=
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Die Bedingung ist hinreichend:

N[f(x) e@d=] +f
E[f2(x)+g2(x) <a] E[f2(x)+ g2 (x) =]

<MﬂN@@+ﬁMU@J@HL
[i]

w2 <a
Satz 1a. M(u) und N(u) seien N- Funktionen. Damit jede
mit M(d) integrierbare Funktion auch mit N (u) integrierbar sel,

ist notwendig und hinreichend, daf es Zahlen a, b gibt, so daf
die Ungleichung besteht

(16) Nw<LoM@ fir u>a.
Beweis: Analog zum Beweise von Satz 1.

Definition 2. Zwei N-Funktionen M (u), N(u) heiflen

sdquivalent inbezug auf Integration® — in diesem Kapitel werden

wir sie immer kurz ,iquivalent* nennen — wenn alle und nur
diejenigen Funktionen mit M (u) integrierbar sind, welche es mit
N(u) sind.

Aus Satz la sehen wir, daB fir die Aquivalenz zweier
N - Funktionen M(u) und N(u) die Existenz von vier Zahlen a, b,¢,d
charakteristisch ist, so daf die Ungleichungen gelten
Nw) <L aM(u) fir u>c
M) <bN@® fir u>d.
Unter Klasseneigenschaften von N -Funktionen wollen wir
wieder solche Eigenschaften verstehen, welche beim Ubergang von
einer N-Funktion zu einer dquivalenten erhalten bleiben. Solche

Klasseneigenschaften sind
1. Die Eigenschaft (o) fiir grofles u:

M+ <PM@E)+M(y)]  fir x>D,y>D

(Dreiecksungleichung).
2. Die Eigenschaft (£°):

Mxy) <QM@x)M(y)

(Multiplikativungleichung).
3. Die Eigenschaft () fiir grofes u:

M2u) <KM@ firu>D.

fir x>0,5y>0
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Definition 3.. Die N-Funktion N(v) heifit konjugiert
inbezug auf Integration — in diesem Kapitel wollen wir kurz
skonjugiert® sagen — zur N-Funktion M (u), wenn

1° daraus, daf f (x) mil M (u) und g(x): mit N (v) mtegrzerbar

zst die Endlzchkezt von f (x) g(x)dx folgt;

2° daraus, dafl fur ein bestimmles f(x) und. jédes mit N (v)
1

" integrierbare g(x) das Iniegral f F(x) g(x) dx endlich ist, folgt, daf3

F(x) mit M(u) integrierbar zst

Wenn M(u) und N(v) nur die Ezgenschafi 1° haben, nennen
wir sie halbkonjugiert.

Wenn M(u) zu N(z) und N(@w) zu M(w) kon;uglert ist,
nennen wir M(u) und N(v) zueinander konjugiert.

Die Eigenschaft, zu einem festen M(u) konjugiert zu sein,
ist eine Klasseneigenschaft, ebenso die Eigenschaft, éin festes V (v)
zur konjugierten Funktion zu haben. Ersetzt man in einem Paar
halbkonjugierter Funktionen jede dieser Funktionen durch eine dqui-
valente, so erhilt man wieder ein Paar halbkonjugierter Funktionen.

Wir beschranken uns wieder auf N’-Funktionen. Dafl diese
Einschrinkung zweckmiBig ist, sieht man auf Grund folgender
Tatsachen ein: :

(u)

1. Die Eigenschaft —0 st fir die Untersuchungen

dieses Kapitels unwesenthch, da man jede N-Funktion durch eine
inbezug auf Integration #quivalente ersetzen kann, welche diese
Eigenschaft aufweist.

2. Sind zwei N-Funktionen M(u), N(v) auch nur halb-

konjugzerz‘ so haben sie die Eigenschaften lllll(u)* ) N(v)

u] Jalse’ 0] Joloe
Bewels Setzt man in Satz 1 N(u, v) = uv, M(u,v)=M (u)

+ N(v), so findet man
<b[M(u)+N(v)] fir u®+v*>a.

Daraus schliefit man analog wie im Absatz 6 des Beweises zu

Satz 2, Kap. |, d_aﬁ Tol ! ——>oo und genau so daf} auch M) _ — 00

|of~>w |ll] fu]—ow

gelten muf.
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Aus der zuletzt bewiesenen Bemerkung ergibt sich, daf es
zu M(u)=|u|?, 0 <p <1 keine auch nur halbkonjugierte N-Funkiion
geben kann.

Fiir N’-Funktionen gelten nun alle Sitze aus Kap. I, § 2.
Aus der Herleitung der arithmetischen Houperschen Ungleichung
welche am Schluf von Kap. ], § 2 gegeben wurde, gewinnt man
auch leicht die Cauchy-Riszsche Integralungleichung 19):

Aus (7) folgt, wenn

u—-——"- |f(x,| ry::___mi)_t__
TS 1
¢ B
frora |fiewre
gesetzt wird,
fgl 1 el
lf!f(x)l“dx {ﬂg(x)if’dxl' flf(X)|"dx
0 0
Pl le@l’ lg(9)?

flg(x)l dx

und daraus durch Integration

f )5 ()| dx

l [ireoras|

Das Glexchhe)tszelchen gilt fir u*=0", d. h. in unserem
Falle, wenn

1
B

|~

Ig(x)l dxl

11" eI
Jirarma [lg@1?ae

fast tberall stattfindet. Betrachten wir nur konvexe N’-Funktio-
©) 5. 1. c.2).
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nen, so gilt die ganze Theorie von Kap. I, § 3 und 4. Neu zu
beweisen sind erst die den Satzen aus Kap. I, § 5 und 6 ent-
sprechenden Behauptungen iiber Funktionen und Integrale.

§ 2.

N(v) sei eine konvexe N’-Funktion. Wir bezeichnen

. 1
o[/ 1= [NIf )] ds.

Hilfssatz 1. {f (x)} sei eine Folge von in {0, 1) meBbaren
Funktionen. Wir bilden die Folge von Funktionaloperationen

1
Flg@)]=|f(x)g(x)dx.
0

Wir behaupten: Wenn fir jedes g(x) mit endlichem

0(g(x)) alle Ausdriicke |F.[g(x)]| endlich sind und fiir jedes
r=1,2...)
solche g(x) eine beschrinkte Zahlenfolge bilden, dann gibt es
eine Konstante L, so daB fiir alle g(x) mit ¢(g(x)) <1 die Un-
gleichungen
|Flg@]|l<L fir r=1,2,.

bestehen.

Beweis. Wire die Behauptung falsch, so gibe es eine
Folge von mefibaren Funktionen g, (x), 'g,(x), ..., g, (x), ... und eine
(nicht notwendlg wachsende) Folge natiirlicher Zahlen TR CYIRP

so dafl
e(g,(0)<1
und
Q7 F,P[gp(x)]>3.2p-p ' fir p=1,2,.
ware. Wir diirfen auch annehmen, dafi

sign g, (x)=sign f;, (x),
also

1
F 18,1 = [ If,, (9] 1g, )] dx

o

ist. Wir bilden die Funktionen

7, ()= ‘_‘71 legk ()]
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Es ist

a8 f Nl (9] de < < 32 [N @iax<t.

Nun ist N (v) eine wachsende Funktion, die 7, (x) bilden eine
nichtabnehmende Funktionenfolge, also bilden auch die Funktionen
‘u (x) =Ny, (x)] eine nichtabnehmende Funktionenfolge. Aus

f p, () dx <1, w (x)<u,,(x)folgt die Existenz einer Funktion

(n=1,2,...)
_u(x), so daff ‘
' lim u, (x)=1p(x)

fast @berall und )

f;t(xjdf<1
ou

ist. Wenn nun an einer Stelle X, hm N[y, (x)]=u(x) gilt, so
sind die Zahlen y_ (x;) beschrankt und da sie nicht abnehmen,

gibt es einen lim 7, (x,). Die Reihe 2 ?I g,(x)| konvergiert also
n—+c0 k=1 ] -

fast @iberall und stellt eine mefbare Funktion dar

7(X)_£ Qkng(xH

Aus (18) folgt 7
elr(x)) <1

Wir setzen nun p,=1. Es ist nach (17)
1
[1, @5, @ de>3.27 p,.
s S
Wir wahlen p, so groB, daB fiir p,>p, die Ungleichung
) ‘
I s 1
[1£,913 Llg@ e <p,
s k=p, 2 [}

gilt. Nach Voraussetzung ist die Folge der Zahlen f f(0g,x) a’xi

0
(r=1,2,...)
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beschrinkt, wir kénnen daher p2> P, so grof wihlen, dafl unter
Beriicksichtigung von (17)

1
f f (002,00 dx>3.2p, > 3. [ £, £, () de
0 0

wird. Dann wahlen wir ;3 so grof, das fiir p, > p, die Ungleichung

f lf,,z(x)IZ 18 dx <,

—Pa
gilt. 3
Sind schon die Zahlen p,, p,,...,p,_;,p, bestimmt, so defi-
nieren wir
a) p,>p,, so daBl unter Beriicksichtigung von (17)

n—1

as ff (g, (D dx>3p, >3|ff WX, (x)dx£
gilt, was immer erreicht werden kann, da nach Voraussetzung die

| |
Zahlen — f f(0g, .(x) dx| eine beschrinkte Folge bilden;

. ,’, e (r==1,2,...)
b) ;:.-}-1 so groB, daf
(20) flﬁ oI k\gk(x)|dx<p fiir pat1>p,,,
"=Pn-|-1
wird.
SchlieBlich setzen wir
g)= ~s_ 5 g,,s( ).

Diese Reihe -konvergiert fast iiberall absolut, da sie von
()= %|gk(x)l majorisiert wird. Aus demselben Grunde ist
k=1
auch
e(g(0))<1
Es ist jedoch nach (17), (19) und (20)
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1
F, 1g()] f £, (x)z g, (dx+ o [ £, (g, () dx
0

+ff (")2 —g () dx>=p,+3p,~P,=p, 77,

s“"n
was der Voraussetzung widerspricht.
Hilfssatz 2. Bei unverinderten Voraussetzungen und

Bezeichnungen gelten fir ledes (%) mit endlichem ¢(g(x))>1
die Ungleichungen

Flg@l<Le(g() r=1,2,...,

wo L die in Hilfssatz 1 bestimmte Konstante bedeutet.
Beweis. Es ist

[9 (gg(a) )] of N [9 (g g(?)) )} Sl gl(x) )b[ Ng(x)]dx=1,

also nach Hilfssatz 1

l g() ]

¢(g()) e(g( ))
Hilfssatz 3. Bei unverinderten Voraussetzungen und

Bezeichnungen hat die in Hilfssatz 1 eingefithrte Konstante L die

folgende Eigenschaft: Wir bilden die neue konvexe N’-Funktion

N@)=LN(v);

Die zu N(v) komplementire Funktion heifie & (u), wir behaupten,
daf die Ungleichungen A

Flg@I<L, w. z. b. w.

fﬁ[f,(x)]dx<L fir r—1,2,..
gelten. ’

Beweis. Wir bezeichnen

f W=7 f.(0 fiir diejenigen x, fir welche |£ (x)| < n ist
n.sign f (x) fiir diejenigen x, fiir welche |£ (x)| > n ist.

N(v) sei nach Kap. I, Satz 3 in der Form

N@—[p@ds
J |
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darstellbar, wo p(x) eine nichtabnehmende, rechtsseitig stetige

Funktion ist. Dann ist nach Satz 4 M(u) = f P () d§ und wenn

£ @=p(f@]. sxgnf(x)
gesetzt wird, gilt die Identitat

0<F () g. () =MLf (9] + Ng, (]

Mit | fi‘ (x) | ist auch | 3;: (x)| beschrinkt und als monotone Funktion

von einer meflbaren Funktion auch meBbar, also ;r (x) mit N (v)
integrierbar. Wir haben daher

1 1 1
@) [f0g(de= [H. e+ [ Nz, @hdx.
0 0 0

Wire ¢( 3;, (x)) > 1, so wire nach Hilfssatz 2

1

1
Lo(g,0)> [£@gWdx> [£ @z dx
also nach (21) ’ ’

1
Lo(g,()> [MI£ (] dx+Le(g, (),
0

was unmdglich. Es ist daher immer

0(g,(0) <1

also nach Hilfssatz 1
1 1
[fwawde< [f@zw@de<L
und nach (21;) 0
1
L>f]l7[f:(x)]dx,
0

woraus durch Grenziibergang n— o die Behauptung folgt.
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Satz 2.
Voraussetzung. M(u) isl eine konvexe N'- Funktion und

hat die Eigenschaft () fiir grofies u. N (v) ist die zu M (u) komple-
mentdre Funktion. Die abzihlbar vielen Funktionen £, £, ...
f(x), ... haben die folgende Eigenschaft: Fiir jedes mil N (v) znte-
1

grierbare g (x) sind alle Integrale F[g(x)]= f f(x)g(x) dx endlich
' (r=1,2,...)

und bilden eine beschrdnkte Zahlenfolge

Behauptung. Die IntegralefM[f(x)] dx sind alle endlzch

und es gibt eine won r unabhd'ngige Konstante P, so daf3 die Un-
gleichungen bestehen

1
fM[f,(x)]dx<P fir r=1,2,...
0

Beweis.. Nach Hilfssatz 1 gibt es eine Konstante 'L, mit
welcher die Funktion M (u) aus Hllfssatz 3 gebildet werden kann
und ebenfalls nach Hilfssatz 3 ist

fM[f,(x)] dx <L fir r—1,2, ... .

Wie schon im Beweise zu Satz 5, Kap. I gezeigt wurde, ist

L

M(u)<f‘[.M“(u),

also ist
1
fM[f,(x)]dx<kL:P.
0 .

Korollar. Ist M(u) eine konvexe N'-Funktion und geniigt
sie der Bedingung () fir grofles u, so ist die zu ihr komple-
mentire Funktion N(v) zu M (u) konjugiert.

Beweis. Die Funktlon f(x) habe die Elgenschaft daB fiir

iedes g (x) mit endlichem f N[g(x)]ldx das Integral f Fx)g(x)dx
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endlich ausfillt. Wir nehmen in Satz 2 f, (x) = f(x) fir r=1,2, ...
Dann sind alle Voraussetzungen von Satz 2 erfiillt, also sind alle

Integrale | M[f,(x)]dx= | M[f(x)]dx endlich, w. z. b. w.
[rers=]

§ 3.

Dieser § enthilt Sitze iiber Integrale und Funktionen, welche
den in Kap. I, § 6 bewiesenen Sitzen iiber Reihen entsprechen.
Wir beschrinken uns darauf, den Wortlaut dieser Sitze anzugeben.
Alle Hilfssitze und Beweise lauten wortlich wie die entsprechenden
Hilfssitze und Beweise fiir Reihen, mit dem einzigen Unterschied,
daBl statt des Punktes 0 konsequent der Punkt + o bevorzugt
werden muf. Insbesondere sind also in allen Hilfssitzen die Voraus-
setzungen (), (4'), (4,), (4,) ,fir kleines u® durch dieselben
Voraussetzungen ,fir grofies u” d. h. fiir u>> D > 0 zu ersetzen.
Ferner ist das Korollar zu Satz 2 dieses Kapitels iiberall dort
heranzuziehen, wo in den Beweisen von Kap. I von dem Satz 5
Gebrauch gemacht wurde.

Satz 3. Damit zu einer N’'- Funktion M (u) eine Funktion
L(v) existiert, so daff M(u) und L(v) zueinander inbezug auf
Integration konjugiert sind, ist folgendes notwendig und hinreichend:

1° M(u) hat die Eigenschaft (4,) fiir grofles u;

2° M(u) ist pseudomonoton in {D, ®) fiir ein gewisses D >0

3° die zu M(u) komplementdre Funktion N (v) hat die Eigen-
schaft (4,) fir grofles u.

Sind die Bedingungen 1°, 2°, 3° erfiillt, so sind M(u) und
N(v) zueinander konjugiert.

Dieser Satz entspricht dem Satz 6 aus Kap. L. Dem Satz 7
aus Kap. I entspricht der folgende

Satz 4. Ist M(u) eine N'-Funktion mit der Eigenschaft
{4’y und M(u) pseudomonoton fiir u>0, so sind M(u) und die
zu M(u) komplemenidre Funklion N(v) zueinander konjugiert
inbezug auf Integration. ,

In Satz 4 ist der folgende Satz des Herrn Coorerl) ent-
halten:

) L c.®), Theorem IV.
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Unter den Voraussetzungen, welche im auf S. 29 angefiihrten
Satze des Herrn Coorir vorkommen und der Voraussetzung (15)

fiir alle x>0, y >0 folgt aus der Endlichkeit von ff(x)g(x) dx

fir jedes g(x) mit endlichem f t[ g ()] g (x) dx die Endlichkeit von

f SU@If @ dx
0

Der zu Satz 8 in Kap. [ analoge Satz lautet:

Satz 5. Damit zu einer N'-Funktion M(u) eine inbezug
auf Integration konjugierte N'- Funktion existiert, ist notwendig und
hinreichend, daf 1° M(u) die Eigenschaft (&) fir grofes u be-
sitzt, 2° M (u) pseudomonoton ist fiir u>>D > 0.

Kapitel IIL
§ 1.

Starke und schwache Konvergenz.

In der Klasse der mit einer Potenz M(w)=|u|?, p>1
integrierbaren Funktionen definiert und untersucht man die sog.
,Konvergenz im Mittel“ und die ,schwache Konvergenz“. Diese
Begriffe kann man auch fiir die mit einer Potenz konvergenten
Reihen definieren. In diesem Kapitel sollen Eigenschaften der ent-
sprechend definierten Konvergenz im Mittel und schwachen Kon-
vergenz von Funktionen, die mit einer N-Funktion integrierbar
sind, bzw. von Reihen, die mit einer N'-Funktion konvergieren,
besprochen werden. Die diesbeziiglichen Fragestellungen waren
bereits, besonders was Funktionen betrifft, Gegenstand verschie-
dener Untersuchungen. Der Vollstindigkeit wegen stellen wir hier
die wichtigsten Definitionen und Sitze zusammen, trotzdem es
sich meist um Bekanntes handelt, da sie sonst in verschiedenen
Arbeiten verstreut und schwer aufzusuchen sind. Die Definitionen
und die Sitze {iber Reihen, deren zumeist recht einfache Beweise
wir Giberschlagen zu diirfen glaubten, sind nach dem Muster der
entsprechenden Definitionen bzw. Sitze iiber Funktionen gebildet.

Durch Vergleich mit der angefiihrten Litteratur wird der
aufmerksame Leser in verschiedenen Sitzen gewisse Verallgemei-
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nerungen sowie Vereinfachungen in der Beweisfithrung feststellen
kénnen. Insbesondere halten wir den Satz 8, welcher eine weit-
gehende Analogie zwischen konjugierten Potenzen und kon]uglerten
N-Funktionen aufdeckt, in dieser Allgemeinheit fiir neu.
Definition 1. Eine Folge mefbarer Funktionen {f, (x)}
heifit konvergent im Mittel mit der N-Funktion M (u), wenn

©2) ~ lim f M1f, (9 ~f, (9] de =0

q—aro 0
ist. Eine Reihe heifit im Mittel konvergent mit M (u), wenn ihre
Partialsummen mit M (z) im Mittel konvergent sind.

Definition 1. Eine Folge von RexhenZa(") (n=12,..)

i==1
heit konvergent im Mittel mit der N-Funktion M (z), wenn

(22 lim 3 M[a?—a”1=0
e =t
ist. i

Satz 1. Ist eine Folge meBbarer Funktionen {f,(x)} kon-
vergent im Mittel mit der N-Funktion M (u), so gibt es genau eine
solche Funktion f(x), so daff

23 Tim [MI£,(9 -] dx=0

gilt?),

Aus (22) folgt also (23). Die Funktion f(x) heifit ,Limes
im Mittel mit M (u) der Folge {f, (x)}* und wir sagen auch, die
Folge { £, (x)} konvergiere im Mittel mit M (z) gegen f(x).

Satz 1’. Sind die Reihen Y o™ im Mittel konvergent mit

i=1

M (u), so gibt es genau eine Reihe 3'a,, so daff
i=1

23 lim 3 Mo —a] =0

n—}w,_]

ist.

1?) Diesen Satz hat zum erstenmal Herr Noaillon bewiesen, jedoch u.
W. nicht verdffentlicht. Einen einfachen Beweis gab Herr S. Banach; vgl. P
Lévy, Sur le théoréme de MM. Fischer et Fr. Riesz sur la convergence en
moyenne, Bull. des Sc. Math. (2) 49 (1925) p. 344 — -352, 374—380, insbes. p. 378
Vgl. auch L. c.'9).
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Die Beziehungen (22), (23), (22), (23") haben den Charakte:
won Klasseneigenschaften, d. h., wenn eine dieser Beziehungen
fiir eine gewisse Folge von Funktionen bzw. Reihen und eine
N-Funktion M(u) besteht, so besteht sie auch fiir dieselbe Folge
und jede andere mit M (u) dquivalente N-Funktion. Der Beweis
dafiir ergibt sich z. B. fir Funktionen aus Satz 4 dieses Kapitels

und Kap. I, Satz 1a. .
Satz 2. Hat die N-Funktion M(u) die Eigenschaft ()

fiir grofes u und ist mindestens eines der Integrale

(24) f MLf, ()] dx n=1,2,..

en.dlich, so folgt aus (22) die Endlichkeit aller Integrale (24), die
Integrierbarkeit mit M (u) des nach Satz 1 existierenden mittleren

Limes f(x), d. h. die Endlichkeit von

1
[Mifedx
0

und die Beziehung

n—>o

1 1
lim [MIf,(9)]dx= f MF(]dx™) .
0

Satz 2. Hat die N-Funktion M (u) die Eigenschaft ()

fiir kleines u und ist mindestens eine der Reihen
(24) 3 M n=12,...
i=1

konvergent, so folgt aus (22") die Konvergenz aller Reihen (24"),
die Konvergenz mit M (u) des nach Satz 1’ existierenden mittleren

Limes Zn' a,, d. h. die Konvergenz von M (a) und die Beziehung

i=n i=1

lim 3 Ma™ =3 M ().

> jay i=1

i’) J. C. Burkill, Strong and Weak Convergence of Functions of Ge-
neral Type, Proc. Lond. Math. Soc. (2) 28 (1928) p. 493—500, insbes. p. 496.

Verallgemeinerung konjugierter Potenzen. 49

Satz 3. Ist M(u) eine stetige konvexe Funktion, j’ |6,
v=]

konvergent und gelten die Ungleichungen
1
(25) fM[fn(x)] dx <K fir n=1,2,...,
0

so ist die Reihe 3'b,f,(x) im Miitel konvergent mit M @).

P=1

Beweis. Fiir so grofles n,, m, daﬁilbwl<1, folgt aus

r=n,

der Konvexitdt von M (u) die Abschitzung fiir n,m > no

y==m * r=m

1 R . 1 .
[u] Srw|ae< Zio fmpnack S
0 r=m 0

Satz 3'. Ist M(u) eine stetige konvexe Funktion, Zw’ |5, ]
v=1

konvergent und gelten die Ungleichungen

(©25) f‘f'M[af")]<K (r=1,2,..),

so konuergiert die Folge der Reihen Zw' Zn’ b,d" fir n—w im
Mittel mit M(a). A

Hilfssatz 1. M(u) sei eine N-Funktion, A (x) eine be-
schrinkte meBbare Funktion. Es gibt dann eine Folge von a)
stetigen Funktionen g (x), b) streckenweise konstanten Funktionen
p,(x), so dafl

. |8, <Max|h(®)|,  [p,(x)| < Max|h(x)]
und
ILII:O g, (x)=lim p_(x)=h(x) fast iiberall,

also auch

1 1
lim f MTh(¥)—g, ()] dx— lim f MUh(x)~p, (1] de=0
gilt. ° ’

Hilfssatz la. M(u) sei eine fiir u>> 0 nichtabnehmende
N-Funktion mit der Eigenschaft (4,) fiir groBes u und f(x) eine
mit M (u) integrierbare Funktion. :

Studia Mathematica. T. IIL / 4
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Zu jedem >0 gibt es a) eine stetige Funktion g (x),
b) eine streckenweise konstante Funktion p(x), so daf} die Un-

gleichungen gelten:
 [My@—g@ia<e,  [MIf@-p@lde<e.
0 1]

Den Beweis von Hilfssatz 1a haben wir in einer anderen
Arbeit gefithrt14), Der Hilfssatz 1 wird mit dhnlichen Methoden,
nur bedeutend einfacher bewiesen.

Definition 2. FEine Folge von mit M (u) integrierbaren
Funktionen {f, (%)} heiBt gegen eine Funklion f(x) mit M(u) schwach

konvergent, wenn fiir jedes ¢ aus {0,1)
1 t
(26) lim f £ () de= f f(x) dx
n—>w o b

ist und die Ungleichungen (25) gelten.
Definition 2. Die Folge der mit M(u) konvergenten

Reihen _{j ag") (n=1,2,...) heiBt gegen die Reihe P a, mit M(u)

i=1 i=1
schwach konvergent, wenn
(26) lim ¢ =aq, (i=1,2,...)
ist und die Ungleichungen (25") gelten.

Aus den Definitionen 2, 2’ folgt unmittelbar, daf der ,schwa-

che Limes* f(x) bzw. 3’ a, eindeutig bestimmt ist (f(x) bis auf
=1
eine Nullmenge).
Satz 4. M(u) und N(u) seien N-Funktionen. Damit jede
im Mittel mit M (u) konvergente Folge von mit M (u) infegrierbaren
Funktionen auch im Mittel mit N(u) konvergent sei, ist die Be-
dingung (16) notwendig und hinreichend. Ist die Bedingung erfiillt,
so sind die beiden mittleren Limites fast iiberall identisch'®).
Beweis. Die Notwendigkeit der Bedingung (16) folgt un-

$) Z. W. Birnbaum und W. Orlicz, Uber Approximation im Mittel,
Studia Math. 2 (1930) p. 197—206, Satz 1.

#) Vgl. St. Kaczmarz et L. Nikliborec, Sur les suites des fontions
convergentes en moyenne, Fund. Math. 11 (1928) p. 151168, insbes. p. 156.
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mittelbar aus Kap. I, Satz 1a. Wir zeigen noch, daB sie hinrei-
chend ist:

Angenommen, die Behauptung sei falsch. Dann gibt es eine
Folge {f,(x)} von mit M (u) integrierbaren Funktionen — wegen
(16) sind sie nach Kap.Il, Satz 1a auch mit N(u) integrierbar —,
so dafl

27) lim [ M1£, ()~ (9] dx =0

g->0 0

und zwei Folgen von Indizes p,—» 0, g,— 0, so dafl

[N o—f, Wlde>d>0  (=12..)
i)

ist. Wegen (27) kann man nach einem bekannten Verfahren aus
der Folge der Zahlenpaare p,, ;5 py, ¢p5-.-3 P;»q;; ... eine Teil-
folge herausgreifen, welche wir wieder mit p,, g, bezeichnen wollen
und fiir welche

(28) lim|f, ()—f, (x)|=0

fast iberall gilt. Nun sei A, die Menge derjenigen x, fiir welche
| fp . (x)— ftn ()| >a ist (a ist die in (16) vorkommende Konstante), B,
die Menge der iibrigen x aus ¢0,1). Wir definieren

T, (x) =N[f, ()~F, (0] fiir xe A,
F()=0 fir xeB,.

) Esist [¥ (x)|<a, also ist auch die Funktionenfolge N[W,(x)]
(i=1,2,...) beschrinkt und wegen (28) ist lim NV[%,(x)]=0 fast

1
iiberall. Daher ist lim [ N[®,(x)]dx=0. Aus der Abschitzung
1 0 1
0 <d< [ NI, () ~f, (< [ NE(Nded [ M1, 00~ £, (e
0 A; 0

< f N[W()ldx+b f MIf, (89—, (9)]dx—0
0 0 e

folgt ein Widerspruch.
4*
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Satz 4. M(u) und N(u) seien N-Funktionen. Damil jede
im Mittel mit M(u) konvergsnte Folge von mit M (u) konvergenten
Reihen auch mit N(u) im Mittel konvergiere, ist die Bedingung (3)
notwendig und hinreichend. Ist sie erfiillt, so stimmen die beiden
mittleren Limites iiberein.

Satz 5. M(u) sei eine N-Funktion. Damit jede Folge
{f.(x)} von mit M(u) integrierbaren Funktionen, welche mit M(u)
im Mittel konvergiert und die Ungleichungen (25) erfiillt, gegen ihren
mitileren Limes auch schwach konvergent sei, ist das Bestehen
der Ungleichung
M (u)

ju|

(29) —>c>0 fir |u|>u,

notwendig und hinreichend.

Beweis. Die Bedingung (29) ist hinreichend: Nach Satz 4
konvergiert die Folge auch mit N(u)=|u| im Mittel gegen f(x),
d. bh. es ist

(30) tim (1, ()= ()] dx =0

und daher

. ' 1
o | / (fn(x)—f(x))dxt <[1£,0=f()] dx—0

0

fir 0 <L A
Da nach Kap. II, Satz 1a aus der Integrierbarkeit von f(x)

1
mit M (u) die Endlichkeit der Integrale f If,(x)|dx folgt, ist we-
1
gen (31) auch f |f()|dx endlich, also
[}

,}Hga_/ff"(x) dx = jf(x) dx.
0 0

Die Notwendigkeit der Bedingung (29) ergibt sich sofort
aus Kap. II, Satz 1a.

Satz 5. Jede Folge won mit der N-Funktion M(u) kon-
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vergenten Relhen ("‘ (n=1,2,...), .welche im Mittel mit M(u)

konvergiert und den Ungleichungen (25") geniigt, ist auch schwach
mit M(u) gegen ihren mittleren Limes konvergent.

Hilfssatz 2. M(u) sei eine N'-Funktion, {f, (x)} eine mit
M (u) schwach gegen f(x) konvergierende Funktionenfolge. Dann
ist fiir jedes beschrankte mefibare 2 (x:

1 1
lim j £ R di= / FG) A (x) dr.
0 1]

Beweis. Ist K die Konstante aus (25) und & > 0 beliebig,

so setzen wir k=§~. Zur beschrankten Funktion kA (x) gibt es

nach Hilfssatz 1 eine Folge streckenweise konstanter Funktionen
1
{p,(2)}, so daB p (x)—kh(x)fast iiberall und f Nkh(x)—p (x)}dx—0.

Ist N(v) die zu M(z) komplementire F(l)mktion, so ist nach (6)
f f{x) [/z ()= p,(x) J dx g < % /'M [/, ()] dx
(o , )

+ % f Nkh(x)— p ()] dx <s + 71— f N [kh(2) = p,(2)] dx.

1
Daraus folgt, wegen Iun [ f; (x) ( dx = f f(x) Bféf) dx
0

durch Grenzubergang i——c0

1

x| <ot . f N [kh (x)—p,(x)]dx,

I 0

llm jf () (x)dx —

l—fﬁ'

x| s+/<[N[1<h(x) p (0)]dx

!

l
; un]f(v)h(v) dx - jf(
und durch noch einen Grenzubergang n-—o

lim [f (%) A (x) dx — ./f(x)h(;x) d;:%

iz—»:t
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I 1 1
Uim [ (A () dx - [ f(x)h(x)dx | <L &
=] /

i+

Satz 6. M(u) sei eine konvexe N'~-Funktion. Ist die Folge
1 £, ()} mit M(u) schwach konvergent gegen f(x), so bestehi die
Ungleichung

n—

1 1
(32) [MUfG1dx <lim [MTf G dx ).
0 0

Beweis. Ist N(v) die zu M(z) komplementire Funktion,
so hat man fiir jedes beschrinkte A (x)

jfn(x) h(x)dx < fM[fn(x)] dx + le‘[/z (x)}dx. |
0 0 0

Nach Hilfssatz 2 folgt daraus fiir jedes 4 (x) mit sign A (x)
==sign f(x) durch Grenziibergang n— o

63 [1f()] 1h@|dx <lim [MIf, (] dx+ [Nk .
0 0 y (i}

n—x
Wir definieren

¢, (x)=1f(x)| fir diejenigen x, fir welche |f(x)|<n ist,
¢ (x)=n fir die tbrigen x.

Dann folgt aus (33)

1 1 1
69 [l9,11h()ldx<lim [MLf, (o1 de+ [NTh (o] .
0 ] 0

n—x

Setzt man

h, (x) =plp, (0],
wenn M (u) = f p&)d§ die in Kap. I, Satz 3 festgelegte Dar-
0

stellung ist, so erhili man

8) Vgl. W. H. Young, On Successions with Subsequences converging
to an Integral, Proc. Lond, Math. Soc. (2) 24 (1925) p- 1—20. In dieser Arbeit
beweist Herr W. H. Young, allerdings auf anderem Wege,

' einen allgemeineren
Satz, aus welchem sich Satz 6 ergibt.
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1 1 1
[19.918,c)dx = [Mlg, 1 dx+ [NIR, (] dr.
0 0 0

Daraus und aus der sich aus (34) ergebenden Ungleichung
folgt

[Mig,endx <lim [M17,Ndx,
0 0

also durch -Grenziibergang n— 0, nach einem bekannten Fartou-
schen Lemma, die Ungleichung (32).
Satz 6’. M(u) sei eine N-Funktion. Konuvergiert die Folge

der Reihen > af") (n=1,2,...) mit M(u) schwach gegen 3 a,, so
i=1 =1

besteht die Ungleichung

2 M(a) <lim 3 M[a].

=1 n—owo i=1

Satz 7. M(u) sei eine konvexe N'-Funktion. Aus jeder

Folge von mit M (u) integrierbaren Funktionen {f, (x)}, welche die
Ungleichungen (25) erfiillen, kann man eine mit M (u) schwach
konwvergente Teilfolge { f, i(x)}- herausgreifen. Die Funktion f(x),
gegen welche diese Teilfolge schwach konvergiert, ist mit M(u)
integrierbar und es besteht die Ungleichung

1 1
[ <lim [Mif, @122,
0 0

i—>00

Beweis. Fiir [u|>u, sei AT‘IZEIII)>§, wo K die in (25)
|

auftretende Konstante ist. Ist £ eine beliebige mefibare Teilmenge
von ¢0,1) und bezeichnet man.

mit £ diejenige Teilmenge von E, in welcher |f, (x)|<u, ist,
mit £ die Menge aller fibrigen Punkte von £,

so findet man die Abschitzung

39 [If,@ldx <|E|. M) +5 [ MU, dx < |E|. M@)+e.
E £

17) Vgl. L. c.t9).
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Wir setzen
t
F ()= f £.(x) dx .
0

Ist £ insbesondere eine Summe von endlich vielen, bis auf die
Enden punktfremden- Intervallen {¢,_,, 1) (i=1,2,..., p), deren

Gesamtlinge <= ist. so folgt aus (35)

&
M)

SIF () -F ()| <2 (n=1,2,..).

i==]
Die Funktionen F (#) sind also gleichgradig totalstetig. Aus (35)
ersieht man auch ohne weiteres, daf die F () auch gleichmiBig be-
schrénkt sind. Daher kann man aus der Folge {F(#)} eine gleichmiBig
konvergente Teilfolge {Fn;(t)} herausgreifen und F'(t)=lim Fni 3]

i
ist ebenfalls totalstetig, also in der Form F(#)= f f(x)dx dar-
0

stellbar. Damit haben wir aber schon

1 4 .
lim ffn(x)dxsz(x)dx.
0 0
Satz 7. M(u) sei eine N- Funktion. Aus jeder Folge von
mil M (u) konvergenten Reihen Zw' af.") (n=1,2,...), welche die Un-

i=1
gleichungen (25') erfiillen, kann eine mit M (u) schwach konvergente
Teilfolge 3] a™ (j=1,2,...) herausgegriffen werden. Die Reihe

i=]
o0
2/a,, gegen welche diese Teilfolge schwach konvergiert, ist mit
i=1 :

M (u) konvergent und es besteht die Ungleichung
S M(a) <lim 3 M[a"].

i=1 Jrw i=1
Satz 8. M(u) und N(v) seien zueinander konjugierte
N'-Funktionen. Dann behauplen wir:
1° Damit eine Folge { f,(x)} von mit M (u) integrierbaren
Funkiionen gegen eine Funktion f(x) mit M (u) schwach konver-
giere, ist folgendes notwendig und hinreichend:
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f(x) ist mit M(u) integrierbar,
fiir jedes mit N(v) integrierbare g(x) gilt

@) lm [£0g@di— [f@ade .
0 ]

2° Aus jeder Folge |{f (x)} won mit M(u) integrierbaren
Funkiionen, fiir welche die Ungleichungen (25) gelten, kann eine
gegen ein mit M (u) integrierbares f(x) schwach mit M (u) konver-
gierende Teilfolge herausgegriffen werden.

Beweis der Behauptung 1°.

Die Bedingungen sind hinreichend: Nach Kap. II, Satz 3
und demjenigen Satz iiber Funktionen, welcher dem Hilfssatz 9
iiber Reihen aus Kap. I entspricht, ist M(u) mit einer konvexen
N’-Funktion M (uz) mit der Eigenschaft () fiir grofes u aqui-
valent und ebenso N(v) mit der zu M (uz) komplementiren Funktion
N(v). Nach Kap. II, Satz 2 gibt es daher eine Konstante P, so
dafl

[#1s,dx <P (n=1,2,..),
also auch 01

[M[f,,(x)]dx<P C (n=1,2..),

b

womit (25) nachgewiesen wire. Setzt man nun in (36)

gx)=1 fir 0L x¢
glx)=0 fir t <xK1,
so hat man

f £, dx— f S ds,
1] (]

also (26).
Die Bedingungen sind notwendig: Wir nehmen an, daff (25)
und (26) gilt. M (z) und N (v) seien wieder die mit M (u) bzw. N (v)

dquivalenten konvexen N’-Funktionen mit der Eigenschaft ()
1

fir grofles u. Aus (25) undfM[f(x)]dx<K(dies folgt aus Satz 6)
0

%) Wegen der hinreichenden Bedingungen siche 1. c.!%), p. 499, Theorem 5.



58 Z. W. Birnbaum — W. Orlicz.

ergibt sich wegen der Eigenschaft () fiir grofles u von M (u) die
Existenz eines K’, so dafl

1
[ @<k @=12.

ist. Wir setzen X
fi-fx)=9,);

es existiert ein K, so daB auch
1
[JW[qan (x)] dx < K;

wegen (26) haben wir
' t

lim [ (x)dx=0
0

fir jedes #, 0 <<#<1. Die Folge {g,(x)} konvergiert also mit
M (u) schwach gegen 0. Unmittelbar aus (26) hat man

1
37 lim f ¢ ()p () dx=0
0

fiir jedes streckenweise konstante p(x). Nun sei g(x) eine mit
N(w), also auch mit N(v) integrierbare Funktion; auch %{— g(x)

ist dann mit N (v) integrierbar. Wir wahlen nach Hilfssatz 1a p(x)
so, daf}

fﬁgg(x)—f—pu)jdx <K

wird; es ist

f . @lg@-p@lde| < > [ i, (1 dx

0
1 _
—%f { g(x)—-elip(x)} dx <2¢,

also
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L : |
ij4/n(x)g(x)d.¥~ ¢, (x) p () dxi<25:

woraus wegen (37)

1
lim ftpn(x)g(x) dx=0,
u

lim f £, () g (x) dx= f'f<x>g @) dx

folgt.
Beweis der Behauptung 2°.

Aus (25) folgt f./W[ £, (x)] dx < K, und da M (u) bereits die
4]

Voraussetzungen von Satz 7 erfiillt, ergibt dieser Satz sofort die
Behauptung.

Satz 8. M(u) und N(v) seien zueinander konjugierte
N’- Funktionen. Wir behaupten:

1°  Damit eine Folge von mit M (u) konvergenten Reihen

M n=1,2,..) gegen ' a_ schwach mit M (u) konvergiere, ist

i
i==1 i=1

0
notwendig und hinreichend, daf 'a, mit M(u) konvergiert und
=1

fiir jede mit N(v) konvergente Reihe }'b, die Beziehung

i=1

lm Ya™b,=23a,0,

RFD =1 i=1
gilt19), -
2° Aus jeder Folge won mit M(u) konvergenten Reihen,
fir welche (25’) gilt, kann eine Teilfolge herausgegriffen werden,
welche gegen eine mit M(u) konvergente Reihe mit M(u) schwach
konvergiert.

19) Der Beweis dieser Behauptung wird mit Hilfe von Satz 5a, Kap. ],
§ 7 gefiihrt.
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§ 2.
Orthogonalreihen.

Als T- Methoden wollen wir in diesem § zeilenfinite Togpiirz-
sche 20) Summationsmethoden bezeichnen. Es sei nun

r=6,)

die einer 7-Methode zugeordnete Matrix. Als Folge der T-Trans-
formierten einer Folge {s;} bezeichnen wir die Folge
NG
Z:‘.\:b sv 21)‘ :

v
r=1

Die mit einer 7-Methode erhaltene verallgemeinerte Summe der

o0
Reihe }'a, bezeichnen wir mit

T) 3a,.

r=1
In 0,1) sei ein orthogonales und normiertes Funktionensystem
9,(x)} gegeben. Wir wollen es in der Folge mit O.S. {¢,(x)}
bezeichnen. Entspricht einer Funktion f(x) eine formale Entwicklung
nach O.S. {¢,(x)}, so kann die n-te 7-Transformierte o [f(x)]
der Folge der Partialsummen dieser Entwicklung folgendermafien
geschrieben werden:

o, [f @) = [K, (0 /() ds,

N{n) v
K (=230, (.‘Z’ 7. (09, (t))

r=1 i=1
gesetzt wurde. Von dem O. S. {@,(x)} wollen wir nun voraus-
setzen, daf es die folgenden Bedingungen erfiillt:

(383) . |(pn(t)|<l‘n (Tl=—~‘1,2,...),

(38 b) flKn(x,t)ldx<L (h=1,2,..).

) O. Toeplitz, Uber lineare Mittelbildungen, Prace matematyczno-
fizyezne, 22 (1911) p. 113—119.

) N (i) bedeutet eine solche Zahl, daB 5, =0 ist fiir n> N (i).

Verallgemeinerung konjugierter Potenzen. 61

Dabei hangen die Konstanten L _, L von der 7-Methode und
dem O.S. ab und man kann L >1 voraussetzen.

Satz 1), M(u) sei eine konvexe N'-Funktion mit der
Eigenschaft () fiir grofles u und das O.S. {¢,(x)} erfille (38 a)
und (38b).

Damit die Orthogonalreihe

(39) Sen

r==1
die Orthogonalentwicklung einer mit M (u) integrierbaren Funktion
sei, ist die Existenz einer Konstanten K notwendig und hinreichend,
mit welcher die Beziehungen

(40) fM[an(x)]dx<K (n=1,2,..)

gelten. Dabei bedeutet 6, (x) die n-te T-7ransformierte der Reihe
(39).

Beweis.

Die Bedingung (40) ist hinreichend: Nach Kap. III, § 1, Satz 7
folgt aus (40) die Existenz einer Teilfolge { Unf(x)}’ welche mit M ()
schwach gegen ein mit M (u) integrierbares f(x) konvergiert. Nach
Kap. Ill, § 1, Hilfssatz 2 ist daher

lim [0, dr=[f@7,Wdc  (p=1,2..), "
0 ]

also
Nin) 1
lim e, 36, =[f0g,@dx  (p=12..)
= 0
N(ny)
und da fir jede 7-Methode lim 35 =1 ist, bedeutet das
n—05 5y .

1
c,— f FG) g, (0 dx .
0

*?) Die Sétze dieses §-en sind Verallgemeinerungen entsprechender Sitze
aus §§ 1 und 2 der Arbeit: W. Orlicz, Beitriige zur Theorie der Orthogonal-
entwicklungen I, Studia Math. 1 (1929) p. 1—39.
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Die Bedingung (40) ist notwendig: Wir machen von der
folgenden, von Jensen?') angegebenen Eigenschaft konvexer Funk-
tionen Gebrauch:

Ist M (u) konvex und stetig, f(x) mefbar, p(x) nichtnegativ,
meBbar und nicht =0, so gilt die Ungleichung

Jf@p @ dx L

@) M| <+ MUf ()P () dx
Jr@dr | [p@dxo
0 0

Ist noch M(0)=0, so folgt aus (41)

1 1 1
(1) M [ [r@pr@ dx} < [MIf@1p @, wem 0< [p()dx <1
0 o 0
Nun sei f(x) mit M (z) integrierbar.
1
Ist ¢ ein Punkt aus <0, 1), in welchem flKn (x, )|dx>1

wird, so findet man nach (41)

. | K, (x, ) || f(x)|dx
o [f(®)] ;,[ "
| <M I

-

d

[1&, (6 D117 | dx
<M|¢

[1K, (60| dx

1

1 1
S [ MUK, 00| de < [MFGIK (3 1) dx.
JIK (e t) [ dx ® 0
0
1
Fiir ein £, in welchem f | K (x,1)| dx <1 ist, erhalt man nach

o
(41"} ebenfalls die Ungleichung

2) |, ¢.3), p. 186.

(43)
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AL )]}

(42) M{ <fM[f( NK (oD)]de (n=1,2,..),

welche somit allgemein gilt. Durch Integration findet man daraus

flMFn_[_’L(@} dt<jdxM[f(x)]jy’Kn(x, t)ldt<LjM[f(x)]dx.

Es sei M(Lu)< CM ) fir |u|>u, (Eigenschaft (,)).
Wird mit A, die Menge derjenigen # bezeichnet, fiir welche
lo. [f@®)]|>u,L gilt, mit B, die Menge aller iibrigen Punkte von
(0,1, so hat man nach (43)

(jM[a,,[f(t)]dt=fM{ [f()]Ja’t ch[ [é(t)]sz

+ [Mig, L1de< CLfM[f(x)]dx-l— Miu, L] =K
B 1

Satz 2. Voraussetzungen wie in Satz 1.

Dafiir, daf die Reihe (39) die Entwicklung einer mit M (u)
infegrierbaren Funktion nach dem O.S. {¢,(x)} sei, ist die Be-
ziehung

1
44 lim [M][o,(x)—0, (x)]dx=0
p—a@

g—>om 1}

notwendig und hinreichend.

Beweis.

Die Bedingung (44) ist hinreichend: Nach Kap. I, §1,
Satz 2 folgt aus (44) die Ungleichung (40), also kann Satz 1
angewendet werden. Einen anderen Beweis kdnnte man mit Hilfe
der Sitze 1 und 5 von Kap. lll, §1 fihren.

Die Bedingung (44) ist notwendig: Wir beweisen zuerst, daf
fir jedes beschrinkte h(x) die Beziehung

1 (
@) lim [ M|, @10, Ik (D] de=0

n—o 0

besteht. Nach dem Riesz-Fiscuerschen Satze ist nimlich



64 Z. W. Birnbaum — W. Orlicz

1
lim [ (o, [h(x)]—0,[h@)]) dx=0,

m-—>m
n—>x 0

daher gibt es zu jedem 0> 0 ein N(9), so daB fir m, n > N(J)
1 .
[1o,1h 10, (N " e < &7
0

ist. Dann hat aber die Menge E , derjenigen Punkte, in welchen

lo [A(x)]—0 [A(x)]|> 0 ist, ein MaB

(46) |E | <d (m,n>N(@)).
Mit Riicksicht auf (40), (43) und (46) findet man

f M |70, 1= 0, [h(OD | dx < [M | o, 1h1 =0 [RGOD] dx

CE

mn

+fM! 57 0alh @]~ o[h(x)] <I|CE, ‘~M['2'(SZ}
. fM[ [h(@]} d“; iM[mUi (x)]} I

{ §+26LK=r(3), .

wo

Ksz[h(x)]dx

ist, und r(d) kann beliebig klein gemacht werden.
Aus (43) folgt nun fiir beliebiges mit M (u) integrierbares
f(x) und beschrinktes 4 (x)

[u
< f o { [f(‘x)[h(xl]]' e f o [ [f(x)L-h“(xn} N

<2LfM[f(x)—h(x)] dx.

2 O ~h(l=0, [ (= h (D] e
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Wir wihlen nun ein >0, so daf} () <_§_ und ein stetiges A (x)

' 1
nach Hilfssatz 1a aus Kap.Ill, § 1, so daﬁfM[f(x)—-/z(x)] dx<f[—‘

0
wird. Dann finden wir fir m, n>N(d, A (x))

fl M |57 @O0, [ £ de < f M 57 0, [hCl -0, G2 e

+ f M [ﬁ @, [f(D)— h()]+0 [f()—h (x)])] dx < e

Um daraus die Beziehung (44) zu erhalten, geniigt es zu
bemerken, dafl M [ il u] und M(u) iquivalente N - Funktionen

sind und daf das Bestehen der Beziehung (22), wie schon in einer
Bemerkung zu Satz 1, 2, 1/, 2 in Kap. III, § 1 festgestellt wurde,
den Charakter von Klasseneigenschaft hat. )

Satz 3. Das O.S. {p,(x)} erfiille (382a) und (38b). M(u)
und N(v) seien zueinander konjugierte N'- Funktionen.

Ist {f} die Folge der Entwicklungskoeffizienten inbezug auf
O.S. {p,(x)} einer mit M(u) integrierbaren Funktion f (%) und
{g,) die Folge ebensolcher Koeffizienten einer mit N (v) integrier-
baren Funktion g(x), so hat die Reihe

Z'fv g,

P=1

eine endliche T'- Summe (T') Zw’f,gv .

Satz 3. Das O.S. {9,(x)} erfille (382). M(u) und N(v)
seien zueinander konjugierte N’- Funktionen. )

Hat die Zahlenfolge {g} die Eigenschaft, daf fiir jede Folge
{f}} won Em‘wzcklungskoefﬁzzenien einer mit M(u) integrierbaren
Funktion f(x) die T-Summe (T) Z f g, endlich ausféllt, so sind

die Zahlen g, Entzuzclclungskoefﬁzzenten einer mit N(v) integrier-
baren Funktion g(x).

Studia Mathematica. T. IIL 5
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Den Beweis dieser Sitze fithrt man mit Hilfe von Satz 2
aus Kap. 3, § 2 und von Satz 5 und 8 aus Kap. III, § 1.

Satz 4. Das O.S. {p,(x)} erfille (38a) und (38b). M (u)
und N (v) seien zueinander konjugierte N'-Funktionen.

Eine Faktorenfolge {1} fiihrt dann und nur dann die Folge
i f;} won Entwicklungskoeffizienten jeder mit M(u) [bzw. N(v)]
integrierbaren Funktionen f(x) wieder in eine Folge {A.f} von Ent-
wicklungskoeffizienten einer mit M (u) [bzw. N(v)] integrierbaren
Funktion iiber, wenn sie die Folge (g} von Entwicklungskoeffizien-
ten jeder mit N (v) [bzw. M (u)] integrierbaren Funktion g (x) wie-
der in eine Folg: {..g} won Entwicklungskoeffizienten einer mit
N (v) [bzw. M (u)] integrierbaren Funktion iiberfiihrt.

Der Beweis ergibt sich leicht aus den Sitzen 3 und 3’
dieses §.

Wir wollen sagen, das O.S. {¢,(x)} sei' vollstindig im Be-
reiche der mit einer N-Funktion M (u) integrierbaren Funktionen,
wenn fiir jede mit M (u) integrierbare Funktion f(x) aus

1

[r@9,6dx=0 (n=1,2,..)

b
die Beziehung

fG)=
fast {iberall folgt.
Ein O. S. {¢,(x)} soll im Bereiche der mit einer N - Funktion

M (u) integrierbaren Funktionen abgeschlossen heiBen, wenn es zu
jedem mit M (u) integrierbaren f(x) und jedem &> 0 ein lineares
Aggregat

wx)=2'a,9,(x)

»=1

gibt, so daf) die Ungleichung

fM[f(x)—-w(x)]dx<e

gilt

Sin1 M(u) und N(v) zueinander konjugierte N’-Funktionen,
so folgt aus der Abgeschloss-nheit eines O.S. im Bereiche der
mit M (u) integrierbaren Funktionen die Vollstindigkeit dieses
O.S. im Bereiche der mit N (z) integrierbaren Funktionen.
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Satz 5. Das O.S. {9,(x)} erfiille (38a) und (38b). M (u)
und N(v) seien konjugierte N’- Funktionen. Dann sind die folgen-
den drei Eigenschaften dieses O..S. dquivalent:

1° die Vollsténdigkeit im Bereiche der mit M (u) integrier-
baren Funktionen,

2° die Abgeschlossenheit der mit N (v) integrierbaren Funk-
tionen,

3° das Bestehen der verallgemeinerten Parsevalschen Formel

‘ 1
1) Xf,6.—= [f)g@dx,
r=1

0
fiir die Entwicklungskoeffizienten f, bzw. g, einer beliebigen mit
M (u) integrierbaren Funkiion f(x) bzw. einer beliebizen mit N(v)
integrierbaren Funktion g(x).

*

(Recu par la Rédaction le 19. 10. 1930; les passages entre asiériques , * ont

été modifiés le 9. 1. 1931).





