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STUDIA MATHEMATICA, T. XXIX. (1968)

Sur les ensembles d’ix—lterpolation
de C. Ryll-Nardzewski et de S. Hartman

par

J.F. MELA (Pa,ris)

Introductlon C. Ryll-Nardzewski (ef. [3] ou [16]) & introduit la
notion suivante:

Définition 1. Un sous ensemble 4 d’un groupe abéhen localement
compact I" est un ensemble d’interpolation, si toute fonction bornée. gur A
peut &tre prolongée sur I' en une fonction presque périodique.

La présente étude trouve son maximum d’intérét dans le cas 01‘1 r
n’est ni compact ni diseret (ex.: I' = R).

Suivant une notation de S. Hartman et C. Ryll- -Nardzewski, nous
dirons aussi qu'un ensemble d’interpolation est de type (I;). Pour les
besoins de la présente étude; nous proposons d’étendre la définition des
ensembles de type (I,).

Définition 2. SBoit ¥ un sous-ensemble dun groupe abélien loca-
lement compact I" et (E;);4 une partition de E(E, # 0). E sera dit
de type (L) relativement & (#,),.4, 8i toute fonction bornée sur ¥, con-
stante sur chaque F,;, est prolongeable sur I’ en une fonction presque-
-périodique. Nous dirons aussi que (F,);.4 constitue une famille de type (L,).

Suivant cette terminologie, un ensemble d’interpolation. est de type
(T,) relativement & sa partition triviale.

Nous supposerons dans la suite que I" est un groupe méirisable. En
effet, si certains résultats subsistent dans un cas plus général, comme
nous pourrons le signaler, cette étude est basée, en grande partie, sur
les résultats du § I qui sont établis dans ’hypothése d'un groupe métrisable.

Les théorémes du §I caractérisent la ,,répartition arithmétique’
des ensembles d’interpolation ou des ensembles qui ont une partition (Tp)
de cardinal au moins égal & 2. Lia méthode de démonstra,tlon est analogue
4 celle développée dans [6].

Comme conséquence des résultats du § X, nous démontrerons notam-
ment (§ IT), par une construction explicite des fonctions d’interpolation:

Tout ensemble uniformément borné de fonctions sur un ensemble @in-
terpolation est prolongeadble dans um unsemble uniformément équicontinu de

\

fonctions presque périodiques & série de Fourier absolument convergente.
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J.-P. Kahane avait déja montré [6] que toute fonction bornée peus
étre interpolée par une fonction presque-périodique & série absolument
convergente.

Nous déduisons de ce résultat (§ III) quelques propridiés de stabilité
des ensembles d’interpolation — certaines déja énoncées par S, Hartman,
et C. Ryll-Nardzewski dans le cas ou I” est un groupe séparable [2].

Des résultats analogues sont obtenus pour les ensembles qui ong
une partition (I,).

Les ensembles d’interpolation sont, en particulier, des ensembles de
Sidon: toute fonction bornée sur A peut dtre interpolée par la transformée
de Fourier d’une mesure sur le groupe ¢, dual de I Dans le § IV nous
préciserons les ensembles de G sur lesquels ces mosures d'interpolation peuvent
étre concentrées.

8. Hartman a introduit également la notion d’ensemble de type
IO [3]:

Définition 3. Un ensemble B de I" est de type (), si toute fonetion
bornée, uniformément continue sur I, est prolongeable par une fonction
presque-périodique.

Dans le § VI nous étudions certaines propriétés des ensembley de
type (I),, en relation avec le type (I). Nous retrouvons notamment un
résultat énoncé dans [2] dans le cas les groupes séparables:

Tout ensemble d'interpolation posséde un voisinage qui est un ensemble (I).

Nous introduisons, dans le § V, une notion d’ordre pour les onsembles
(L,) et nous établissons, dans le cas I' = R, un résultat sur la décompo-
sition d’un ensemble d’ordre donnd en sous-engembles d’ordres inférieurs.

Ce résultat nous permet notamment de montrer, dans le § VII:

L’adhérence dans ., groupe compactifié de Bohr de B, d>un ensemble
de B qui admet une partition (I) en sous-ensembles relativement com-
pacts est un ensemble dunicité de E.

En particulier, on en déduit:

Lradhérence dans B d'un ensemble (I) de R est un ensemble d'unicité
(done, est de mesure de Haar nulle dans R, ainsi qu’il st établi on [4]).

Nota. Les notations qui ne seraient pas définies sont celles de [13].

I. Ensembles de type (Tp) dans les groupes métrisables

1. Ensem!}les d'interpolation. Soit I' un groupe abdlien. localement
compach m.étleslabloi. I est équivalent de dire que son dual G egt dénom-
bra,hle. & l’mﬂ.m._ Si we@, yel', on notera (@, %) la valeur du caractore y
311 1;011117.40- 8ir .est le groupe compactifié de Bohr de T, 0(I") lespace

es fonctions continues sur T’y PP(I") Pespace des fonetionspre sque-pério-
diques sur I', PP(I') est regtriction & I" de ¢ (I). .

icm

Ensembles &interpolation 169

Soit 4 < I'un ensemble d’interpolation. Soit #(4) I'espace des fone-
tions bornées sur 4. Par définition, #(A) est interpolable sur I' par
PP(IN, done sur I par O(I'). A partir de 13, on établit aisément la
caractérisation [3]:

A est un ensemble dinterpolation i, et seulement si, pour toute parti-
tion de A en deuw sous-ensembles A’ et A", les adhérences de A’ et A" dans I
sont disjointes. . ‘

11 est intéressant de définir un ensemble de voisinages de 0 dans I,
augsi restreint que possible, soit ¥, tel que, pour toute partition (A, A")
de 4, il exigte un Ve ¥ pour lequel 4’ + V et A’ + V sont digjoints. Dans [6]
il est montré que ’on peut choisir pour ¥" I’engemble des voisinages de 0
dont la mesure de Haar est un e = &(4) > 0. Dans [4], les auteurs mont-
rent qu'il est possible, en faisant une hypothése de séparabilité sur le
groupe I', de prendre ¥" réduit 4 un seul V, voisinage de 0 dans I La
méthode développée dans le § I, nous permettra de définir, dans le cas
général d’'un groupe métrisable, un ensemble ¥~ ayant des propriétés
plus fortes que dans [6], et tel que Vintersection des Ve¥  est un voi-
sinage de 0 dans I. En fait, ce systéme de voisinages sera défini en rela-
tion avec les propriétés de ,répartition arithmétique” des ensembles de
type (I,). La plupart des propriétés démontrées dans la suite, résultent
de l'existence de ce systéme ¥~

Pour % entier positif et & réel, ¢<]0, 2xn], soit A(k, &) le pavé carré
ouvert de 7% de centre I’identité et de cté s. Un élément & = (&, ..., &)
de ¢ définit un homomorphisme continu de I' dans T*

) Y > [ ¥)yoney (Ery 7)) = &(¥)
qui se prolonge continuement & I'. Les images réciproques, par tous les
tels homomeorphismes, des pavés 4 (k; &) engendrent, lorsque % et & varient,
un systéme fondamental de voisinages ouverts de 0 dans I'. Ceci demeure
vrai si Pon astreint e 4 ne prendre que des valeurs rationnelles. Les 4 (%, &)
décrivent alors une famille dénombrable (4;)72; que nous noterons aussi 2.

Notation. Pour un couple de sous-ensembles disjoints de I',4"
et A, et pour un pavé ouvert 4 de T* nous poserons:

BY) = {£]£GF|LE(A) + 4] ~ [£(47)+ 4] = ).

Alors nous pouvons énoncer

ProrositioN 1. Il y a équivalence enire:

(i) A est une suite d’interpolation;

(i) pour toute partition (A', A'') de A, il existe A e D tel que HY"*) 5 @.

Noug omettrons la démonstration.

Nous dirons dans la suite que 4<Z est dordre k i 4 < T*, Naturel-
lement, & priori, l'ordre de 4, dans la proposition précédente, dépend
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de la partition (4',4") considérée. Notre objet ext do montrer que 'on
peut choisir non seulement le méme ordre, mais le méme 4 pour toutes
les partitions (A’, A”).

Définitions. Soit 4¢2. Nous dirong que 4 a la propriéié P(4)
si, dang le (ii) de la proposition 1, nous pouvons prendre ce maéme A pour
toutes les partitions (A', 4").

Soit 42 d’ordre k et K un compact de G°, nous dirons que 4 a la
propriéié P(4, K), si pour toute partition (4’, 4”) de A, H{) A K 0.

Remarque 1. Nous utiliserons dans la suite, lo fait, tout & fait
évident, qu'un semble fini a toujours la propriété 1(4, It), pour un
certain couple (4, K).

Pour tout entier & > 0, @* est dénombrable & Pinfini. 11 existe done
une famille dénombrable de compacty o7, telle que, pour tout compact K
de @, il existe K’ e, pour lequel K < K'. Soit " 'ensemble somme de
(Zw)en. Un lément de o gera dit d’ordre k, 8l est contenn dans & ke
A est ¢videmment dénombrable. Nous poserons " = (Hp)poer -

Nous commencerons par démontrer deux lemmes. - -

LeMME 1. Supposons qu'un ensemble dinterpolation A admette une
partition finie, (Ann=y, tolle que ohaque A, adt la propriéié P (4., Xy,),
pour un certain couple (4, Iy,); alors il emiste un couple (4, K) (4 2,
Ked') el que A ait o propriété P(4, K).

. Nous raisonnerons, pour simplifier Déeriture, dans lo cas N = 2,
De plus nous supposerons que p, = n, 4, = n.

Puisque (4,, 4,) est une partition de 4, daprds la proposition (1),
il existe 429 tel que H{:" 5 @. Il revient au méme de dire que,
pour un certain compact If?l,ze% , de méme ordre que Ayg, o0 &

Hg’;y;ﬂ A I, # 0.
Soit (11}, /1;’) une partition quelconque de A. Herivons
M=dind, K =And", Ho=dynd, A =d,nA"
4; a la propriété P(dy, K)):

o,

B Ky,
4y a la propriété P(d,, I,):

o

Al 4
7' A K, %0,

Désignons par &y, ky, k5, los ordres respectifs do Ay, Ay, Ay Soit
AeD tel que

4= 41X dy XAy, = TleTkle’lﬂlﬂ;
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et soit Ked', tel que

K= K XKy XKy, < 67 x@%xghe,
alors ‘
HY Y A K 2@,

BEu effet, choisissons {, &, £1,, tels que

o,

(47 47 ‘ Al 4" .
GeHa ™ A K, LB AR, GBS A Ky,

Considérons ¢, I’6lément de K qui a pour piojections $1y Loy Lioy
sur ¢*1, G™, G*12 | respectivement. Montrons que ¢eHE' 4", T1 Yagit de
vérifier que

[(A)+ 4T~ [E(A")+ 4] = @.
Or
[E(A)+4] = [L(45)+ 4] © [E(4)+4],

[E(A")+4] = [¢(A)+41 o [E(4y) 4+ 4].

Il suffit done de montrer .
) [E(4)+ 4] ~ [E(4)+4] =0 (i=1,2;j=1,2).

Une relation (1) sera vraie si on peut la vérifier en projection sur
un gous-espace de T™*+%+%:2  Or nous avons, par exemple,

Pryi o [L(A) + 4] < [Ga(4])+ 4],
Prgie o [£(43) 441 < [61a(45')+A0]
et . , :
[fl,ﬁ(A{)+A1,z] m [4‘1,2 (A;’)—I_Al,ﬂ] = 0;

ce qui démontre (1) pour ¢ =1, j = 2. On aurait de méme

(1) pour ¢ = 2, j =1, en projetant sur T%u;

(L) pour ¢ =1, j =1, en projetant sur 7%1;

(1) pour ¢ = 2, j =2, en projetant sur I*z.

Dang le cas général (N quelcongue), il aurait fallu considérer ‘tous
les couples (A, 4,) d’ensembles de la partition (4,)4_,; mais le Taisonne-
ment aurait été le méme. :

Levve 2. Supposons que A ne posséde pas la propriété P(4, K),
pour un couple (A, K) donné. Alors A contient wn sous-ensemble fini ne
possédant pas la propriété P(4, K).

Nous supposerons que 4 et K sont d’ordre %, de sorte que K < G’“
Si 4 ne posséde pas la propriété P (4, K), e’est quil existe une parfition
(4’,4") de A telle que ‘ .

‘ H ) A K =@
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autrement dit, pour tout &K,
[E(A) A1~ [E(A")+4] # D.
O'est done qu'il existe 2;eA’ et 1) A’ tels que
[E(20)+4] ~ [£(4) 4] # B;

4 et 4 étant ainsi choisiy, il existe un voisinage ouvert de ¢ dans G%, V(§),

tel que,
VEeV(E), [C(h)+A] A LS4 +A] % 8.

La réunion des V(£), lorsque & déerit I, constitue un recouvrement
ouvert de K dont on peut extraire un sous-recouvrement fini

V(&) -y V),

auquel correspond une suite finie de couples (', A''):

o (A5 ey gy Ag).
Aingi,
VieE, [+~ +4]1 0
pour l'une au moins des valeurs j =1,...,p. Si nous notons

Ay =y ey Dy Ay ey 20}
Al;:{]“;"'-v%}ﬂ AS’:{A;"‘,,,%'}
cela revient & dire que
VieE, [{(4)+4] ~ [L(4))+4] +# D,

done, que 4, ne posséde pas la propriété P(4, K).

TrBORBME 1. 8 A est un ensemble d'interpolation, il eviste A €D, K A,
tels que A posséde lu propriété P(4, K) (1)

Nous avons posé

D=4, A = (Kp)pur

Nous considérerons Lensemble des couples (dyy, Kp), ot 4y et K,
sont de méme ordre. Cet ensemble est dénombrable. Nous raisonnerons
par réeurrence sur les couples d'indices ( Jsp) correspondants dont len-
semble est supposé ordonné. Pour la concigion de Texposd nous ne forma-
liserons que la premiére 4tape. 4

Supposons que A ne possade la propriété P (4, I) pour aucun couple
(4, K). Le couple (4;, K,) étant donné, A ne possdde donc pas la pro-

(") Une présentation plus élégante du théordéme 1 nous a b6 suggéréo par P.

Malliavin; elle sera publiée ultérieurement aini qu'une réeiproque du théordme.
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priété P(4,, K,); alors, en vertu du lemme 2, A contient un engemble
fini, A,,, qui ne posséde pas la propriété P(4,, K,). Cest-a-dire qu’il
existe une partition (A;,,4;,) de 4,,, telle que

H

’ 144
Ay p 4 A Ky =@,
4y

Considérons alors I'ensemble AN4,;. Il ne peut avoir la propriété
P(4, K) pour un certain couple (4, K): en effet, sinon, (A\d,;, 4;,)
constituerait une partition finie de A qui satisferait aux hypothéses du
lemme (1) (cf. remarque 1), et, en vertu de ce lemme, A lui-méme aurait
la propriété P(4’, K') pour un couple (4’, K’). Nous pouvons donc re-
commencer le raisonnement précédent en congidérant, au lieu de A,
Pensemble AN\4,;, et, au lieu du couple (4, K,), le couple suivant. Nous
construirons ainsi une famille infinie (A4;,). Posons

A*={J Ap.

A* est un ensemble d@’interpolation dont (4z) constitue une parti-
tion infinie telle que A, ne posséde pas la propriété P(4;, K,). Chaque Ay,
admet une partition (Aj,, 4;y) telle que

2y ® K, =0.
Posons alors
A =) djp, A =) 4.
i 4

(4, A*") constitue une partition de A*. D’aprés la proposition (1), il
existe un 4; €9, tel que
(A, 42)
Hi, #0.
Nous pouvons dire, de fagon équivalente, qu’il existe K, e, de

méme ordre que 4;,, tel que

Hﬁ(jo""”") ~ Ky #0.
Mais, puisque djp = A* et 4 5 = A", ceci entraine que

Ay a4l )

H;j;opo- ToP0’ Kpo #0,

ce qui fournit une contradietion si 'on se référe & la construction pré-

cédente.

2. Familles (%,),.4 de type (I,) (cardA >1). Tout ce qui a été
dit dans ce paragraphe pour les ensembles d’interpolation se transcrit
pour les familles (F;);.4 de type (Iy), & condition que 4 posséde au moins
deux éléments distinets (B, # @). Nous nous bornerons ici & transerire
les principales définitions et les principaux résultats.
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Pour une partition (4’,4”) de 4, nous noterons (et ces notations
seront utilisées constamment dans la suite):

Hpe=U By, EBe=U %,
ear Redr

HGA) = (156" |[E(Ba)A-A] ~ [E(HBar)+4] = B}

" Nous avons alors, par le méme raisonnement que pour la proposi-
tion 1: -

PrOPOSITION 2. Il y a éguivalence enire:

(1) (Easea est de type (L),

(i) pour toute partition (A',A4") de A, il ewiste AeD, lol que

KA 2 g,

Nous définirons de fagon évidente les propridtés P*(4) et P*(4, K)
correspondant aux propriétés P(4) et P(4, K):

La famille (Ep); . possédera la propriété P*(4,K) il exigte un
couple (4, K), A2, Kex', A et K de méme ordre, tel que, pour toute
partition (4’, 4"”) de A4, ‘ B
HEA A K+ 0,

Nous aurons alors, par le méme raisonnement que pour le théordme 1 :
TrforEME 2. 81 la famille (I,);.4 est de type (1) et si card (4) >1,
elle posséde la propriété P*(A4,K) pour un certain couple (4, K).

II. Classes de fonctions d’interpolation

1. Ensembles d’interpolation. Si A est un ensemble d’interpolation,
#(4) peut 8tre interpolé par PP(I') sur I' (ou encore, par O(I) sur T,

11 résulte de [6] que Pon peut prendre les fonctions presque-poério-
diques d’interpolation & série de Fourier absolument convergente. Autre-
ment dif, #(4) peut étre interpolé par 4. (D). Ceci entraine:

a) A est un ensemble de Helson dans I, puisque O(4) = A (A).
(Pour les propriétés des ensembles de Ielson cf. [8] ot [137).

b) A est un ensemble de Sidon dans I’y puisque A (IY) admot comme
restriction & I, Palgdbre des transformdes de Fourier dos merures ato-
miques bornées sur G.

(4 est dit ensemble de Sidon dans Ty 81 #(4) peut &tre interpold par
B(T) (cf. [13] pour le cas I discret).)

A posséde done les propriétés arithmétiques classiques des ensembles
de Helson et de Sidoni, qui donnent une mesure de sa lacunarité (on. trouvera
ces propriétés établies pour T dang [81).

Comme conséquence du théoréme 1, §I, nous pouvons donner une
construction explicite des fonctions @interpolation et montroer:
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iom®
TrfiorkME 1. 8¢ A est un ensemble dinterpolation, la boule wunité
de B(A) peut dire interpolée par une famille de fonctions presque-périodiques,
uniformément équicontinue sur I' ¢t bornée dans A (I).

11 suffit de montrer que la propriété est vraie pour les fonctions réelles
f(4),0 <f(4) <1. Une telle fonction peut s’écrire

oy = Y27,

Feal
en utilisant le développement binaire des nombres réels. Les fi sont des
idempotents de Palgébre #(4). Il suffit done de montrer:

PROPOSITION. Les idempotents de H(A) peuvent éire interpolés par
un sous-ensemble borné de A (T), équicontinu sur I .

D’aprés le théoréme 1, §1, A posséde la propriété P(4, K) pour
un certain couple (4, K) d’ordre -k. Soit e(4) un idempotent de % (4).
II Tui correspond une partition (4’, 4’') de A:

A = {Adedle(l) =1}, A" = {A|ded|e(d) = 0}.
Soit & eH{™) ~ K. Par détinition,
[€e(A)+A] ~ [&,(4")+ 4] = @;

quitite & remplacer 4 par un pavé strictement plus petit, nous pouvons
supposer que

Eo(A)+d ~ & (4")+4 =0.

Doncil existe une fonction réelle, continue sur 7%, ¥,, telle que 0 < ¥, < 1,

1 gsur &(A)+4,
Y, = —_—
0 sur &(A")+A4.
Soit alors y une fonection positive de classe 0, 4 support dans 4,

et telle que
[1gllzr ek = f z(tydt = 1.
Tk

Considérons la régularisée de ¥, par y, soit &,:
g)s = Y}a*% ’

Dy (t) = Dy(ty, ... %) = By, ...y mp) 6
(1. o) 2%

(mty+...+1gly) |

a) 45650“(1”“) et, pour tout p = (p,, ..., pr) indice multiple de déri-
vation,

4
e

Py
o

sup
teT® |

~
teTk
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Pour tout enfier ¢, il existe une constante M,, ne dépendant que

de y, telle que
D) Inl?|e(m)] < M,

neZk
avee N = (Myy ooy M)y 0] = Ml .oo - [mal.
b) On vérifie facilement que 0 < @, <1,
te&(A'),
te£(A").

&t 1 s
(1) = 0 s
Pour chaque idempotent, nous pouvons effectuer la construction
précédente avee la méme fonction y. Il en résulte notamment que la
famille B des &, est équicontinue sur 7% et bornée dans A (T%).
D'autre part, £ appartient &4 K qui est une famille uniformément
équicontinue d’homomorphismes de I" dans 7". Herivons

Fe('}’) = q)co Ee(7>'
F, interpole ¢ et
W ella) << 11Pellagzty -

Par composition, la famille # des F, est uniformément équicontinue
et bornée dans A ().

Dans le cas I' = R, nous pouvons préciser le résultat du théoréme 1:

THEOREME 2. 81 4 < R est un ensemble @interpolation, la boule unité
de A(A) peut étre interpolée par une famille de fonctions presque-périodi-
ques de classe 0%, bornée dans O® (Vp les dérivées d'ordre p forment un
ensemble uniformément borné).

2. Ensembles de type (I;) relativement 3 ume partition (%,);.4 (card
A >1). Soit 33(10, (F)ae A) Talgébre des fonctions bornées sur F, con-
stantes sur chaque E;. La démonstration précédente se transerit sans
difficulté et nous avons:

TmtorEMe 3. 8 B est de type (L) relativement & (W), la boule
unité de @(E, (B)ze ,1) peut tre interpolée par wne famille wniformément
bquicontinue de fonctions presque-périodiques & série de Fourier absolument
convergente.

On 2 aussi P'analogue du théordme 2.

III. Propriétés de stabilité

Lgs théorémes 1 et 3 du § IT nous permettent de démontrer certaines
prqpnétés de stabilité des ensembles d’interpolation et des ensembles
qui admettent une partition (I,) de cardinal au moins égal & 2.
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1. Stabilité par translations. Soit Z un ensemble admettant une
partition de type (I,), (Bi)iea (card(4) > 1). Il existe, d’aprés le théoréme
3, § I1, une famille équicontinue & de fonctions presque-périodiques qui
interpolent les idempotents de #(E, () 4). Pour 6 donné (0 < 6 < }),
il existe un voisinage de 0 dans I', 2, tel que, si y'—p" e,

Vie#, FO)—f)<i—s.

A tout idempotent de # (E s (E)ae A), défini par une partition (4’, A”')
de 4, il correspond fe&# quilinterpole sur . 2 étant choisi comme indiqusé,

f>4+0
f<i—9¢
Il en résulte que B, +02 et Ey -2 ont des adhérences disjointes

dans I'; et © est indépendant de la partition (a4, 4.

THEOREME 1. 8¢ B est de type (1) relativement & la pamtition (E))ica
(card(4) > 1), il emiste un voisinage de 0 dans I', Q, tel que B-+Q est de
type (I,) relativement & la partition (B;+-2)zc4.

En particulier, appliquons ce théoréme dans le cas ol chaque H,
est réduit & un élément, c’est-a-dire ol nous avons un ensemble d’inter-
polation.

COROLLAIRE 1. 8¢ A est un ensemble d'interpolation, il ewiste un
voiginage de 0 dans I', Q, tel que A+Q est de type (L,) relativement & la
partition (A+2)c4-

Or, étant donné une famille (F,);.4 de type (I,), on obtient un en-
semble d’interpolation (y;);.4 en choisissant, pour chaque Aed, un élément
v, de FE,. Nous dirons que A et A’ sont 2-voisins 8'il existe une bijection
de A gur A’ telle que, si A’ est I'image de 4, on a A— A’ ¢Q. Nous pouvons
énoncer:

COROLLATRE 2. St A est un ensemble d’interpolation, 4l ewiste un
voisinage de 0 dans I', 2, tel que tout ensemble A’ Q-voisin de A est un en-
semble d’interpolation.

On pourra comparer ces résultats avee [4].

sur  E,402,
sur B0,

2. Stabilité par réunion. Soit 4 un ensemble d'interpolation et A,
un ensemble fini, 4 w A; est-il ensemble d’interpolation? ILa réponse
est affirmative et résulte de la construction des fonections d’interpolation
faite au § IT. (Cf. [14] pour une autre méthode, dans le cas I' = R.)

11 suffit évidemment de démontrer la propriété pour A, réduit & un
seul élément; et comme la propriété, pour un ensemble, d’étre d’inter-
polation, est stable par translation globale, mous pouvons supposer que
cet élément est 0.

12 — Studia Mathematica
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Si 0¢4, pour que A v {0} soit d'interpolation, il est nécessaire et
guffisant que 0 ne soit pas adhérent & A dans T'. Supposons que 0 soit
adhérent & A infini (le cas fini est trivial). Si fePP(I') et si f(4) = 1 pour
tout A de A sauf peut-étre un nombre fini, nous aurons f(0) =1.

Revenant aux notations du § I, les idempotents de #(A) peuvent
tre interpolés dans une famille équicontinue &. Par congtruction, tout F
de & est de la forme:

F=0o0¢
Nous rappelons que Z est un ensemble équicontinu de fonctions sur 7%
(cf. §IT). Choisissons A<D, 4 = T%, de fagon: que
(D) —P(0)] < .
£ étant donné, puisque 0 est adhérent & 4, il existe 1, tel que £(1,)ed
et il existe un voisinage ouvert de & dans G, V(£), tel que VieV(£),
L(4s)ed. Lorsque £ décrit K, les V (£) engendrenb un recouvrement ouvert
de K dont on peut extraire un sous-recouvrement fini V(&,), ..., V(&,),
auquel correspond la suite finie Z,..., 4, . Alors, V{eK,
LAy v de ) n 4 £ @
Il en résulte que, pour tout ¥ de &,
F(2e)—F(0)] <}

pour au moing une valeur de ie(1,..., p). En particulier, si 7 inter-
pole l'idempotent

(Pel; (e K).

Vied, VO<E,

0 si  Aefldy,...

1 sinon,

6(}») — 725p}1

nous aurons [F(0)| < 4, alors que nous avons vu d’autre part que #(0) = 1.
THEOREME 2. 8¢ A est un ensemble d'interpolation et A, un ensemble
fing, 4 © A, est ensemble @interpolation.
Rappelons que la réunion de deux ensembles d’interpolation quel-
conques n'est pas, en général, d’interpolation, comme on le vérifie faci-
lement en considérant par exemple les suites réelles (3/)72, ot (3'+4)7;.

Nous pouvons, comme conséquence du théordme 2, démontrer une °

propriété analogue pour les ensembles B qui admettent une partition
(Ez)“,i'de type (I,), avec les B, relativement compacts.

Soit K un compact de I' disjoint de I’adhérence de 27 dans I'. Une
condition nécessaire et suffisante pour que la famille (B)rea, E) soib
de type (I,) est que ’on ait

E~AE=0
si K et Z sont les adhérences de K et B dans ). Mais, K étant compact,
K=FK. 8 dmc K~E g, 1l existerait un élément y de I' adhérent
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5 B dans T, ce qui est impossible d’aprés le théoréme 2 (adapté de fagon
évidente au cas olt A est remplacé par (H;);.q, A'aprés le § IT).

TrdorEME 3. Soit B un ensemble (I,) relativement & la partition (B4,
ol les B, sont relativement compacts. Soit K un compact de I disjoint de
Vadhérence de B dans I. Alors B o K est de type (I,) relativement & la
partition (B3)rea, K).

IV. Mesures d’interpolation

Nous avons déja noté, dans le § IT, que tout ensemble d’interpola-
tion est un ensemble de Sidon: toute fonction bornée sur A peut 8tre in-
terpolée par la transformée de Fourier d’une mesure bornée sur @. Une
telle mesure sera dite mesure d’interpolation. La construction que nous
avons faite dans le § IT nous permet de préciser les ensembles sur lesquels
peuvent étre concentrées les mesures d’interpolation.

1. Mesures d’interpolation atomiques. Reprenant les notations du
§ II, soit ¢(A) un idempotent de #(A). Il existe £cK < G° ot Ped(T%)
tels que

Vied, F(2) = Dok(d) =e(d).
Eerivons
Dty ey i) = jj(nu ceey ) Gi("1t1+"‘+"kik)’
(B3, 0esig) 2R
Fip)= D Bmyy.,n)mbsttmbs, 7).
(s rsti) €Z

F est la transformée de Fourier d’une mesure atomique bornée sur G':

w= b (ny, ... < D)z«

i » M) Ony gyt mpp e fleal
(P10, M) e Z

u est concentrée gur le sous groupe de G engendré par &y, ..., &k,
que nous noterons G.

PRrOPOSITION 1. Les idempotents de B(A) admetient comme mesures
dinterpolation des mesures atomiques comcentrées sur des sous groupes
dénombrables & k générateurs, lesquels peuvent étre pris dans le méme com-
pact de G.

Comme toute fonection réelle de la boule unité de #(A) peut s’écrire

F = D'27f(8),
f=1
ol les f; sont des idempotents, elle peut &tre interpolée par une mesure
concentrée sur une réunion dénombrable de @, qui engendre un sous
groupe dénombrable de G.
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Remarque. Il n'est pas possible d’avoir le méme sous groupe dénom-
brable pour toutes les fonctions de F(A), si A est infimi.

En effet, supposons qu’il existe un tel sous groupe G’ < G. Soit
M(G') lespace des mesures atomiques concentrées sur ¢, muni de sa
topologie habituelle d’espace de Banach. #(A) est également un espace
de Banach pour la topologie uniforme. Considérons ’application:

p>filay,  M(@) > B(4).
Elle est continue et nous supposons ici qu’elle est surjective. Il en régulte
que #(A) est isomorphe, en tant qu’espace de Banach, & un quotient de
M(&'), ce qui est impossible car M (G”) est séparable puisque &’ egt dénom-
brable, tandis que #(4) ne lest pas (si A est infini).

On peut d’ailleurs refaire le raisonnement en remplagant #(4) par
un sous espace fermé non séparable. Il en résulte qu’on ne peut pas in-
terpoler une famille non dénombrable d’idempotents par des mesures
concentrées sur un méme sous-groupe dénombrable.

Nous utiliserons ces remarques plus loin.

2. Mesures d’interpolation & support compact. Ensembles propres
pour A. Dans le cas ol & est non compact, les mesures atomiques d’in-
terpolation me sont pas en général & support compact. Cependant toute
fonetion bornée peut &tre interpolée par une transformée de Fourier de
megure & support compact. -

Rappelons que H. Helson et J.-P. Kahane [5] ont introduit la notion
de compact propre pour un ensemble de Sidon.

Définition. Si 4 est un ensemble de Sidon (4 < I'), un compact L
de @ est dit propre pour A, §'l existe A’ < A (ANA’ fini) tel que toute
fonction de #(A') peut &tre interpolée par la transformée de Tourier
d’une mesure 4 support dams L.

On peut démontrer le critére suivant [5].

Une condition nécessaire ¢t suffisante pour que L soit propre pour A
est qu'il existe & > 0 tel que, pour tout idempotent e (1) de (), il existe
une mesure o, & support dans I, satisfaisant &

sup le(A)— o (A)] < $— 6.
2ed

Si 4 est un ensemble d’interpolation qui posséde la propriété P(4, ),
nous allons voir que A possdde un compact propre directement 1ié & K.

Soit ¢(1) un idempotent de #(A) et 4 une mesure atomique d’inter-
polation construite comme précédemment; on a, en utilisant les mémes
notations,

k= D(Nyyvny ng) A
(’"’1'---'7%) eZk

ol £ =(£,..., &) est un élément de K.
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Nous avons montré (cf. § IT) que I’on pouvait choisir @ de maniére que
2 Inlid ()] < ¢
nezk
o n == (Mg, ... M), M| = [ng]+ ...+ |ng|, et C est une constante qui ne
dépend que de A. Alors
¥ Y 1bm) < Y b)) <.
[4]>N SN
Choigissons N de fagon que P'on ait C/N < }—4. Il en résulte que

S 1dm)i<i—s.
PISN
Congidérons la mesure
= @(nl, ceey M) Oy gy g
[n|<N

Noug avons
sup |e(A)—o(A) | < 3~ 6.
Aed

Soit IT, Vapplication continue:
E=(&y.eny &) > byt b,
Le support de o est contenu dans L = (J IT,(K).

Inl<N
PROPOSITION 2. Si un ensemble d'interpolation A posséde la pro-
priété P(A, K) il existe un entier N tel que L = UNII,,(K) est um com-
pact propre pour A. <

¢ >@a.

V. Ensembles séparants. Ordre d’un ensemble de type (I)

1. Introduisons une notion qui nous sera utile:
Soit (H;);.4 une famille de type (I,).
DEFINITION 1. Un ensemble X de GF sera dit séparamt dordre &
pour (By)zea, Sl existe 4¢P (4 = T%) tel que
(i) pour toute partition (A4’, 4") de 4,
X A£G,

(ii) pour tout élément & de X, il existe une partition (4', 4") de 4
telle que £es#4" 4",

Le théordme 2 § I peut alors se reformuler ainsi:

Il existe un ensemble séparant relativement compact.

PROPOSITION 1. 85 A est infini, tout ensemble séparant est mon dé-
nombrable.
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Soit B = |JB;. La construction faite dans le §IV des mesures
Aed

~ atomiques d’interpolation pour #(A), lorsque A est ensemble @inter-
polation, peut se transcrire sans difficulté dans le cas de (B, (B);, A)_
8i done il existait un ensemble séparant dénombrable pour (I;),, 4, les
fonctions de # (B, (B,);.) admettraient, comme mesures d’interpolation,
des mesures concentrées sur un méme sous-groupe dénombrable. Nous
verrions, comme dans la remarque prop. 1 § IV, que ceci est impossible
gi A est infini.

2. Ordre d’un ensemble de type (I,).

Définition 2. Nous appellerons ordre de la famille (H3)204 la borne
inférieure des entiers & >0 tels qu'il existe 42, d’ordre %, pour lequel
(B)sca posséde la propriété P*(4). (Notons qu’il existe alors un I e
d’ordre %, pour lequel P*(A4, K) est vraie.) ’

81 un ensemble B est de type (I,) relativement & sa partition ()
Vordre de B sera Vordre de la partition.

Remarquons que, si un ensemble d'interpolation A est d’ordre 1,
les idempotents de #(A) peuvent dtre interpolés par des fonctions pério-
diques. Inversement, si cetite propriété est véritide, la démonstration du
théoréme 1, § I, econvenablement adaptée, permet d’affirmor que 4 a la
propriété P(4), pour un 4 d’ordre 1.

La méme remarque peut dtre faite & propos des ensembles de type (L,).

ExeMPLES. a) 8i I' = R, une suite lacunaire & la Hadamard {452,
(%11/% > ¢ > 1) est un ensemble d’interpolation (ef. [12], [16] et [177]).

Dans le cas g >3, on démontre en fait qu'il exigte 4 = T tel que
{432, a la propriété P(4) ([12], [17]). O'est donc un ensemble d’inter-
pol_ation d’ordre 1. Dans le cas général, on décompose la suite en n, sous-
-suites d’ordre 1 (n, > log3/logq), d’adhérences disjointes deux 3 deux,
dans R [16]. Si I'on se reporte précisément & la démonstration de [16],

on peut donner une bhorne supérieure de P’ordre: N+ (’;“ .

En. sens inverse, par une méthode qui généralise celle de [15], il
est possible de voir que, si 4 < 02/, pour une constante ¢ et wn enticr N
alors P'ordre de (%), est strictement minoré par N. ’

De la méme manidre il est possible de montrer que si les fonetions
de #(4), & % valeurs, sont prolongeables en fonctions périodiques, 4 ne
peut vérifier aucune condition du type 4, < O ' ’

' Rappelons enfin que Lipifeki [11] a mis en évidence Lexistence de
suites ayant la propriété que toute fonction de Z(4) peut 8tre prolongde
en fonction périodique. Pour une telle suite A1/% ne peut pas dtre bornsé.
8i Pon se rejfére & [10], il existe de telles guites A ayant la 'giropriété: pour
.toute fonction de #(A), Pensemble des périodes des fonetions périodiques
interpolantes, est non dénombrable. Co résultat peut 8tre rapproché de

Aed)y
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la proposition 1 dont I’énoneé, dans ce cas particulier, se trouve dome
renforcé.

b) Nombres anormaus pour wne suite (4)i, de type (I,) dordre 1.
J.-P. Kahane définit la notion de nombre réel M-anormal [7] pour un
procédé de sommation régulier de matrice M, relativement & une suite
infinie (%), de nombres réels. En particulier, si I est la matrice identité,
un nombre @ est I-anormal si, et seulement gi, il existe un intervalle U
tel que, pour tout j,wl¢U, modulo 1.

Il est évident que, si (4)j.; est un engemble de tiype (I,) d'ordre 1,
pour une certaine partition, un ensemble séparant X d’ordre 1 est un
ensemble de nombres I-anormaux pour (4)72,. Par suite, nous avons:

PROPOSITION. 8% (4)f%, est un ensemble de type (I,) d’ordre 1 dans R,
Pensemble des nombres I-anormaux relativement & (A;)7~, est non dénombrable.

Il résulte de [7] et [9] que X est de mesure nulle pour toute mesure
positive & support compact dont la transformée de Fourier tend vers
zéro & Dinfini.

Si ()52, est un ensemble de type (I,) d’ordre >1, nous pourrons
généraliser ces propriétés en définissant une notion d’élément M-anormal
dans RY, de fagon analogue & [7]: ‘

On peut se demander si tout ensemble d’interpolation n’est pas
une réunion finie d’ensembles d’interpolation d’ordre 1; et de méme pour
les ensembles de type (I;).

3. Décomposition d’un ensemble (I,) (I'= E). Nous allons voir
que, dans certains cas, la structure particulidre d'un ensemble séparant
d’ordre % entraine qu'un ensemble (I,) est décomposable en une réunion

finie d’ensembles d’ordre < k—1. )
Démontrons auparavant le lemme suivant (I" métrique quelconque):

LEMyE. Soit X wn ensemble séparamt dlordre k. Considérons umne
application de X sur un ensemble X' de G*; supposons qu'il ewiste N entier
tel que, st & est Dimage d'un point £, il ewiste ni, ..., ng entiers ({my], ...
ey [l < N) pour Tesquels & =ny&y ... £n = nyEp; alors X' est séparamt
dlordre k.

En effet, soit 42, d’'ordre k, tel que, pour toute partition (4, 4")
de A, il exigte £<X satisfaisant &

[£(Ba)+4] A [E(Be)+4] = 0.

Choisissons 4’ <2 assez petit pour que NA' « 4. 8i £ esh P’image
de & par application considérée, on vérifie facilement que

[E(Ba)+4"] ~ [E(Ba)+4'] =0,

ce qui démontre le lemme.
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Plagons nous dans le cas I' = R ().

Soit B un ensemble de type (I,) relativement & la partition (Bi)ieq.
Soit X un ensemble séparant d’ordre % pour la famille (&,);,,. Suppos(:ns
quil existe un mombre fini d’ensembles D;(¢ =1,...,p) de la forme

Dy = {§15eR byt .+ 0b & = 0}
(n} entiers non tous muls, a; réels), tely que
P
X < D

(=)

»
Soit X; = X ~ D;. Alors X = |J X;.

{eml

On peut suppoger que n' s 0,Vi=1,...,p, puisque, si un ensemble
est séparant, tout emgemble obtenu par permutation des coordonnées
est séparant.

Considérons les applieations (4 =1, ..., p):

(b1y.0ey &) = fxi_—’x_; & = (&, ‘fz/”il, veey Ek/n’i)

»
i résulte du{lemme que X' = |_) X; est un ensemble séparant. De
plus, si b = a;/nf, =1

Xi © Di = {15 R &+ nf byt b & = b}

Q
Nous allc‘)ns montrer que F = | By, ol chaque %, st de type (I,)
Q=1

relativemfsnt a la partition (B, ~ By);.4 et d’ordre < k—1.
Congidérons un recouvrement de T par des intervalles de mesure é:

m
T:}_Jll} (L] =e).
Eerivons
P — 7 A b;‘l(Ih) Ao b;l(ljz,):
Hts = ghdp B,
ol b7'(L) est Limage réciproque de I; par Fhomomorphismo B. Alors

B = U Edl--'fp_
1<5’1...7p<m
Vérifions que, pour un choix convenable de e, chaque J"7p egt

dordre <k—1 relativement & sa partition (Bfrto), 4.

" .
1echm(a )dI;iedlémonstmtion est faite dans le cas I' = @ = B, mais elle g'étend & simple
, @ cas ol @ est un groupe divisible sang torsion, et w’adapte facilement

8l @ est divisible et i, pour t i
tini (oo 6 E :_—PZ)_ out entier u, les éléments de @ d’oxdre n sont en nombre

e ©
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Par hypothése, il exigte un 4 €2, d’ordre k, ne dépendant que de (E;),
avec la propriété: pour toute partition (4, 4™), il existe £« X' tel que
[E(ES72)+ 4] A [§(B:0)+ 4] = O,

Soit &* = (£, ..., £&). Montrons qu'il est possible de choisir 4*¢2,
d’ordre %—1, indépendant de (4, 4"), de fagon que lon ait
(1) [§" (Bl o)+ 4%) ~ [§*(H7P)+-4") = @.

Supposons d’abord que £eX;. Sl était impossible de choisir un A4
convenable, c’est que, pour tout 4* D, dordre k—1, il existerait y' e B 7
ot ¢ eBr7», pour une certaine partition (4’, 4”), tels que

(2) [E*(y)+A*] ~ [ (y")+ 4" # 0.
Soit &' le c6té du pavé A*. Nous pouvons toujours supposer que &
est inférjeur au c6té du pavé 4. Puisque £<X; nous avons
&(y) = bi(y)— g () + .- 0k £ ()]
et, de plus, b,(y) appartient & Dintervalle I;. Par guite

(3) 1E(y") — Ex(r"")] < 26+2(Imgl -+ ..+ Imil) &

Pour un choix de & et ¢/ assez petits (indépendant de (4’, 4")) nous
aurions, en combinant (2) et (3),

[E(y")+4] ~ [E(y")+4] # 95

¢’est done que, pour ce choix de & et ¢, (1) est vraie, moyennant toutefois
I’hypothése faite que & appartient & X;. Mais nous pouvons refaire le
méme raisonnement en supposant, successivement, que £ appartient
& Xi(i=1,2,...,p). Il y aura finalement un choix possible de & et de &’
(Cest-d-dire de A*), pour lequel (1) est vraie.

PROPOSITION 2. Soit B < R un ensemble de type (I) relativement
& une partition (Biiea- i (Fa)rea admet un ensemble séparant dordre k

de la forme
(4) Xcg,){f{EeRk]nfél—l-...+%fa§k =}  (Infl+...+Imil #0),
e ]

Q
alors B = | B, (Q fini), ok chaque By est de type (I,) relativement & la
=1

partition (By ~ By)yea € dordre < k—1.

Partant d’un ensemble d’ordre quelconque, nous pouvons effectuer
la décomposition précédente autant de fois qu’il est possible, éventuelle-
Q

ment jusquw’d lordre 1. Soit B = ) B, la décomposition finale.

q=1
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Ou bien H, n’est pas d’ordre 1; alors il existe un entier Teg tel que x,
est d'ordre %, aucun ensemble séparant d’ordre %, pour H, n'est de 1l
forme (4);

ou bien B, est d’ordre 1 et la partition (B, ~ H;)s.4 est infinie; alors
tout ensemble séparant d’ordre 1 est non dénombrable (proposition 1)
et ne peut étre de la forme (4);

ou bien H, est d’ordre 1 eb la partition (Hy ~ Hy).4 est finie; autre-
ment dit, B, est contenu dans une réunion finie de X;; nous pouvons
inclure ces H; dans le décomposition.

CoroLLARE. Soit T wun ensemble de type (1)) relativement & une
portition (Byiea. Alors il ewiste une décomposition finie

Q
n= 5,
Qml
avee: ou bien By = B, pour wn certain A, ou bien By de type (1) relativement
& la partition infinie (By ~ By)yea, dordre Ky, et tel qu’aucun onsemble
séparant dordre ky west de la forme (4).
Il serait intéressant de savoir que 'on peut prendre tous les %,
égaux & 1.

VL Ensembles de type (Iy) et ensembles do type (I)

Soit (H);c4 une famille de type (I,). Htant donné une famille (B e
d’ensembles disjoints, telle que, pour tout yeV, il existe e pour lequel
F, = B, (nous écrirons pour abréger (F.,), y < (#3)1¢4); nOUS nDOUS posbns
la question de savoir si (F,),.y est de type (L,). Désignons par N, l'en-
semble des » tels que F, = ;. Il est &vident que, si, pour tout i, N,
est réduit & un seul élément au plus, (7,) est de type (I,). Mais nous allong
démontrer un résultat plus général.

PROPOSITION 1. 80 (Hy)i.4 est de type (I,), soit (F)y v wérifiant les
conditions : '

(1) (Ev)v N < (Fl)AeA!
() <l emiste W, compact de I' ne contenant pas 0, tel que, VA,
Vv, v eNy (v £9), on a F,—1, Wy
alors (F,),. est de type (I,).
‘S1.1pposons que pour une partition (N', N'') do N, Fy ot Fy. aient
un point adhérent commun dans I', soit a. &i 2(a) est un voisinage de a
dans I', Q(a) rencontre Fy. et Ty Pogons
G,, = F,, ~ .Q(l‘l).
. mfN et Gy a;dmettent @ comme point adhérent coramun, ce qui
fllg }‘3 que gG_,) n es‘u‘ Das de type (I,). Or, W étant compact dans I, done
ans I', il existe O voisinage ouvert de 0 dang I', disjoint de W. Choisissons

icm

Ensembles d'interpolation 187

Q(a) = a+2 (avesc Q—Q = 0). Alors, 50it v, » ¢ Ny, v % »'. Il est impos-
gible que l’on ait simultanément

& #9, G #0,

car sinon @, —G,, % @; or, d’autre part, ¢,—@,, « W,4,—G,, < 2—0 < 0,
ce qui fournit une contradiction. Alors, pour tout 2,

card{»|veN|G, « B} <1

et suivant une remarque déjh faite, ceci entraine que (@,) est de type (I,).

Remarque. Le résultat de la proposition 1 est wvrai, que I' soit
métrisable ou non. Mais dans le cas ol I" est métrisable, soit d une distance
invariante sur I L’hypothdse (ii) de la proposition 1 est satisfaite si

(a) HW compact tel que, Vi, B —H, = W,
(b) Hy >0 tel que, VA, Vv, eN;(»v 5 9"),

A(F,, B)> 1.

Revenons au résultat obtenu au théordme 1, § III. Reprenant les
mémes notations, le voisinage de 0, 2, peut &tre pris relativement compact
de sorte que (I,--0)i.4 satisfait & la condition (a).

8i Q est infini (c’est lo cas si I" est non discret eti dans le cas ol I" est
diseret le théoréme 1, § III, est sans intérét), pour tout entier » nous
pouvons choisir, dans chaque E;+2, n points A, As, ..., An, de fagon
que d(A, &) >1n, j£k, 1<j, & <n, pour un certain 5 indépendant
de 2. Dans ces conditions, l’ensemble |J {i;,..., 4} st un ensemble
d'interpolation. Aed

ExempLes (I'= R). Nous pouvons prendre, pour tout 4, Ay, ..., An,
en progression arithmétique. Ainsi, quoiqu’un ensemble d’interpolation
ne puisse pas contenir de progression arithmétique arbitrairement longue
(puisque ¢’est un ensemble de Sidon), pour tout n entier, il existe des
ensembles d’interpolation qui sont réunion d’une infinité de progressions
arithmétiques de n termes chacune. .

Bi ()2, est un ensemble d’interpolation, considérons la suite
M)y v (4 )iz - . . K ,

Si g - 0 (§ — 00), ce n'est pas un ensemble d’interpolation puisqu’un
tel ensemble est régulier (d(A, A') > 7). :

8i 5, < g < B, POUT 7y, 7, aSSez petits, on a un ensemble d’inter-

polation ainsi qu’il a été démontré. oo
Si g — oo (j — oc), on me peut rien affirmer. En effgt: (2 )jjlmu
(24 §)2., n'est pas d’interpolation; (27)52, v (08 + = 9% p 9y | = (2))32,
est d’interpolation. )
11 existe une étroite relation entre les ensembles qui admettent une

partition de type (I,) et les ensembles (I).
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PrOPOSITION 2. 8i E est de type (L) relativement & la partition (B,),. 4,
si de plus il ewiste un compact W tel que,

Vﬂ., E;,-—E;, (== W,
alors B est de type (I).

Soit f une fonction bornée uniformément continue sur F (pour la
structure uniforme de I'). Pour qu’elle soit prolongeable dans PP(I),
il faut et il suffit qu’elle soit uniformément continue sur ¥, pour la structure
uniforme de T'. Tl est aisé de vérifier que ceci est équivalent  la propriété:
Vi, e R(x, < @), les ensembles

By, = {ylyeBIf(y) >},

sont d’adhérences disjointes dans I'.
Posons H,; = By, ~ By, By; = B, ~ E;.
La famille (B;j)cq satisfait aux hypothéses de la proposition 1

i=1,2
(si I" est métrisable, B, et H, sont 4 une distance positive); ceci entraine
que B, ~nE, =0.

COROLLAIRE. §i A est un ensemble dinterpolation d’un groupe I’
métrisable, il ewiste un voisinage relativement compact de 0 dans I'; 0, tel
que A+Q soit de type (I).

(Ceci est un résultat de S. Hartman et C. Ryll-Nardzewski [2], [4]
dans le cas d’un groupe séparable.)

En général, le fait que (#,),.4 soit de type (I,) n’entraine pas qu’il
existe un compact W tel que H,—E,; < W. Pour s’en convaincre, il suffit
de remarquer que, 8i (F)),.4 est une famille (X,) dans R, (B X R);.4 est
une famille (I,) dans R et ne vérifie pas cette propriété. Néanmoins, une
famille de type (I,) n’est pas quelconque.

Une conséquence faible du théoréme 2, §1, est que, si card 4 > 1
et 8i £ est un élément séparant d’ordre k, il existe 4, d’ordre %, tel que,
VA, £(E;)+4 ne recouvre pas &(I') < T%. Or il existe une suite finie de
points de I', p,, ..., yu, tels que

£(r) ‘:Q L&)+ 1.

Aucun translaté de H, ne peut contenir tous les yy,..., yy.
_ PROPOSITION 3. 8% (Bi)ica est une famille de type (1) (card(4) > 1),
il existe une suite finie (yy, ..., vn) qui ne peut élre comtenue dams aucun.
wranslaté dun B, quelcongue de la famille.

CoroLLAIRE. Soit (H)iea wne famille infinie de type (I,) constituée
de boules B, (pour wne distance invariante sur I). Alors le rayon de ces
boules est borné.

By = {ylyeBif(y) < a,}

Cest le cas notamment si I' = R et si les B, sont des intervalles.
Alors (proposition 2) B = AUAEl est un ensemble (I) (de méme si I' = R").
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En sens inverse nous pouvons montrer

PrOPOSITION 4. Un ensemble B < B de type (I) admet une partition
(B2, de type (L), avee des By relativement compacts.

On peut utiliser ici un résultat de [4] (théoréme 3). Il est facile d’en
déduire que, si H < R est un ensemble de type (I), son complémentaire
contient une infinité d’intervalles disjoints et de longueur 1. E peut
done s’écrire: -

B=UE
fe=1

avec d(%y, Bx) = 1, Vi, % (j # k), et les E; contenus dans des intervalles,
done relativement compacts.

La famille (B;)7., est de type (I,) puisque toute fonction bornée,
congtante sur chaque %;, est uniformément continue sur F et done pro-
longeable en une fonction presque-périodique.

Ce résultat entraine, comme nous le verrons au § VII, que les pro-
priétés ,,d'épaisseur” des ensembles (I) sur E découlent de celles des
ensembles (Io).

Qunicité (I'= RB) (%)

VII. Ensembles (I;) et bl

Nous avons vu, dans le §V, que tout ensemble (I,) relativement
4 une partition (F,);.4 admet une décomposition finie

Q
E=E,
dans laquelle ot
(a) ou bien K, = F; pour un certain 1,
(b) ou bien B, est de type (I,) relativement & la partition infinie
(B ~ Bi)ieq, dordre k,, et tel qu'aucun ensemble géparant d’ordre k&,

n’est de la forme
X e () {ElEeRH m bbby = i, (inkle ot Ind] #0).
(5

Nous allons voir que, dans le cas (b), By, adhérence de E, dans R,
est ensemble dunicité de B (H, ne porte ni mesure ni pseudomesure dont
1a transformée de Fourier tend vers zéro & linfini sur R, dual de R).

En effet, soit X un ensemble séparant d’ordre k = ;. I résulf;e
aigément de la définition des ensembles séparants que, pour un certamk
Ae@, A < T, on ala propriété: pour tout élément & de X, il existe a (&) eT
tel que

¢ [E(T)—a(§)] ~ 4 =0.

(3) Les résultats du § VII, établis dans le cas I' = E, se généralisent comme
ceux du § V (on se reportera i la note, p. 184).
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Soit alors fed (T%) dont le support est contenu dans 4:

Sy ooy i) = Z Flny, oon, mg) ettty
(01 vvesTigg) €25
avec f(0)7 0. Soit £eX. Nous désignerons par F, un élément de A (I')
défini par la relation:

Fio(y) = f(£(0)—a(8),
Fity)= D Be(0)(E, 9)

{eRg

= D gy, ) O A GE (g gy )
(nln"'"‘k)szk
Soit m une pseudomesure de norme 1, portée par By, telle que # () — 0
({ — oo sur Ry). Puisque R; est discret, Pensemble {C1Ce Ryl (L) # 0}
est dénombrable. Nous désignerons par ({,)%., les points de cet ensemble
(de fagon que tous les [, solent distincts). Alors 7 (fp) — 0 (p — oo).
Le support de m et celui de F; étant disjoints dans R,

my By = 3 By(lp)hi(Ly) = 0.

P=1
Comme nous avons
DB < 3 B < [l
P=1 {eRg

pour tout e, il existe p,, indépendant de £, tel que

| 3 B < e.

D>Dg
Evaluons alors

D el (2,)
p<Dy
ol
Fe(gp) = Flny, oo, my) Mo tngaye)
(.. 1) e 2%
nEL Ly Bty

&' étant donng, il existe N entier tel que

lf('”'h .

[0y 1+ . g > N

2

<N
Py Ert g =ty

)| < &
alors,

By (8] < 17 (nyy ey i) 4.
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Supposons que £, = 0 (aloxs {, # 0 si p > 1). Par hypothdse, il est
impossible que ’on ait
X< U

1<P<Dy
o<injeN

{16 R Iy brtee b = L)

Pour un choix de £eX, appartenant au complémentaire de cette
réunion d’ensembles, nous avons done:

8l 1 <p <P,

If (01, ..o, ma)| = 0
njaN
ﬁlfl-i'...'l'nkfkﬂczy
sip=1,
Fngy <oy my) A tm) — 3(0).
<N
Ny a0y dp=0
Il résulte de 1a
|, (0) 71 (0) —f (0)(0)] < ¢/,
et 8i 1< » < Doy .
[Fe(Lp)l < &
Done
17 ()R ©)] <| 3 Be(Coit(l)|+pos’ < oo

P>D9

e+ p,¢’ peut étre rendu arbitrairement petit par les choix successifs
de ¢ et &¢'. Dol .

F(0)m(0) =0,
et corame f(0)7 0, M (0) = 0.

Nous pouvons faire ce raisonnement pour les pseudomesu're%
My = (— Lp, y)m pour lesquelles 1, (0) = 9 (y). Nous obtiendrons ainsi
Ap,m(L,) = 0, done m = 0.

Revenons & la décompogition d'un ensemble B de type (I). B peut
g'éerire:

E:E,UE;,IU...
ol B ext une réunion finie d’ensembles H, dont Padhérence K, est un
ensemble d’unicité. Comme une réunion finie d’ensembles _d’unicité com-
pacts est un ensemble d’unicité (cf. [18]), il en résulte que B’ est ensemble
d’unicité dans R.

TafordME. 87 B < R admet une partition (Zﬂl-)“_“ de type (L), il
ewiste un ensemble A’ tel que ANA' fini et B’ =,1L214El est un ensemble
dunicité dans R. ¢ )

Remarque. Il y a des cas o effectivement 4’ # A.‘En eﬁet,,‘ i@
est de type (I,) relativement & une partition (Bi)ica, et 81 U est ’inter-

v Elk’
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section de R aveec un ouvert de R dont adhérence est disjointe de Z,
il est évident que Fw U est de type (I,) relativement & la partition
((Baica, U); et U nest pas d’unicité.

Si, en particulier, les B, sont relativement compacts, comme un
ensemble compact de R est d’unicité pour R (comme il est facile de le
vérifier), il en résulte:

COROLLAIRE 1. 8¢ H = R admet une partition (L)) d’ensembles rela-
tivement compacts, alors E est ensemble dunicité de R. En particulier, B
est de mesure de Haar nulle dans R.

Nous avons vu (proposition 4, § VI) qu'un ensemble (I) de R admet
une partition (I,) d’ensembles relativement compacts. Il en résulte:

COROLLAIRE 2. Si B < R est un ensemble (L), B est ensemble d’unicité
de B. En particulier, E est de mesure de Haar nulle dans E.

_ {Ce dernier point du corollaire 2 est contenu dans un résultat plus
général de Ryll-Nardzewski [2], [4].)

Dans le cas d'un ensemble d’interpolation 4, nous savions déja
que A est ensemble de Helson, donc ensemble d'unicité au sens large
{cf. [8]). Le théoréme 1 nous apprend que c’est un ensemble d’unicité
au sens strict (ce qui est un résultat plus fort dans la mesure ol 1'on ne
sait pas si un ensemble de Helson peut supporter de vraies pseudomesures).

VIII. Remarques et problémes

1. On peut se demander si les résultats du § I subsistent dans le cas
ol I" est non métrisable. Remarquons que, si, par exemple, I" est compact
non métrisable, on ne peut pas avoir en général la propriété P (4, K).
En effet, G est alors discret et tout compact K est un ensemble fini. Un
engemble d’inferpolation qui posséde la propriété P(4, K) est donc
nécessairement fini. Or I' peut contenir un ensemble d’interpolation
infini (p. ex. un ensemble d’interpolation infini de R est aussi d’inter-
polation dans R).

2. Les ensembles d’interpolation peuvent &tre considérés comme des
ensembles de Sidon particuliers. Peut-on caractériser simplement les
engembles de Sidon qui sont d’interpolation %

Nous avons vu que Pon peut associer & tout ensemble de Sidon une
classe d’ensembles compacts du groupe dual (ensembles propres cf. §IV).
Dans le cas d'un ensemble d’interpolation, peut-on affirmer que cette
classe contient un ensemble de mesure de Haar nulle 2 Pour un ensemble
de Hadamard sur R c’est un résultat connu [B].

3. Tout ensemble d’interpolation est-il réunion finie d’ensembles
d’interpolation d’ordre 1 (cf. §IV)?
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4. Existe-t-il des ensembles d’interpolation d’ordre 1 sur R qui ne
gont pas des ensembles de Hadamard ? (%)
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(4 On peut répondre affirmativement au probléme 4. En effet, si l'on pose
(<]

Ay, (107)1=(k+1) T'ensemble A = | (4,+2- 100+1%) st un ensemble d’interpola-
P

tion d'ordre 1 et n’est pas réunion finie d’ensembles de Hadamard. C’est un en-
semble d’interpolation d’ordre 1 car on vérifie aisément que l'ensemble

[+]
X={a9=2ﬂ:2 fO’ ls,—O 1}
Fe=

o8t séparant d’ordre 1 pour 4. D’autre part, il est impossible que A soit réunion flnle
d’ensembles de Hadamard, puisque le nombre de points de A compris entre 1006+
et 10(+1*+1 augmente indéfiniment avee k.
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