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STUDIA MATHEMATICA, T. XXVIII. (1967)

Sur la convergence presque partout
des séries de Fourier-Walsh des fonctions de I'espace L*(0,1)
Dar

P. BILLARD (Marseille)

Nous nous proposons ici d'étendre au systéme de Walsh un théoréme
récent de L. Carleson affirmant que la série de Fourier de toute fonection
de Vespace L*(0,2n) est presque partout convergente (cf. [1]).

Les méthodes que nous utiliserons s’inspirent naturellement de celles
de Carleson. Cependant des modifications sont nécessaires — ne fut-ce
que parce que Carleson fait largement usage de la transformation de
Hilbert, qui n’existe pas dans notre cas. C’est pourquoi une rédaction
compléte et détaillée nous a parn souhaitable. D’autre part, certains cal-
culs, difficiles dans le cas du systéme trigonométrique, se trouvent simp-
lifiés pour le systéme de Walsh. Il se peut donc que la présente rédac-
tion facilite an lecteur 1’étude ultérieure du mémoire de Carleson.

§1. Notations et préliminaires. (71,75, ..., ¥s,...) &b (g, wy, ...
very Wy, ...) désigneront les systémes classiques de Rademacher et de
Walsh sur (0,1). Pour un entier # >1 nous définirons Lentier N, par
2¥n < m < 20+ et nous éerirons n dans le systéme & base 2

(11) n=Co+52 . Ly 2™ (=0 ou1;5=0,1,..., N3 ly, =1).
Le noyau de Dirichlet-Walsh W, (f) est défini par

(1.2) W (8) = wo()+w (t)+...+wa_r (D) (t(0,1)).
Désignons par Ly, s Ly -y bny, aVEC N >0 >0 > les {; de (1.1)
qui sont égaux & 1; nous avons
Ny, iy
(L3)  Walt) = [ [ (145 (0)Frwpn® [ [L4r @)+ +
j=1 J=1
7
A7t (O Puga(8) oo Py (8) [ [ (L73(0)
=1

ny . . .

en convenant de remplacer [] (1-+r;(£)) par 1 si my, = 0. Mais (1.3) s’écrit
! .

aussi sous la forme suivante qui sera celle utilisée par la suite:

(1.4) W (t) = w, (2)[O%, (8) 40, (1) 4. . 05, ()],
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ol
2 pour 0 <t< 277
SHt)y =1 —27 powr 27 '<t<2? (j=0,1,2,..),
0  ailleurs,

car wy(f) = TNnH(t)a‘nIJrl(t) "'nk-u(t)-
Notons que nous avons

1o

p=oltly y=2f_1
(1.5) =3 wt) =) D wl)

. =

=]

=ra) [[L4+r0) (=012,

=1

et nous poserons
(1.6) On(t) = 0%, (1) 408 () +... + 5, (1).

Par w;, (j,» entiers > 0,0 <j < 2") nous désignerons Dintervalle
(-2, (G+1)2).

Toute notre argumentation sera réelle, par exemple lorsque nous
parlerons de l’espace L7(0,1) il sera toujours entendu qu’il sagit de
Pegpace réel L7(0,1).

Etant donnée une fonction fe L (0, 1) et si S(f) est sa série de Fourier-
-Walsh

0 1
(1-7) S(f) ‘\‘Ea'nwn(t) (an = an(.f) = ff(t)wn(t)d't7 n = 07 1: 27 )
nous poserons
S
M(0) = Llfy ) = D) anwn(t) (5=0,1,2,...),
(1.8) nesh

A (1) = A_5(f, 1) = awy(t) = a,

et nous écrirons aussi (1.7) sous la forme

. 0
(1.9) 8(f) ~ D Alt).
fe=w1
Nous utiliserons le  théoréme classique suivant de Paley (cf. [2]).
TmiorEME (1.10). i nous prenons p tel que 1 < p < oo, il ewiste
un nombre K, > 0 ne dépendant que de p tel que pour toute feIP (0, 1) dont
la série de Fourier-Walsh est écrite sous la forme (1.9) et pour toute suite

©
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() (b= —1,0,1,2,...) o0& u ne prend que les wvaleurs 1,0, —1
(k= —1,0,1,2,...) lo série
(1.11) , D medill)  (4() = Aulf, 1))
b~ 1

est la série de Fourier-Walsh dune fonetion geIP(0, 1) vérifiant
(1.12) gy < 2 (11l

Il nous sera commode de modifier la conception usuelle de (0,1)
en remplacant (0, 1) par I'ensemble (0, 1)* des suites (E1y.0iy &ny o) O &,
ne prend que les valeurs 0 et 1, et nous mettons sur (0, 1)* la structure
usuelle de groupe abélien compact totalement discontinu, structure pro-
duit dénombrable de groupes discrets & deux éléments 0 et 1.

Les fonctions de Walsh deviennent les caractéres de (0, 1)* et ©j,,
est 'ensemble des points ¢ = (§;,..., &, ...) pour lesquels les v premiéres
coordonnées &y, ..., & ont certaines valeurs fixdes £2,..., &,

Nous transporterons la structure de (0, 1)* & ;, au moyen de la
fonetion Pay,; w;, — {0, 1)* définie par

‘f’my',,,[(é:(l)ﬂ reey 537 Eu—l; )] = (§r+11 fu‘za )y

la n®™ fonetion de Walsh sur w;, étant ainsi

a4, 1) = W, (0] (te;,)

et nous définissons de fagon analogue é&,(w;,, 1), on(w;,,t). Nous avons
vigiblement

(1.13) Wy (1) = Bwn[wm}(mj,“ 1)  (tewy,),

oit § = 41 est indépendant de tew;, et olt n[w;,] = quotient de la divi-
sion de » par 2".

Si feL'(0,1)* et si nous voulons étudier 'ordre de grandeur de ses
sommes de Fourier-Walsh

-

1

(L14) (0, 1)% &, f) = D ay(Puy(e) = [ f(B)wonle—1) oalw—1)dt

Fmd 1]

il nous suffira d’6tudier les sommes modifides

1
(1.15) sx((0, 1), m,f) = [ f(2)wn(t) dn(@—t)at
0
puisque
(1.16) |00, 1)%, @, )| = [sa((0, 1)%, 2, 1)
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Etant donnée une partition £ =
si @e(0, 1)*,
La formule (1.15) s

(117) s,’:( (0,1)%, 2, f)

(w) de (0,1)* ou DL == Wjy et
() désignera ’élément w; de la partition qui contient z.
§'éerit

f F0) Wngagian (01(2), 1) Sugagiey (1(®), 8—1) 86+ Ry () -+ H, ()

| w (@ o))

(0 = £1)

avec (en posant &, =0, s, = 8§ = 0)

Ry (7)) =
H,(z)

1
R, ((0, 1)* = f—En On_ oy (2 —1) dt,
0

= Hn((oy 1)%, 2, ) =
1

(1.18) ~f [f(t)wﬂmwn(man_n[ml(mnm(w—t)dt,

En(t) = Ba{(0,1)%, Q,1) =

ff w)wy (u)du,

w
1 (B

z—t étant pris an sens de w;(x) dans Vintégrale (1.17).

En se reportant & la décomposition (1.1) de », & (1.4) et (1.5), nous
voyons que R, (x) n’est autre qu’une somme au point 2 (mais dont le rang
dépend de z) de

Nn
(1.19) D) 5 45( B, ).
=0

Nous utiliserons le lemme élémentaire suivant:

LeMMe (1.20). 8¢ powr feL*(0, 1)* nous posons

(1.21) (Th (¢ supl 2 A,(f, t)]

alors Vapplication quasi linéaire f — T (f) est de type fort (p, p) pour chague
P vérifiant 1 < p < oo,

Démonstration. 1° T est de type faible (1,1) car sinon, un rai-
sonnement classique (ef. [3], t. IT, (1.22), p. 165-166) montrerait 1’exis-
tence d'une feL*(0,1)* telle que (1.9) (sommée sur les 4, ;) serait presque
partout divergente ce qui est impossible.

2° T' est de type (oo, co) (évident).

Dans ces conditions, le théoréme d’interpolation linéaire de Mar-
cinkiewicz donne le lemme (cf. [3], t. II, p. 112).
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Utilisant ||By|l, < sup |8, (1), le lemme précédent et le théoreme (1.10)
nous voyons que

1Zully < Eplsup | Bu(t)]]
(Kp >0 ne dépendant que de p, 1 << p < o) et de 1
[S‘thIEn(t)]]ﬁ

[{we(0,1)*: | R, (2

(1.22) w)| > 4> 04 < KP

Etant donné un entier # >0 et o = ©;, NOUS POSErons

A%(m = A4, w,f 2|“l+n (w f 1+lzy

l=—m

1
afo, f) =7 ff(t)wl(m, na

et A(c) désignera A,(w) si nous éerivons ¢ = (n, w).
Etant donné un couple ¢ = (n[w], w) (n entier > 0, 0 = w;,), nous
poserons

(1.24) A*(e) = sup An[mj ,_H](wi a)e
@3 y o COF

Quand o’ < o, n[w’] est déterminé par la connaissance de n[w],
aingi A*(¢) est déterminé sans ambiguité dans (1.24).

Dans toute la suite, ’expression Cte signifiera une constante absolue

>0 qui n’est pas nécessairement toujours la méme.

k§2. Les polynomes Pj(z, o). Nous désignons par by les nombres
27 (£ =10,1,2,...) et soit feL?(0,1)* telle que

f Flp)de <1

o1

(2.1)

£2 = (E>O)

Pour un o = w;,, donné nous formons la suite

(2.2) gy € g9y ©ooe S Wj1 © Do = (0, 1)*.

Désignons par a,,, les coefficients de Fourier-Walsh de f sur wg,
= (0, 1)* dont la valeur absolue est > by et définissons:

= 2 @y0,00, (%) «

Désignons par a,;,. les coefficients de Fourier-Walsh de f(z)—
~Py (@, w,,) SUr )1 dont 1a valeur absolue est >> by et définissons

== Pk(m, wo,o + 2 a’/.t,fl,lwiy(w) .
"

Py (0, wq,0)

Plc(my my'],l
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Un terme tel que a,; 1w,,(w), le coefficient a,; , ou lindice 2
seront dits prémitifs pour w;, , pour rappeler que ce terme, ce coefficient
ou cet indice ont été obtenus, dans la formation du polynéme Py (z, o),
par la considération de wy,. Le procédé de construction apparait clai-
rement et nous obtenons ainsi les polynomes Py(z, ») notés

(2.3) Pr(w, @)= D ayw;, (@)

(@)
Pour un o avec |o| = 27", nous formons la suite (2.2) v c 0’ c '’ c...
e o =(0,1)* (jo'] = 27", || =27""%...) et nous formons le
polynéme

24)  Pulo, 0) = D@, o)+ Y (@ o)kt 3oy o)+ Y (@, 0)
0 1 v—1 v

ol Zo,’, ;’,

dans la construction de Py (z, w).

Remarque 2.5. Dans (2.4), méme si 2 et ) (j # j') ont des termes

7 7
d’indice commun, aucune simplification n’est faite et P (z,
au moyen de 2, Z, ey Z

Dlapres la déﬁm’ﬁlon de Z, les fonctions f—P; et 2 sont orthogonales
sur w. Ainsi

mf[f_ (;’ +...+g{’)]2dm
=/ [F—P0+ 12]2 o = f [f—Pildz+ f (Z)zdw

d’olt, la sommation se faisant sur les w tels que |o| =277
;’mf[f— (;‘ +...+;1’)]de = ;‘!U—Ph]zdw;wf(;’)zdm

que nous pouvons écrire aussi avec les o’ tels que |w'| = 27'+1:
;wf’[f- (;‘ ot g{‘)]zdm = “me[f-—Pk]de—l—;’mf(Z)zdm

Mais les fonetions f—(}'+...4+ ) et I sont orthogonales sur «’,
0 v—1 1

(ZD: +..+ g)]qdm—{-wf(g)zdm

, > sont les polynémes de Walsh obtenus successivement

w) est éerit

d’ol

mf’[f— (;’ +...+g;)]2dm = mf’[f—

et d’ol
I3+t S)fas
-3 Ju-rrass 3 j(Sa 3 [ (5]

o o -1
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Nous éerivons maintenant
S I3 4t S = 3 (- (3 4+ s
et nous poursuivrons pour arriver finalement &
Of fras = 3 [Uf—Pulda+t
+ 3 [(Sfaes 3 [(Sfart..+ 3 [(S)ao

() o)
de sorte qu’en posant

B (z) = P (@0)?

Tew
a, | oz =27
a,, primitif pour o
nous obtenons

1 1

[BY(@)de < [fi(= 2<1

0 0

et en appliquant le théoréme de Beppo Levi & la suite B (» = 1,2, ...)
qui est croissante vers

(2:6) Bu(w) = D (@0)?
%o ﬁf:,prlmiti( pour w

nous avons

1

[Bu@ds <ot <1
0

(2.7)

de sorte qu’en posant
(2.8) Xy = {e(0, 1)* | Bp(z) > bx"}
nOUS avons

(2.9) 1 X < by

Pour des raisons techniques nous allons augmenter ’ensemble des
w;, de la fagon suivante. Nous posons

Wy, _g = (—2,2), W_y,.1 = (—2,0), Wy, = (0,2)

et pour » 3= 0 nous.décomposons w, _, = (—2,2) en 4-2" intervalles égaux
w;, numérotés de la gauche vers la droite (j = —2-2, —2.2"41, ...,
2-2°—1) de sorte que mnotre nouvelle notation coincide avec l'ancienne
pour ceux de nos intervalles qui sont inclus dans (0, 1).

Studia Mathematica, t. XXVIII, z. 3 10
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Nous posons maintenant n[w;,] = n pour tout entier > 0 8i » = —1
ou —2. Dans toute la suite » sera restreint & w,,, f est prolongée par
périodicité &4 o, _, de méme que les fonctions de Walsh et Wn (W, 1)
sera par définition w,(t) sur w;, si » < 0. :

Pour zewy, = w;, avee v < 0, la somme de Fourier-Walsh modifide

(w50 0, f) = ﬁ‘— m f FO)1a(t) 80 (—1)

(0n(w—t) étant prolongée par périodicité vis & vis de la variable ¢) n'est
autre que s;((0,1)% =, f)- A chaque o = w;, = Xj nous associons lin-
tervalle wp,_» © w;, ce qui est possible avec 'extension que nous venons

de faire de Pensemble des w;,. Désignant par X} la réunion de tous ces
intervalles associés, nous avons, avec (2.9)

(2.10) |XE] < 4by.

Supposons que o < wy,, @ ¢ X, il existe alors zew avec v¢ Xy,
d’ol By(z) < bz, dotx (Z)‘ (6.)2 < b, et de 13, si v, est le nombre des

termes de Py(2, w), nous avons, puisque b < |a,|, Vindgalité »,b} < bt
done

(211) o = wyy, o & X; = v, = nombre de termes de Py (2, ) < bg®.

Définissons l’ensemble § comme I’ensemble des points xe(0, 1)*
appartenant & un intervalle w < w,, tel que

(2.12) [P@)de > ¢|ol

et & chacun de ces intervalles o = w;,, associons Vintervalle oy, _, > w;,.
Désignons par 8* la réunion de tous ces intervalles associés. D’apr’és
(2.12) nous avons
1
I8le < [ f(2)de = &,
0
d’ol [8] <& et par suite

(2.13) 18% < de.

8i 0 < wy, avee o ¢ Xy, il existe sew avec z¢ X3 d’oll, comme nous
Tavons déjh vu

(3a)? < b5*

de 1 @

IPk(m, w)] < (Z: ]a,m] < [,ﬂkz‘(am)z]lli! < [(bl:a)(bl-c-l)]llﬂ _ b;z‘
@) )

icm®
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Aingi

(2.14) o ¢ Xp = |Py(a, 0)] < D) ad < i

(@)

W < W5

M, désignera l'ensemble des o tels que w < w,, avec o ¢ Xp v 8.

§ 3. Les couples permis. Nous commengons par considérer en-

semble F; des couples
¢ = (n,0), weMyn entier >0,

pour lesquels Py(2, w) contient un terme a,w;(x) primitif pour o avec
o] = n.
Nous pouvons écrire

1
D lal= > s {(@rle)
(@)eFg (. @)eF

ol a,w,(2) est primitif pour o avec Alw] = n. Puisque |a,| > by, nous
avons 1/(a,)? < bi? d’ol

Dol <t Y (@)e]

(n,0)eFy, (n, @)eFy,
Or
1
D (@)lo| < [ BP (@) <1
(n,w)eFy, 0
lojz>2—% .
d’ol
(3.1) D o] <BE™

(m,0)eFy;

Définissons maintenant un ensemble F, de couples (n, ») plus vaste
que By, dans les rubriques (F,) et (F,) suivantes.

(F,) Si nous avons un couple ¢ = (n, w)eFy, nous lui associons les
couples ¢ = (%, @) tels que <M} et tels que nous puissions trouver un
indice 4, de Pi(x, w) de sorte que

(3.2) o < o,

Puisque Py (%, o) a au plus b;® termes, nous voyons, avec (3.2), que
le nombre de possibilités pour 7 est < (2b5°+1)(bx’)» si » est le nombre
des longueurs possibles pour @. Nous avons

6] = b lol,  [—2u[6]] <BE™.

el

1
T = Wlo| = 2"~ 1 <" = 2" <bg" = v < Cte log (T)

%

Done: le nombre de possibilités pour # est < Ote by *log(1/bx).
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(F,) 8i nous avons un couple ¢ = (n, w)eFy, nous lui associons leg
couples ¢ = (7, &) tels que @ <My et tels que nous puissions trouver denx
indices 4,, 4, de Py(z, o) de sorte que
(3.3) 6 < o, P < a—20] [0] < 4057 |i—2,[6]] < b5,
et de la, pour chaque couple (4,, A,) fixé, le nombre des longuenrs possi-
bles des o vérifiant (3.3) est < Ctelog (1/b;). Pour chacune de ces
longueurs possibles ||, le nombre des 7 tels que [—2,[0]] < bg™ est
< 205", ainsi

2 o] <

(30 associés dans (Fb) & e=(n, 0)elly,
|a} fixée, (Ao lm) fixé

<ol (Che b ),

d’ott

[ 1
[o] < |o| (Ctebj;) (Ctelog (b—)) < Ctedg o],
(7, @) associés dans (Fp) & e=(n,0)eFy; k
(A dy) fixé

et par suite

D o]

i, @) associés dans (F
(@ )ac (7, 0)eFy. o)

< Ctebz ¥ |w),

Mais nous avons aussi

3] < Cbeb o],
(15 it fape P

En effet, le nombre » des possibilités de longueurs de & vérifiant
® < o avee |®| > bl |w| vérifie

27T = g Otelog(b )

et nous avons vu que le nombre de possibilités pour 7 est
log(1/b;) de sorte que

~ _ 1 -y -
Z |m[<0teb,c“Log(_b;) 2 16|

(%,®) associés dans B, ace tel quiil
& e=(m,@)ek existe 7 de fagon

que é , &) soit,
associ6 & (1, ®) au

sens de Fa.

< (Cteb,: Blog (%)) (Ctelog (?1-)) o] < Ctedz ¥ |w|.
k

< Ctebz

icm
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8i nous définissons alors Fj comme la réunion des couples (7, @)
obtenus dans F, et F, nous obtenons ainsi, avec (3.1)

(3.4) D' |o) < Ctedz .
(@, 3)eFy,

Conséquence de la construction précédente. Supposons que le couple
¢ = (n, w) avec wedl; vérifie ¢4, et supposons que Pr(x, w) contient
au moins un terme dont lindice 2, vérifie |n—2,[w]] < bi*’, alors nous
pouvons écrire, pour zew, Py, ) sous la forme

(3.5) Pr{@, ) = 01w;, (%) + 02102, (%) + i (2, @
avec les propriétés suivantes:

(3.6) ool < lou| < V5% 4, eb A, déterminds en ce sens que les 1estlieti0ns
A o des termes de Py(z, ) dont 'indice 1, vérifie |1, [w]—n| < bz *°
ne peuvent &tre que de deux formes au plus, aw, (v), @'w, (%)
(si 1a deuxiéme forme n’apparait pas, nous prenons g, =0 et
Ay tel que |A[o0]—n| < b7 A [ol— 4 [w]] =1) avee [, [w]—
—nly Ag[o]—n] < b et |h[o]—Alo] =1.

(8.7)  Qx(, ) est la somme des termes de Py(x, ) dont lindice 2,
vérifie |n—A4,[0]] = bp".

En effet, soient aw, (v) et o’'wy (x) deux termes de Pz, w) qui ne
sont pas dans Q(a, w) et soit » < w, < wyy avee aw; (x) primitif pour
wy, alors (n, wl)eFk si n, = A,[0,] et puisque (n, w)¢f1'k, daprées (F)
nous avons |A,—Allm| < 4 <1 Lo |A,[e]—4,[0] <1 puisque

o —20 o] < |Ag[o]—Au[0]]+2 < 2057 +2 < 4557,

d’olt (3.6), |o:] < br?® vésultant de (2.14).

A chaque ¢ = (%, &)« Fy (0 = w;,, v > 2) nous associons les couples
(474-my ©p,_s) O @, 5 2 wj, €6 m =0,1,2,3; si » =1 les couples
(241, wp,_y) O ., 5 D w, et m =0,1; enfin si » =0 le couple
(7 ®q,—2)-

Désignant par Fj la réunion de tous ces couples agsociés, nous avons,
d’apres (3.4)

(3.8) D el <

F*
(n,0)e I

Remarque 3.9. Soit ¢ = (n[o], w) donné (8i © ¢ w, NOUS SUPPO-
sons que o est soit w1, S0t wo _3) et supposons que c¢ i,

Supposons que pour chagque o' = o, 4|o'| = o nous amons o ¢ X,US8.
Supposons enfin que pour un certain choiz wy de ® avec w, = wq g le poly-
néme P° (P°(#) = Pr(x, w,) correspondant contient un indice 2° tel que

[ [wa]—nlog]l < b5

Cte bz ™.
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Dans ces conditions les quatre. polyndmes P correspondant ouz diffé-
rents choiz de o' contiennent Uindice A°.

Démonstration. Soit a’w,(») un terme de P° d’indice 2, ce terme
étant primitif powr un @; > w,. Posant ny; = A[w,] nous avons
(g, 0)eFy. Bn conséquence o] > 05" |w,| puisque |w,| < b5 ),
c’est-d-dire Jog| > b5 |o,| joint & [n[we]—A°[wy]] < bg ™" donne (d’aprés F,)
(nfwg], wo) eFy, done ceFf contrairement 4 I'hypothése.

Si le polynéme P qui correspond & o' < w, 4|w’| = |w| ne contient
pas a®w,(w) comme terme primitif pour w,, c’est que w, ne contient pas
o'y ce qui est’ impossible & cause de |w,| > by |w,|.

§ 4. Les partitions Q(c,!) et I’ensemble exceptionnel. Cet engemble
exceptionnel sera construit dans les rubriques (ex,), (ex,) et (ex,) qui
voifit suivre. N sera un entier >0 donné “trés grand” et la fonection f
est toujours supposée wvérifier (2.1).

(ex,) Considérons un couple ¢, = (n[wy], wo) (w, = Ojgngr —2 K<y
< Nf?" mais 8i w, 4 wy o DOUS SUPPOSONS que w, est soit w,_;, §0it w, _
7 entier > 0). Pour un entier I > 1 nous considérons la condition

Q(1): GOEF{—H: A*(ey) < by,
et si cette condition est satisfaite, alors nous construisons une partition
!2(00', ?) de w, an moyen des w;, (si ¥, < 0 nous construisons en fait une
partition de w,, que nous prolongeons par périodicitd). Cette partition
a les propriétés suivantes: '
(1) 1° wo=0;,e0(¢,1) =v=90t+2etw c o, 0| <277 = A ()
< bp_;.
2 Blo = w;,eQ(c, 1) et si |o| > 277, alors il existe w;,,; = o,
. tel que An[Mj:,v+1](wf’,v+1) = bl_.l-
3% w;,e(¢,1) =v < N.
La construction d’une telle partition 2(¢, 1) se fait par étapes.
ar
17 étape. Nous prenons les Wip12 @y Pour lesquels le 2° est vérifié.

51 o9 . T .
5%l n’en reste pas, la construction est terminde. Sl en reste nous pro-
cédons & la

2y

Zé“zeétape. Nous prenons les )40+ inclus dans les intervalles restants
de la 1 étape pour lesquels le 2° est vérifié. 8%l n’en reste pas, la con-
si?ructmn est terminée. il en reste, nous procédons 4 la 3°™° dtape eb
aingi de suite. .

] La construction est achevée au plus tard & la N — 9, —1%¢ étape.
8i zewy, nous considérons les o — w;,€Q(¢,, 1) pour lesquels intervalle
Wy 1 D @j,s vérifie zew;,_;. I est clair qu’il existe de tels w;,, par
exemple P'intervalle w;,eQ(cy, 1) tel que Xew;,, mais nous choisiro'ns [

de facon que ley,._y| aib la plus grande valeur possible et nous poserons
@ (0) = wj,_;.
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Notons les propriétés suivantes de wy(x):
(4.2)  1° @ewy(a), |wo(@)] < oyl
2° wy(z) qui est par construction de la forme wj,_; = wj, v @iz,
avec w;,eR(6y, 1) est réunion d’intervalles de 2(cy, ).
3° 8i wy(2) = »' < w,, alors o’ est réunion d’intervalles de 2(¢,, I)
et 8l 0 < 0 < w, ol

o
w = co,-,»’,,,. Wiy g,y

alors pour tout few’ avec i¢w’, w,(f) se trouve inclus dans I'un
ou lautre des deux intervalles wj. ,~ejr y,m.

Te 1° est immédiat. Le 2° résulte du fait que s'il n’est pas vérifié,
c’est que sy, est strictement inclus dans un intervalle de Q(c,, I) lequel
contient nécessairement w;,_; et nous avons une confradiction avec le
caractére maximal de |w,(z)|. Le 3° se démontre par un méme argument.

(ex,) Considérons toujours ¢, = (n[wy], w,) avec les conditions de (ex,).
Pour zew, nous prenons la somme de Fourier Walsh modifiée

1
(4.3) 311;[%1(“’0; z, f) = W ff(t) Wniwg (o, 1) 5%[«:0] (e, x—1)dt.
o
i Soit ' tel que wy(®) © o' = oy, ©' étant, comme nous savons, réunion
d’intervalles de Q(¢y, I). Posons |w,| = 27", 0’| = 27, vt =psiv =0,
»t =0 si »< 0. Nous avons, avec 6 = +1
6 1 ’
(4.4) Shiag (o, @, f) = W ff(t) W) (@5 1) Onpar (@', 2—1) di+
+ By (@) +Hujug ()
- 1
Ryjug) (z) = ‘lw—l fEﬂ{mo](t) 5n[mo]-z""’-"5n[m’](wn; z—1t)dt,
0 oy N
(4.5) Hiyogy ()

1
= TC;]‘ f [f(t)wn[mo](wm t’)“‘En{wu](t)] 6n[mo]_z”’“—’5n[m’](wm z—1)dt,
o
“

1

= ao(0)]

f F U)Wy (00, 1) .

@p(t)

Eﬂ[wu] (t)
D’aprés (4.2) 3°, sur chaque wy (), 1a fonetion Supug o301 (@0 —1)
est constante par rapport & u de sorte qu’avec

f[f(u)wﬂ{wu](woa u) —En[a,ol(u)]du =0

@y(t)
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nous avons dans tous les cas

(4.6) Hypo (%) = 0.

Par ailleurs, si wy(t) = oy w wpp,,, en intégrant sur
nous obtenons:

[Bngag) (8)]

iy €l Wjepy,ye

< 2] gy (@505 ) A2l gy (@540, 5
< 2A-n[mj«.,»] (wj",v’) +’2An[w7u_i_1",r] (w:"‘+ l,v’) ’
done, d’aprés (4.1) 1°
(4.7) [ Bngag (3] < by
Revenons aux notations du §1 en écrivant:
nlog] = &+82 4 g, 2V
o
(C,‘ =0 ou 1, j = 0, 1, ey Nn[wo]CN

nfwg] = 1)
nous voyons que R, (x) est une somme, au point xz, de

. nlwg]

G(t) = 2 i Ay, En[w0]5 1),
k=0

Kp. de’isignant un nompre > 0 ne dépendant que de p (1 < P << oo) mais
q;nln fst pas (necessalrement toujours le méme, d’aprés le théoréme (1.10)
et 6 lemme (1.20), T'(6) (T ayant, pour w,, la signification qu'il avait
pour (0,1)* au §1) satisfait ’ N !

IT(@)p < Kp(4b1,)  (am sens de w,)

@olt Pinégalité

bﬂ
(4.8) [{@ews| T(@)(2) >y > 0}| < K, ; |eool 5
nous poserons
(4.9) Vie) = {mewy| T(G)(w) > b}
de sorte qu’avec (4.8) nous avons
(4.10)

[V (eo)l < Ko (Dr)P" |any) .
Nous retiendrons que nous avons

(4.11) @ewoy DIV (0) = |Rupuyy (0)] < T(G) (w) < BIY,

z:ﬁren?rquons que l'introduction de estimation (4.8) & la place d’une

o mation de type (1.22) provient du fait que Ry, () dépend de o’
ors que V(e,) ne dépend que de c,, 2(c,, 1) et f. ’
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(ex,;) Dans (ex,) les couples (n[w], w) étaient ceux vérifiant les con-
ditions (C) et 2(1) si (C) est défini par

o-N+t2

(€) o ¢ wyy >0 =00y, 00 =0, _,etlo=2

Considérons la condition plus faible:

(C) o ¢ g F0=0,_ 1 0 = w_g

8i ¢ = (no], ©) vérifie (0) et si o ¢ §*, pour chaque w' = o, 4|o’|
= |w|, nous avons

1
~_,ff2(x)(lm<e
ol J

et en choisissant convenablement o’

1

lw

|ew

Ax(0) < Cte——lT [1flaz < Cte[ ; ffz(x)dm]m< CteVz,

d’ol1 la possibilité de définir une fonction L = L(e) (L entier > 1) crois-
sante avec 1/e, tendant vers Uinfini avee 1/z et telle que ¢ = (n[w], )
vérifiant (0), o & 8* = 4*(¢) < by du moins si nous ne considérons
que des ¢ inférieurs & un nombre > 0 fixe assez petit ce que nous ferons.
Posons

[-~]
(4.12) v=U[ U Vi),

1=L ¢ vérifiant

(©) et 20

(C) et (1) définissant un sous-ensemble de F7,;, nous avons, avec (3.8)
et (4.10)

- .
(4.13) VI < Ep D) 0P (brs)
=z

Utilisant b;,, = (b;)%, nous voyons que la gérie du second membre
de (4.13) converge si nous fixons p tel que p/2 > (16)(19)+1 ce que nous
ferons.

Dans ces conditions nous définissons ’ensemble exceptionnel E par
(4.14) E=8uX* 0oV o X*=|JIXr

k=L

Bien que E depende de N par l'intermédiaire de V, d’aprés (2.10),
(2.13) et (4.13) oiL p a été fixé comme dit, nous pouvons trouver une fonc-
tion y(e) indépendante de N telle que

(4.15) Bl < yp(e) avec y(e) =0 (e—0).
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§ 5. Trois propositions fondamentales.

PrOPOSITION 1. Soit un intervalle o = w;,(v > 0) et gel?(w).
posons que nous ayons un entier n >0 et trois nombres

Sup-

Gy M (G=0,p>

[ewar

w

0, M >1)
tels que

< 6o)

avee |m—n| < M = |a,(w, 9)] < p; alors nous avons

G
Ay (w, g) < Cte [y+~jf].

Démonstration.

Anlo, g) = ,;_; |an+,]$ = 2 + Z

<M =M
D’aprés Phypothese

o 1
< Ctep (Ote = 2 1—{—12)

lij< 21 le—oo

E 1 e ¢
< ——| <cte—
G[ Z (1+12)2] Ote 5

=M

et
oo

<[E"’] [22 1+P2]

Hi=M n=0 =M
d’ol la proposition.
' Avant propos aux propositions 2 et 3. Les propositions 2 et 3 qui
vont suivre sont tout & fait décisives pour notre but et ne sont valables
que si ¢ est pris suffisamment petit, ce que nous supposerons.
. ProrosrrioN 2. Hypothéses. Soit wew,, e soit un couple

6 = (Molwg], wo)  (m entier >0, wy = wj,,)

Supposons wew, & B ce qui se produit en particulier si mew,, ¢E.
Nous considérons Ventier 1 défini par

(6.1) by > A*(c) = b

(=1>L(s) daprés le §4, (ex,)). Supposons que cod s
Coneclusions. Nous pouvons trouver un intervalle w; > wy(w, = W1,10)

et un entter n, =0 tels que

(5.2)

e1 = (n[w,], ;) EF;:_;

icm
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et tel que
(5.3) |71 [wq]—q [g]] < b7

en outre st nous Posons ¢y = (Ny[w,], wy), 6t €= (Ny[wy], wy), NOUS aVONS

(5.4) !ISZl[mo](wu, @, f)| — |3;:2[m0](wo: &, f)” < Cte[A*(cp1)+A%(co,0)+01]
pour tout entier n, >0 tel que
[y [og] =75 [wy]] < by®?

done en particulier pour n, = ny. Plus simplement, si n,[w,] < by,
HOUS QVONS

(5.5)

(5.4) [Shywg1 (@os @, )] < Cte[A*(cy,1) + il
Démonstration. Soit wp o wy, 4|wg] = |w,] tel que A*(c)
= Ano[,,,a](w{,) et si |w,| > 1, nous pouvons prendre w; < 0,0+
Soit @' quelconque avec o' < wy, 4|0’| = || et désignons par P,

et P les polynémes P 4(w, o) et Py 3z, 0'). D’aprés la définition de
P nous avons

[y {0’ f—P)| < by.; pour tout entier n > 0.
done

(5.6) Ay (', f—P) < Ctebyy; < by,

dés que & est assez petit puisque I > L(e).
En particulier pour o’ = w, et n = n4[we], (5.6

A

pour tout n >0

) donne avec

nglwg) (w5, Py) = Ano[m{,](w:u h —A,,,o[a,{)](wf,,f— o)
I'inégalité

(5.7) Apaty (05, Po) = b—bya.

Montrons dés maintenant que le polynome P, contient des termes
dont les indices A’ vérifient |1’ [wq]—no[wo]] < biy3, ce qui, avec (1o wq],
w0)¢Fl+3 nous permettra de former la décomposition (3.5) de Py, que
nous écrivons

Py(m) = 01(wq) w1, (®) -+ 02 (o) w3, () +Qo (@)

Or supposons qie pour tout indice A’ de P, nous avons |3’ [eog]—m [ o]l
b1+3, cela s1gn1ﬁe en particulier que le développement de Fourier-
-Walsh de P, sur w, vérifie [m—mng[wg]] < b = am(wo,Pn) = 0. Nous
pouvons ainsi appliquer la proposition 1 & P, sur w, avee n = 1, [ g,
= b8, u =0 et G = bi}3 puisque |Py(z)| < by daprés (2.14), d'olt

(w ewy).

A“o["’ﬁ](m:); Pn) < Oteb%_,_a

et par guite
A*(0) = nglwgl (wl’n f—Py) ‘*‘Ano[wé](mc,n B,)

no[mo] (wo, f) <4
K by +-Obedls < by
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si ¢ est assez petit, ce qui contredit (5

1), Celd ébant, de (5.7) et de (3.5)
nous tirons '

bl'_bl—w = A“o[“’(ﬂ wo; Ol
< |Q1(wo)|Ano[m(,l(wo: w»ﬁ)‘f’ }Qz(w(’))lAno[ma]((’);: WA2)+AnD[m{,](fU('n Q)

Pour le dernier terme le calcul que nous venons de faire s’applique

d’aprés (3.7) et donne
Ano[wé](ml')) w;,) < Cte b?.,ua

et puisque
= [L4 (24 [eog] =g [e0g])’] "
avec une égalité analogue pour w,,, de |o( wo)|
—Jy[wp]] =1 mnous tirons

’
A-no[wé] (o, wﬂl)

N = loa(w)l et |2 [wg]—

bi—b1,2—Cte by, 5 < Cte|o (wo)} [L+ (A [wg]—no[g])]

soib .
| @1 ()|

(®8) 1+ (A [wgl—my[wq])* ~

> Cte bl

dés que ¢ est assez petit. Nous prendrong n, = 1, et puisque c’est un indice
de P, 50it @] > o, tel que P, contienne un terme primitif pour o d’indice
nyy alors (my[og], 0)eF; et 8 w, > o, avec || = 4|wy|, alors
(i), o)) eFy ce qui est précisément (5.2). Pour chaque o' < o,
4]o’| = [/, nous formons la décomposition (3.5) du polyndme P que
nous écrivons, pour e’
P (1) = 01(0") 200 (1) + 02(00") Wayan (1) +Q (1) = @ (o', 1)+ Q (1)

et d’apres la remarque (3.9), nous pouvons faire en gorte que pour deux
o' différents, les deux couples correspondantes (Al(w’), zg(w’)) soient
ou bien les mémes, ou sinon, permutés 1'un de I’autre. Nous avons

A*(1) = Anl[w'](w’;f 4, Je(@’s f)

mais d’aprés (5.6) nous avons

All[m] o', P)— All[w’j(w'7p—f)’

Aﬁl[m'l("-’,, P—f) by, = bt

et par ailleurs, nous reportant & (3.5), en tenant compte de A(w’)[w’]
% A(0')[@'] nous avons

A0’y P) > Aal[m'] (‘U'y Ql(wl)wll(m’)_i_Q%(wl)wlz(m'))‘—A'Al[w’](wll Q)

2 Aze (05 02(0") sy (a) —Aiygan (@, Q) > ¥l03 ()] — Aiypun (<, Q)

icm®
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puisque

1
;1,11[“,.]((0’, Wiy) =1 ou = }.

I+ (A [0’ ] -2 [0])

Pour tout indice A’ de ¢ nous avons

12 [0 =2 [0']] = X [0 T—nlo' ]| —lt[0'1—A [o']] 2 b5 —b7" = b
de sorte que la proposition 1 g’applique & @ sur o’ avee n = A [w'],
=0, M = bis, ¢ = b} et donne

. biy’
Ay (0, Q) < Cte I:bz—}:] = Cted],; = Ctebi’.

Regroupant ces résultats nous avons

A*(e0,1) > o ()| —Otedi —b;

soit encore

(5.9) lo ()] < Cte[A*(ey1)+b7].

Utilisant A*(cy,1) < CteVe qui provient de

) PO
(', P s[mm[fam] <V

nous obtenons avec (5.8) et (5.9)

|23 [g]—mo [00]] < 4 |Ax [wg]—10 [wp]{ +4 < 4[013951—1(1/;'}‘171)]‘]‘4 <b?
si & est assez petit, et ceci est précisément (5.3).

11 nous reste & montrer que sous la condition (5.5) nous avons (5.4)
(et (B.4") si ny[w,] < b7 ).

Si maintenant o' désigne lintervalle w = w;, tel que zew',4]w’|
= |w,|, les formules analogues & (1.17) et (1.18) appliquées & w, au lien
de (0,1)* pour la partition de w, selon les quatre w” < wy, 4|o”| = w,
donnent avee

Hyjpogy(®) = 0
et

(B gwg ()] )| < Cte A*(¢o,1)

Pinégalité

< 45D | By g (1] < < Cte %up |G 0 (@
:

185 g (005 25 ) — I8k o (@7 @, )| < Chie 4*(es,1)


GUEST


382 P, Billard

et une inégalité analogue avec n, au lieu de 7y et ¢, 5 au lien de ¢o,1- Noug
sommes donce ramenés i étudier ’

Hs;zl[m’](wI; m!f),"‘ ]S:z[m’](w'i .’U,f)”

< Isnl[w'](w,; wyf)“snz[m'](wl’ 2, )|
< [Snl[w'](w’, $yf“P>_3n2[w’](w'a wyf_'P)H‘ Isnl[w’](a’/, @, P)— . -
— Snyroy(0’y &, P)| = dy+d,.

Puisque P(l) =Py 4(t, o), les coefficients de Fourier-Walsh de

f—P sur o' sont de valeur absolue < bis, donc
dy < g [0']—n, [w/]bl-y-s
< (|7 [0p]—ma [y ]|+ 2)brys < (bl_3/2"|“2)bl+a < b
si & est assez petit. Puisque dans la décomposition P(t) = Pl 1)+
+@Q(0), tew’, les indices 2’ de Q vérifient
W o' ]—n,[o"]] > b52,
que
1 [ ]—no[0']] < |ny[w,]— 1y [wp]|+ 2 < b§
et qu’en passant par lintermédiaire de 7;[@'] nous avons une inégalits
analogue pour |n,[w']—n, [o]] nous voyons que
d, = [$nywr (@, 2, 9°)~8n2[m'](w’, 2, )| <2]o(w')].

Regroupant ces résultats nous trouvons (5.4) sous la condition (5.5)
(et (5.4") 8i ny[w,] < b7 et la Proposition 2 est établie.

Prorosrrion 3. Hypothéses. Les mémes que celles de la proposi-
tion 2 avec en plus

Jwg] > 2~ N+2,

Oonclusions. 11 ewiste @ o Wy, T entier

=0 et m entier avec
L<m<T tels que

(8.10) [ Lewe]—my[wo]| < Otedi?,
(5.11) & = ([5), ©) eFhyy,
(5.12) A*(E) < by,
P’aprés (5.11) et (5.12), Q(z, m) est définde et nous avons, pour cette
partition
(5.13) ©(3) < w, strictement
et enfin
(5.14)

A*(ey1) < byyy
8 6,1 est comme dans lg proposition 2,

icm®
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Démonstration (). Désignons par = ’ensemble des triplets (n, 0, k)
ol n est entier > 0, % entier > I, tels que les quatre propriétés suivantes
aient lieu:

2 0 D wy.

2y b <leb A* () < bk71 ol ¢,; est comme dans la proposition 2.

Zae [milwg] —nlwe] < 2 2 by ot 7, est comme dans la proposition 2.

=k

3y (n[w], 0)¢Fis.
Si A*(eg1) < by_y, alors (ny, 0y, 1)eX, o, étant comme dans la pro-
position 2. Sinon nous avons A*(ey,1) 2 b;_, et nous définissons % par

b < A*{e1) < br_,y

de sorte que L <k <l S8i 6 ¢F% 5, alors (ny, a, k)eZX, sinon, c'est-
-b-dire si ¢ ,¢F%,1, nous pouvons appliquer la proposition 2 % o1 & 1a
place de ¢, ce qui nous donne n, et w, et nous voyons que (n,, wy, k) e 5.
Nous avons donc ce premjer résultat Xz« @ et nous définissons le triplet
(7, , m) de la proposition 3 comme I'un des triplets (n, o, k)eX pour
lesquels % est minimum.

Vigiblement (5.10) est vérifié & cause de =, de |n; [wy]—n,[w,]] < b7!
et de

1
Dbt < Ctebi,
=1
(5.11) est vérifié & cause de 2, et Z,. Il ne reste qu’h vérifier (5.12) et (5.13).

Or supposons que (5.12) n’ait pas lieu, c’est-i-dire supposons que

A*(T) = by_;. Nous définissons alors l’entier k, L <<k < m, par
b < A*(2) < bey
d’ol (W, @, k)¢ Z.

Puisque (%, o, k) vérifie visiblement %, %,, 3, c’est que X, n’esfu pas
vérifié, donc que (@[w], w)¢F%, 4, de sorte que nous pouvons appliquer
la proposition 2 & ¢ & la place de ¢, ce qui nous donne 74, w;. Forl.nons
le triplet (nj, ws, k). Visiblement =,, %, ¥, sont vérifiés par ce triplet.
Par ailleurs

|91 [wg] =73 [wo]] < |0y [wo]—RLop]| 47 [we] —7n5 [ wo]|

1
<2 b7 ool —nalao])-

f=m

Pogons [o] = 277, Jw,| = 27" (» < »,), nous avons
20 n[wy]—ns[wy]] < [n—n5+2(27) < 27 [n[0]—ng[@]] +2(27)+2(27)

(1) De plus grandes analogies avec [1] apparaissent.
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d’ot, avec la proposition 2,

7 [ag]—ng (]| < T[] —ng[@]] -4 < bl 44 << 25!

dds que & est assez petit, ot done, puisque & < w,

)

1 !

I logl—ny[on]] <2 347 42057 <2 3Tp0

S Jeal

c’est-a-dire le triplet (ny, w4, &) vérifie aunss 3
avec la définition de m.
_ Reste & voir o(r) < w, strictement. §%1 n'en egt Das ainki, c’est que
®(2) > wy. Dans ce cas posons @, = @ (®); puisque [em,| > 2-N+2 par
hypothise, c’est que nous avons, d’aprés la définition de (8, m)

a ¢e qui est contradictoire

A*(@) > by
st 8 = (@[], ;)
Définissons alors ’entier % (L <k < m) par
b‘la < A-*(al) < blc—l

dolt (7, wy, 7c)¢)3_ d’apres. la définition de m. Puisque 3, X, 3, sont
véritiés par (@, o, k), clest que ¥, ne Pest pas, c’est-i-dire

(@lw,], a_)1)¢F?;+3

et done nous pouvons appliquer la proposition 2 3 &1 & la place de ¢, ce
qui nous donne %, et w, Formons le triplet

By gy &)
2y, Iy, 3, sont vérifids par ce triplet. Par aillenrs
”7'1[54’0]—"7/4[0)0“ < |my [wo]—7 [w,]| -+ [ lwe]—n, [w]]
1
<2 D07+ oyl —n,[o,]).
F=m
Comme 4 Pingtant nous trouvons

assez petit, d'ol =, en raison de J < m,
radiction avec la définition de m

[alwe]—mne[ewy]| < 205" si & est
et nous avons. encore une cont-
ce qui achdve la démonstration.

§ 6. Démonstration de
Walsh. Noug supposons g
tiong du § 5 soient valables

la conjecture de Lusin dans le gystétme de
suffisamment petit pour que les proposi-

et nous allons encore restreindre & pour avoir
de nouvelles propriétés. n sera un entier vérifiant 0 << n < 4272 on

0 <4 <1 sera une constante absolue déterminde plus loin.

Nous supposerons que Tewo, avee w¢ll et 6y, 0,, 0,, ... désigneront
des nombres valant +1.
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Définissony & > L(e) par
(6.1) b < A;:('Uo,—z) < bp_y

et montrons que nous avons (n, wy_,}eFi 5 si ¢ est assez petit. Bn effet,
8 (1, wo,_2)¢ Fiis, C'est que Py 4(t, 0,,) 1’2 pas de termes aw,(f) pri-

mitifs pour w,, et tels que [1—n| < by}, puisque sinon, d’aprés F,, nous
aurions  (m, wg o) e17'k,+3, d’olt la contradiction (, wy_s)eFE 4. Appli-
quant alors la proposition 1 du § 5 A f sur wy, avec u = Dios, M = D55,
G =1, nous obtenons

Al f) << Cbe by, +b;c0+a] < bz

§i ¢ est assez petit, d’ot A} (w, _,) < by ce qui centredit (6.1). Nous sup-
poserons en. outre e assez petit pour que

(6.2) (L-+Cte) b7t < $07%®  pour 1= L(e),

la constante étant celle fignrant an second membre de (5.10). Cela étant,
D((my wy,_g), k) = Q((n[wy,_5], 5,_5), k) est définl. Posons w, = wy_,()
et écrivons, conformément & (4.4) et (4.5)

(6.3)  si(w) = sn(wo,_9; %, f)

= Do ff(t)"l"n[wol(wm 1) Bugugy (0o T—1) B+ Rnpay o (@) +Hopa, o ()
“o

oly, A’aprés x¢F, (4.14), (4.6) et (4.11)

(6.4) [ By

1% principe darrét. Nous nous arrétons si n[w,] = 0 (e qui se produit

mo,_z](‘”)l <uly, H“[“’o,—a]'= 0.

en particulier si |w,| = 27¥*%) auquel cas le terme
0
o [ IO (00, g (o, o)
0
@y

est nul dans (6.3) et nous avons
(6.5) Isi ()] << B2,

8i nous ne tombons pas sur ce premier principe d’arrét, c'est-h-dire

. ~N+2 N .

8i nlwy] >0, alors nécessairement |w,| > 27, d’olt Af(co) > b,k_l.m

nous posons ¢, = (n[wy], w,) de sorte que gi nous définissons Ventier
= L(e) par

(6.6) by << A¥(ep) < bpy
nous avons
(6.7) Le) KT < k

et I'un oun DPautre des deux cas suivants se présente
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1% cas. ¢y« Ff ;. Dans ce cas 2(q,, 1) est définie et nous formong w, ()
Nous écrivons, conformément & (4.4) et (4.5):

(6'8) s;':(wo, 2 f) = 913'7;[:»0(10)]((“0("”)7 @, f)'i‘]‘)ﬂ.[mo(x)] (w) ‘{‘qu,[wo(m)](a}),

ol

1
3:[0)0](‘00: % f) = JTl ff(t)'wm[mn](wo: 1) an[wo](wov z~—1)dt,
o
“o

1
Stanen (@0 (), 2, f) =@ f () Waguyay (00 (), 8) Sngoggay (o (@), @ —1) a2
()

et ol, d’aprés a¢F, (4.14), (4.6) et (4.11), nous avons

| Bagag ey ()] < 0374, H gy () = 0,
d’on1
(6.9) sh(w) = ﬁzsz[mo(m)](wo(ﬁ), &z, f)+0(b%i21)+0(bllc/fl)-
2% ggs. ¢, ¢Ff, 5. Alors nous pouvons appliquer les propositions 2

et 3 qui nous donment ¢; = (ny[w,], @), 601 = (2 [@,], wp), & = (B[&], )
et m(L(e) < m < ).
Ce deuxiéme cas contient le nouveau principe d’arrét suivant

2% principe d'arrét, Nous nous arrétons si intervalle (n[wy] —3b737
n[wy]+3b7*%) contient 0.

Dans ce cas nous avons n[w,] < 172 et de 1a, d’aprés Iinégalité (5.3)
de la proposition 2 et (6.2)

’

M [wo] < |m[wg]—n [wp]| 41 [w] < b7+ 3b7%/2 < by *2
. @ou il résulte, d’apres Pinégalité (5.4") de la proposition 2
lszl[mn](woa z,f)| = ||3;1[w0](w0; , )| 83 (00q, , f)H < Cte[4* (¢o;1) +b1]
et toujours d’aprés la proposition 2
“3;1[%](“’01 @, f)|_[3;:[wo](wo; @, f)” < Ote[A*(eq,1) +4™ (¢g) +b1]
et de la, avec l'inégalité (5.14) de la proposition 3

(6.10) $1(2) = O (bp_)+0 (Br) +0 (B}2)) + O (b,_,).

8i nous ne tombons pas sur ce 2™ principe darrét, c’est que nous
avons nlw,] > §bi°" et puisque, d’aprés (5.10) nous avons

[T [we]~nlw,]| < Cteby.
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Cest que, d'aprés (6.2), nous avons 7[wy] > 0. L’expression Cte
étant celle de 'inégalité (5.10) et ¢ étant assez petit, nous pouvons éerire
81 |wy] = 2770

[—n| < 207 [wy] —n [0y]| +2 (270) < 2"0[Cteby +2] < 2"+ Cte by’

o+ 1 Cted;’ g1 12 e
= 2% nlw,] < 2072 Ctebi®)nwy] < 4Ctedi?n,
7 [w,]
d’olt
(6.11) L < 140tenis.
n

D’aprés Pinégalité (5.10) de la proposition 3, (6.2) et l'inégalité (5.4)
de la proposition 2, nous avons

(6.12) “S:[mu](wm @, il — is;[wo]((‘)f’? m;f)l!

< Ote[A* (cg1)+A* (7[00, o)) + A*(00) + by
olt A*(([w,], wy)} < bm_y Car w, > w(w) strictement, Q(@[w], »), m)
&tant définie ef, conformément & (4.4) et (4.5)
(613) k(25 1) = 0385, (w0, @, )+ Ry (@) + Hgy (2)
o, d’aprés x¢F, (4.14), (4.6) et (4.11)
(6.14) | By ()] < by, Ha (@) = 0.

Enfin s;[‘;] (, =, f) se compare selon le méme procédé 4 s;[;(m)] (o (@), @, f)
avec

(6.15) Som (@@ ) = 0485z oy (@ (), 2, F)+ B () + Hzz ()
ol
(6.16) [Baz (@)l <03y,  Hygle) =0

et finalement, d’aprés (6.3), (6.4), (6.12) jointe & l'inégalité (5.14) de la
proposition 3, (6.13) (6.14) (6.15) (6.16) nous obtenons

(6.17)
= 0535[;@)](0) (@), w,f)JrO(b%{z_l)—l—O(bm_l)+0(bz)+0(bi’31)+0(bz_1)~

Les deux cas possibles étant ainsi examinés, la pourswite des transfor-
mations est maintenant claire. Nous posons, Vewpression Cte étant celle
du second membre de (5.10)

sn (@)

l [2e]
(6.18) - = IJ (1+4Cteb}'?)

7

ol
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de sorte que st nous ne tombons jamais sur le gime principe darvés, Vinégalité
0 < n < A2N% (6.18) et les inégalités du type (6.11) montrent que les ex-

S NG — 9 ) rencontrerons vérifier
Pressions 5,,7[;)]((0, 2, f) (|o] = 277) que nous rencontrerons vérifieront toujours
0 << 282 de sorte quavec les inclusions strictes

g2 D Wy D W(X) D ... 0U WD WD w(E) D ...

le premier principe d'arrét Sappliguera et aw plus tord en atteignant un
intervalle & tel que |&] = 27N+

11 est d’autre part clair qu’il existe une constante absolue D > 0
telle que les constantes qui servent & définir les O successifs que nous
obtenons peuvent é&tre prises toutes <D de sorte que nous arrivons
finalement &

o0
(6.19) lsp(@)] < Cte > (b+b}")
I=L{g)—1
Sl ewg, 3¢, 0 < n < A2V et si ¢ est assez petit. N est arbitrairement
grand mais fixé, B dépend de N mais satisfait (4.15).
Ce résultat final met en évidence I'impossibilité de trouver une fone-
tion geL?(0, 1) telle que

{2 e(0, 1)]84((0, 1), 2, g) # O (1) pour # — oo} >0

puisque {we(0,1)]5,((0,1), 2, g) % O(L) pour n — oo} ne change pas en
changeant g en Ag si petit que soit 2 > 0.

De 14, nous tirons immédiatement que pour toute geL2(0,1) nous -
avons ,((0, 1), , g) — g(x) pour presque toub we(0,1), soit le théoréme
suivant: fimrea

TurorREME. Toute fonction feLl2(0,1) a sa série de Fourier-Walsh
presque partout convergente.
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