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STUDIA MATHEMATICA, T. XXVII. (1967)

Sur le comportement asymptotique
de processus de Markov non homogénes

par

BUI-TRONG-LIEU et M. DOREL (Lille)

Dans son article [3] cité en référence ci-dessous, Kozniewska a étudié
diverses notions d’ergodicité et de stationnarité des processus de Markov
non homogénes 4 un nombre fini d’états. Cette étude fait d’ailleurs suite
A une précédente (cf. [2]) sur des processus de Markov non homogénes
3 deux 6tats possibles. Il nous a paru intéressant d’étendre les résultats
obtenus, aux processus de Markov plus généraux, et c’est Pobjet de la
présente publication.

Il y a lieu de préeiser ici la terminologie employée (le sens du terme
“processus” varie en effet suivant des auteurs): Soient (%, ) et (%', &)
deux espaces mesurables, # (resp. #') étant une tribu (ou g-algébre)
de parties de & (resp. de Z"). On appelle probabilité de transition dont
le domaine de définition est ((.6%” , @), (%', #)) une application P: &' X
X B — [0,1] telle que VazeZ, P(z, ') est une mesure de probabilité sur
@ et que VAe#, P(+, A) est une variable aléatoire réelle définie sur
(%, #). Nous appelons processus de Markov (non homogéne & temps
discret) que nous noterons {(2:, &), Pyryidin, N désignant V’ensemble
des entiers > 0, la donnée d’une suite d’espaces mesurables %, Bo)heen
appelés espaces des étais, et d’une suite de probabilités de transition
{Piisihinw telle que VieN, Py, ait pour domaine de définition ((%:, %),
(Zi1s Bip)))-

Pour plus de commodité, convenons de noter u(dz) & la place de
du(x) lorsque nous avons affaire & une mesure y, comme cela se fait
couramment. Cette maniére de noter a 'avantage d’éviter des confusions
par exemple entre z et y dans Py ( dy). Ceci étant, V (s,8)e NxX N
tels que s < f, considérons 1’application Py s X By~ [0, 1] définie par

Pyy(z, A) = f Py g1 (2, Q%5 y) f Ps+1,s+;(ws+1’ dzss) - - -
Foia Zsto

o [ Pismiy, A)y V(@ A)eZs X B
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Il est clair que P,; ainsi définie est une probabilité de tramsition
dont le domaine de définition est ((.%"s, ABy), (%, .%)) et que Vs, u,teN
tels que s <<u <t

Poslw, A) = [Pyy(m, dy)Pusly, A), V(2, A)eZ, X %,
g‘il

Les processus de Markov que nous étudierons ci-dessous seront tels
que VieN, &; = & et que [ %, qui — nous le savons — est encore une
1N

tribu de parties de 2, n’est pas réduite % la tribu {@, Z}. Dans le cas
particulier olt, de plus, & = &, VieN et que P,;., =P, le processus
de Markov sera dit homogéne. Dans ce cas particulier, P,; ne dépend que
de t—s; elle sera notée P;_,. Nous noterons alors le processus de Markov
homogeéne par {(%, B), Pnlpx+, N* désignant Pensemble des entiers > 0.

Il est & signaler que pour des auteurs, “homogéne™ et “stationnaire?”
sont synonymes. Aussi, pour éviter toute confusion & ce qui va suivre,
nous ajouterons un K devant les termes “stationnaire” et “ergodique”
pour marquer le sens spéeial donné & ces mots (K-stationnaire et K-
-ergodique signifient stationnaire et ergodique au sens de Kozniewska
ou de Kolmogorov).

Le présent article comporte quatre paragraphes dont le premier est
consacré a la K-ergodicité faible, le second, & la K-ergodicité forte et
ses liens avec la K-ergodicité faible, le troisidéme, aux diverses notions
de K-stationnarité et leurs liens avec les notions de K-ergodicitié, et enfin
le quatriéme, & 'étude du cas particulier des processus de Markov 3 un
nombre fini d’états ol nous retrouvons les résultats de [3]. Ces quatre
paragraphes contiennent également un examen du ecas particulier des
processus de Markov homogénes.

I Processus de Markov K-faiblement ergodiques. Dans ce paragraphe,
comme dans les suivants, nous ne nous intéresserons qu’aux processus
de Markov non homogénes {(%, B)y Prtirhey ot les tribus 2, de parties
de % sont telles que la tribu intersection () 4, ne soit Pas réduite & {&, Z'}.

LN

L1. Définition. Un processus de Markov {(%, B:), Py hay €86 dit
K-faiblement ergodique si Vs €N, VaeZ, VyeZ, et VA 4,
leN
(L1.1) Hm [Py (x, 4)~Psy(y, A)] = 0.

lsdo0
Et étudions maintenant les propriétés de ces processus de Markov
K-faiblement ergodiques. -

L.2. PrOPOSITION. Une condition nécessaire et suffisamte pour quun
processus de Markov {(Z, )y Pogirhen s0it E-faiblement ergodique est

icm®

1';¢ocessu8 de Markov mon homogénes 255
qu'il existe, pour tout seN, une suile de mesures de probabilité {n&,}iﬂvt,
chaque msy 6tant définie sur By, telles que VaeZ ol VAstﬂ %, <
, o~

Hm [Pys(@, 4)—ms:(4)] = 0.
tsrtoo

Démonstration. 1° La condition est suffisante. Nous avonsg, Vse N,
une guite de mesures de probabilité {ns’t}tsNt vérifiant (L1.2.1). Alors,

8<i

VAe(N\ By, VaeZ (resp. VyeZ), Ve > 0, Hty(e, A, 2) e N* (vesp. Uiy(s, 4, y)
teN

e-ZV*) el que t >t0(£: A7 '7") = |Ps,t(w5 A)"ﬂs,t(A)|'< 8/2 (resp. t>to(57A7 y)
= | Pyi(y, A) —me1(A)] < &/2). En prenant 1,(s, 4,,y) = Max[i(e, 4, ),
t,(e, 4, )], nous avons immédiatement

[N A7 @z, '7/) = IPs,t(wa A)_Ps,t(yy A)l < e.

2° La condition est nécessaire. Supposons que (I.1.1) so‘it véri-
fide. Pour seN, soit une mesure de probabilité u, sur la tribu %,.
Posons

ot(4) = [ pa(dm) Pyy(w, 4), VAed,.
x

11 est clair que 7, est une mesure de probabilité sur #,. Nous avons,
VaeeZ, VAe( %y,
teN

tim. [Py (0, 4)—g0(A)] = i [Pyu(@, 4)— [ puld) Pae(y; A)]
t>too ’ tsto0 a

= lim [ [Py(@, 4)—Pyu(y, 4)1ps(dy)

{>-+oo gr

= [ lim [Pyy(, 4)—Pa(y; A)1ps(@),
& tortoo

d’aprés le théoréme de Lebesgue, car [Ps(x, 4)—Pg;(-, 4)] est une va-
riable aléatoire sur (%, %,) bornée par 1. Dol

0, VaeZ et VA ;.
: i

Lim [—-Ps,l(w: 4) -ns,t(A)]
tyt00
1.3. PROPOSITION. S% un processus de Markov {(Z, 33,)., _Pt,t Lihev €St
K-faiblement ergodique, alors il emiste une mesure de probabilité u sur %,
telle que VseN, VoeZ, et VA eth By,

lim
tst00

(1.3.1) [Ps,,(m; A)— [ p(d@y)Pouly, A)] =0.
x
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Démonstration. Le processus étant K-faiblement ergodique, la
condition nécessaire de L.2 entraine que la suite {my¢};n« de mesures
de probabilité, définies & partir d’une mesure de probabilité u sur 5,
par

os(4) = [w(@y)Posly, 4), VAed,,
&

est telle que Vo eZ, VA %4,
teN
ﬁfl [Po,x(w7 A)"”o,a(A)] = 0.
8400

Or, VseN*, m,, est une mesure sur %,; la suite de mesures {=,},
définies par 8

mu(A) = [ ms(dy) Porly, 4), VAed,
X

N
<t

est telle que VaeZ, VA %,
teN
Hm [Py (@, 4)—m54(4)] = 0,
{00

toujours d’aprés la condition nécessaire de I1.2. D’ou

lim [Pys(a, 4)— [ mooldy)Posly, 4)|
x

t—stoo

=Jlim [Puyla, )= [ u(ds) [ Pou(z, ) Paly, 4]

= lim [Pos(@, 4)— [ (@) Posley 4)] =0, Vaeo et VA,
© x

teN

. Le passage de la deuxiéme égalité & la troisidme est possible, grice
4 la remarque suivante: puisque P,,(:, 4) est une fonction numérique
#ymesurable et bornée, et puisque VBed,,

,f 15(y) s (dy) = moe(B) = [ p(de)Py (2, B)
L3
= [u(d) [Py(z dy)1sy),
x x
on a, d’aprés la définition de l'intégrale et le théoréme de Lebesgue,
If o5 (@) Pt (4, A) = [ o (d2) [Poa(2, dy)Pyy(y, A).
x x

L4. PROPOSITION. Une condition nécessaire i suffisamte pour qu'un
processus de Markov {(Z, #,), Py 1 oy soit E-faiblement ergodique est que
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VseN, Ho(s)eN tel qu'il existe une mesure de probabilité u, sur %, pour
laguelle

Jm [Puc(o, 4)— [ (@) Pouly, 4)] =0,
Vo o VAN B,
N

Démonstration. 1° La condition est nécessaire. En remarquant,
dans la démonstration de I.3, que

[ w(@)Porley 4) = [ 70,0(@y) Posly; 4),
z x

pour ve N* tel que v <, nous pouvons énoncer que, si le processus est
K-faiblement ergodique, il existe, VseN, VoeN, une mesure de proba-
bilité w, sur &, telle que VeeZ, VAe() %,

1N

Jim. [Pos(a, 4)= [ iml@y)Pays )] =0,

en prenant u, = m, pour v >0, et w, = u pour v = 0.
2° La condition est suffisante. Elle se raméne & celle de 1.2, en posant
VseN, VieN, t > s, et VAeB,;

[ 1o(@y) Py, 4)  pour v<t,
op(4) =1

w(4)
ot p; est une mesure de probabilité sur %;.

1.5. PROPOSITION. Une condition nécessaire et suffisante pour qu’un
processus de Markov {(%, B1), Poapihen 000t K-faiblement ergodique est

que VseN, VAe( B, pour toute suite croissamte d'indices {li}ra telle
N s<iy
que Py (v, A) converge quand k — + oo, Py, (y, A) converge vers wune

limite quand k — + oo, VyeZ, et

lim -Ps,ik(ml 4) = lim Ps,lk(?/, A).
Ksto0 k—st-00

pour 1<,

Démonstration. 1° La condition est nécessaire.
$tant K-faiblement ergodique, nous avons d’aprés 1.3,

lim [Py(o, 4)— [ p(dy) Pasly, A)] =0, Vsel, Voed, VA< %
x

Le processus

tstoo

Or; d’aprds la compacité de [0, 1], pour s,z et 4 fixés, il existe une
suite croissante d’indices {fi}zy dépendant de s @, 4, telle que la sous-
-suite {P,;, (@, A}z converge. Posons maintenant

QP (e, A) = kE? P,y (2, A)

Studia Mathematica, t. XXVIII, z 3 ) 3
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(’indice % dans l'écriture de QM (%, 4) symbolise la dépendance d’une
telle limite au choix de la suite {fz}; considérée). L’existence de la
limite de {Pgy (2, 4)}rav b la relation (I.3.1) entrainent P’exigtence et
Pégalité de la limite de la suite

{ [ #(@) Pos (9, D}y
x
Par suite, existence de la limite de
{ [ (@) Po gy, A}y
&

et 1a relation (I1.3.1) vraie pour tout z entrainent que ’ensemble des suites
croissantes d’indices {ti}rgy telles que {Pgy (%, )}y cOnvVerge vers une
limite, est indépendant de z, et que pour une telle suite {t}rav,

OBz, A) = QP (2', 4), Vet 2'cZ.

Done, QF(x, A) = nf¥(4), Voe®, ob a{?(A4) est indépendant de .

2° La condition est suffisante. Par hypothése, si {tx}r €5t une suite
croissante d’indices telle que {Pyy, (%, A)hroy SOit convergente, alors
Vo' e &, {Poy, (37, A)lrey €86 convergente et

lim P,y (2, 4) = lim P, (o', 4).
ksto0 Fmyt-00

Considérons la suite {P,;(w, A)—Psi(2’, )}y, o0 @ % a'. Alors,
<t

comme —1 Py, A)—Py(e’, 4) < +1, VieN, s <? et & cause de
la compacité de [—1, 4-17, il existe une sous-suite convergente extraite
de cettie suite. Soit {Pyy (¥, 4)—Pyy, (@', 4) oy cette sous-suite. On a done

lim. [Py (w, A)—Pyy (2, A)] = a.

k—s+4o00

8i nous considérons la suite {P,;, (¢, 4)}sa, alors on peut en extraire
une gsous-suite convergente {P&tkm(“’" A} ney. Par hypothése, Va'eZ,
{P,',km(m’, A)}mey €8t convergente et

mlililm-Pa,ikm(mv A) =m]_i)TmPa,lkm(m’7 4),
c’est-4-dire '
Jim (P, (@ 4) =Py, (o, 4)] = 0.

Dlow,
“ =£;Ifm [Ps'tk(m, 4)— "tk(wl’ 4)] =m1_i»I—Irloo[P”tkm{m7 A) hPB-‘km(m’; 4)] = 0.
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Done toute sous-suite convergente extraite de la suite {Py4(z, 4)—
—Py (', A)}M{ converge vers 0. Doit
<

lim [-Ps,t(my A)— 3,t(w'7 A)] = 01
test-c0

VseN, VA% et Vo et o', ce qui traduit la K-ergodicité faible.
teN
I. Processus de Markov K-fortement ergodiques. Dans ce para-
graphe, comme dans le précédent, il est supposé que les processus de
Markov étudiés sont tels que () %; # {0, Z}.
teN

IL1. Définition. Un processus de Markov {(%, 1), Pisyihien 5t
dit K-fortement ergodique si
lim Pgy(z, 4) = = (4),

tstco

VseN, VoeZ et VAe( %, ol m, est une probabilité sur () £, indé-
teN teN

pendante de z.
IT.2. PROPOSITION. §% wn processus de Markov {(%, %), Pis, i 08¢
K-fortement ergodique, alors
lim Pa,t(w; 4) =n(4),

tes4o00

VseN,VoeZ, ¢t VAe (N B;.

teN
Démonstration. Soient deux instants s et « différents. La K-
-ergodicité forte montre que VzeZ et VA (M) 4y,
leN

lim Pgy(w, A) = m(4) et lim Py i(w, 4) = =, (4).
testoco frto0

Comme {P,,(-, A)} forme une suite de variables aléatoires bornées,
) s<i

définies sur (Z, &,), convergeant vers m,(.4), le théoréme de Lebesgue
montre que (en supposant u <)

7 (4) = lim Pys(y, 4) = lim [ Puay, do) Pyy(w, A)
00 +oo
= [ Pusly; do) lim Pyy(; 4) = [ Puo(y, do)s(4) = 7, (4).
z —>+eo x

Un raisonnement analogue pour le cas % > s, montre que m,, = 7, = 7
et la proposition se trouve ainsi établie.

11 est clair que

I1.3. PrOPOSITION. La K-ergodicité forte entraine la K-ergodicité
faible.
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Introduisons maintenant une autre notion de K-ergodicité: la K-
-ergodicité de degré a, avee 0 < a < 1.

IL.4. Définition. Un processus de Markov {(Z, %), Pyipi}ey esb
dit K-ergodique de degré a, ol 0 < a <1, 8l VseN, Vaed, VyeZ, et

V.A € m ‘@i’
N

lim T [—Ps a+n(m7 A4) —Pa,8+n(f'/7 )1=0,

brtoo n=1

et g'il existe un entier positif #,(s, 4) et un réel positif K (s,
t > 4,(s, A) implique

Z [Posin(a; 4

Il est immédiat que

I1.5. PROPOSITION. La K-ergodicité de degré ael0,1] eniraine la K-
-ergodicité de degré o’ €]0,1], si a < o'.

I1.6. PROPOSITION. La K-ergodicité faible (et par conséquent, la K-
-ergodicité forte) entraine la K-ergodicité de degré o = 1.

Démonstration. Dire que la processus de Markov {(#, %;), Py sy }ien
est K-faiblement ergodique veut dire que VseN, V(z,y)eZ X% et
VA EzQ By [Poy(w, A)—Pgy(y, 4)] - 0 quand ¢ - - oo. Or nous savons

que la convergence ordinaire entraine la convergence au sens de Cesaro,
d’otr

A) tels que

ss+n('y7 A)] < K(.S‘, A) .

Jim ZEPS oon(@y A) =Py nly, 4)] =

D’autre part, il est clair que VieN,

‘— Z [Papsnlt, A

3, a+n(?/, )] i

Z I-Pu sin(®, A

Na=]

—Pasia(y, 4) <1.

Ce qui enfraine la K-ergodicité de degré 1.

IL.7. ProrosITIoN. Une condition nécessaire et suffisamie pour quun
processus de Markov {(%, &), Poy 1y s0it K-ergodique de degré a, od
0 <a <1, est quwil existe pour tout se N, une suite de probabilités {7s,then

<t
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ielle que
2 [Ps a+n(w; ﬂs,s+n(A)] =0, VreZ et VAe m .@t,
L—>+co 12 N

et qu'il ewiste un eniter positif to(s A) et un réel positif K (s, A) tels que
t > 1,(s, A) implique

11
1
F 2 [Ps,a-q-n(my A)
n=1

Démonstration. La suffisance de la condition découle de

—n,,M,,(A)]‘ <E(s, 4), VaeZ et VA B,
IeN

ia Z[Pss-i-n @y A)— 8,841 (¥, A)]\

Ne=1

1
< 72 [Paasn(®, 4

i
1
*“s,s—t.n(A)] ' + F Z' [Ps,s+n(y: A)—Ws,s-q-n(-A)] ’

VoeZ,VyeZ et VAe( %
1N

La condition est nécessaire. Soit {us},q une suite de mesures de
probabilité, telle que pour seN, u, soit définie sur Z.

Posons
Toopn(d) = j s (@0) Pygyn(y A),  VAcByn.
Alors,
Z [Pss4m (w, A ns,s+n( )] '
n=1
1 t
< ?{ g [Pa,s-q—n(my A)— J‘ [‘s(dy)Ps,s+n(?/7 A)]l
1 <
<[5 D [Pussntas ) =Pusintr: )] malan) <K, 4),
x =1

VaeeZ et VA %,
teN
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D’autre part, le théoréme de Lebesgue montre que

t
.1
Jm g5 3 CPusa6 )= 4)]

[
.1
= [ Jim = 3 Pocin(@, 4)~Posiny A)e(dy) = 0.
k2 t—'+°°t n=1

Ce qui achéve la démonstration de la proposition.

Nous verrons au § IV, que la K-ergodicité de degré o s’exprime trés
simplement dans le cas des processus de Markov & un nombre fini d’états,
et que nous retrouverons dans ce cas particulier, les résultats correspon-
dants de KoZniewska.

Etudions maintenant la K-ergodicité des processus de Markov homo-
génes, c'est-d-dire des processus de Markov tels que VieN, &; = & (et
dans ce cas tﬂ By =B); VieN, VoeZ, ot VAcH, Py (v, A) = P(z, 4)

N
(et dans ce cas Pgy(w, 4) = Py_4(», A)). Un processus de Markov homo-
géne sera noté {(Z, &), Pplyen )

Nous avons besoin ici, de définitions un peu plus fortes que celles
déja données ci-dessus.

IL.8. Definitions. Un processus de Markov homogéne {(Z, &), Ppluays
est dit:

1° K-faiblement et wniformément ergodique, i Vo et ye&, VA, ot

Ve >0, il existe un entier positif n,(s) tel que
1> my(e) = |Pu(@, 4)—Pyly, 4)] <e.

2° K-fortement et uniformément ergodique, si Vawel , VAe# et pour

tout &> 0, il existe un entier positif n,(c) tel que
n > my(e) = |Polw, 4)—a(d)| < s,

ol % est une mesure de probabilité sur 4.

Nous avons alors le résultat suivant:

I1.9. PROPOSITION. Un processus de Markov homogéne (%, B), Pulnay
K -faiblement et uniformément ergodique est K-fortement ergodique.

Démonstration. La K-ergodicité faible et uniforme entraine Dexis-
tence d'une suite de probabilités {7n}ney définies sur Z telle que

VoeZ ot VAeB, lim [Py(w, A)—m,y(4)] =0, (cf.1.2),
N—stoo

cette limite étant uniforme par rapport & @ et 4 A. En effet, prenons
(@’aprés la condition nécessaire de 1.2) la suite {m,},o définie par

m(d) = [u(dy)Pa(y, 4), VAea,
x
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ot u est une mesure de probabilité sur #. Alors Vo et yeZ, VAR et
Ve>0, Hnyg(e)eN tel que n > ng(e) = [Pulw, A)—Ppr(y, 4)| < &; ce qui
monfre que

[Pa(w, 4)—7n(4)] < [ p(dy) |Pale, 4)—Paly, 4)| <.
&
De la suite {Pp (@, A)}nen+, On peut extraire une sous-suite {Py, (%, 4)}rav
convergente et par suite de la K-ergodicité faible, nous avons la con-

vergence de la sous-suite {m,, (4)}ry et celle de la sous-suite {Pn, (¥, 4)}uey
pour tout yeZ et 1'égalité des limites, c’est-a-dire

lim Py (@, 4) = lim 7, (4),
ks>to0 k—otoo

limite que nous noterons zf(4). Alors VA& et Ve > 0, il existe un
entier positif nf(s, 4) tel que

ny, > (e, A) implique |, (4) 2 (4)] < &/2.

D’autre part, d’aprés ce qui précéde, VoeZ et V.AeH, Hn,le)e N*
tel que # 2> ny(e) implique |Py(z, A)—m, (A} < €/2.
Posons

ni(e, 4) = Max[ni(e, 4), no(e)];
alors ny > ni(s, A) implique
||Puy (@, 4)—2 (4)] — |72y, (A) — 7 (A)]] < [Py (8 A) =70, (A)] <%,
d’ol

[Py 4) —(4)] < - + [y (4) 2 (4)] < e,

et ceci VaoeZ dés que ny > mile, 4). Done

lim Py, (7, 4) = 2f%(4)
k—>+to00

uniformément par rapport & w<Z. Par conséquent, » > ni(e, 4) implique

|Po(@, A) —a®(4)] < [Po_ni(®, @) [Pay(y, 4)—a(4)] <e.
x

Done, en notant m(4) = a™(4), VAP, on a
lim P, (%, A) = n(4)

N—+-c0

uniformément par rapport & weZ.
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La fonction d’ensembles x est, de manidre évidente, une application
de & dans [0, 1], additive et telle que = (%) = 1. Il nous reste 4 démontrer
sa o-additivité. Pour celd, montrons que = satisfait & la propriété de
continuité monotone séquentielle en @, clest-A-dire que si {Am}yay est
une suite d’ensembles Z-mesurables telle que 4, | @ quand m — + oo,
alors

lim #(4dn) =0.
M—p-00

D’aprds la définition de la K-ergodicité faible et uniforme, Vz et
yeZ, VAeRB et Ve > 0, Hny(s)e N* tel que n = ny(e) implique | P, (2, 4)—
—P,(y,A)| <e/2. En particulier, n= n,(¢) implique [Py (@, 4) =P (y, 4)|
<ef2, Vo et yeZ, et VAed. P, étant, VzeZ, une mesure de proba-
bilité sur #, vérifie done la propriété de continuité monotone séquen-
tielle en @, c’est-a-dire il existe un m, (e, 7y, %) e N* tel que m > my(e, n,, v)
implique Py, (2, Am) < ¢/2. Puisque les my(e, ny, ) sont des entiers posi-
tifs, il existe au moins un ze% tel que

my (&, Ny, 8) = ]'.Ug Mo (&, My, T) = my(8, ny).
e,
Pour un tel 2, on a donc VyeZ et VmeN*,
&
[Py (2, Ap) =Py (y; An)| < 5
Dot m > my(e, ny) implique
€

Py (Y, Am) <—2— FPp (2 Am) < &, VyeZ.

Par suite, VareZ, ®ny(s) et mq(e, no) tels que n > ny(e) et m = myq (e, ny)
impliquent

Polw; Am) = [ Po_ny(@ AY)Pay(y; An) <.
x

Done,

lim #(4,) =0,
Mep-t-00
ce qui achéve la démonstration.

Examinons maintenant les liens entre la clagsifieation des états d’un
processus de. Markov homogéne telle qulelle a été faite dans [1], et les
(‘hverses notions de K-ergodicité déja introduites ci-dessus. Rappelons
& ce propos qu'un processus de Markov homogdne {(%, B), Pplne o586
dit vérifiant Vhypothése (D), s'il existe une mesure bornée ¢ définie sur

la tribu %, avec ¢(%) > 0, un entier ye N* et un &
>0 tels que VoeZ
VAed, Pz, 4) <1—e s p(4) <e. ’

icm

Processus de Markov non homogénes 265

Nous avons les résultats suivants:

IL.10. ProPOSITION. 8% wun processus de Markov homogéne
{(Z, B); Pulney~ st K-fortement et uniformément ergodique, alors il n'a
gu’un ensemble ergodique sans sous-ensemble cyclique.

Démonstration. La K-ergodicité forte et uniforme montre que
VoeZ, VAcZ et Ve > 0, Hnye) e N tel que n = n,(c) implique [P, (z, A)—
—n(4)] < & ol » est une mesure de probabilité sur #. Par conséquent,
n 2= mny(e) implique P,(#, A) < w(A)-+e Alors, le processus satisfait
4 I'hypothése (D), car pour 0 < e <<%, VoeZ, VAB, Anylc) tel que
7 = ng(e) implique P, (2, 4) < mw(4)+e<1—e, si m(A4) <e. Or sous I'hypo-

thése (D), VoeZ, il existe une probabilité @ (=, -) sur & telle que VA <4,

n

0@, 4) = lim — 3 Py(0, 4)

Ny 00 =1
La K-ergodicité forte entraine que Vo eZ, et VA4,
lim P,(z, A) = n(4) = @Q(x, 4).
N—>+o00

Par conséquent (cf. [1], p. 214), il existe un seul ensemble ergodique
sans sous-ensemble cyclique.

II.11. ProposSITION. Soit wn processus de Markov homogéne
{(Z, B), Pulpar vérifiant Vhypothése (D). Une condition nécessaire et suffi-
sanie pour qu'il soit K-fortement ergodique est qu’il n’ait qu'un seul ensemble
ergodique sams sous-ensemble cyclique.

Démonstration. Elle découle de la définition de la K-ergodicité
forte et du fait que, sous Phypothése (D), une condition nécessaire et
suffisante pour que le processus ait un seul ensemble ergodique sans sous-
-ensemble cyclique est que lim P, (2, 4) = =(4), oit = est une probabilité

Tb—+-00

(cf. [1]).

sur #.

En réalité, on obtient un résultat meilleur, et c’est ce que nous
verrons au § IIL

II.12. ProposITION. QSoit wn processus de Markov homogéne
{(Z, B)y Pplnens Vérifiant Phypothése (D). Une condition nécessaire ot suffi-
sanie pour que le processus n'ait gwun seul ensemble ergodique avec ou
sams sous-ensembles cycliques est qu'il existe un a<]0, 1] tel que le processus
soit K-ergodique de degré a.

Démonstration. La condition est nécessaire. La K-ergodicité de
degré o entraine la K-ergodicité de degré 1, c’est-d-dire VaeZ, VyeZ
et VA,

1y _
n]iTJZ [P(@, 4)—Pn(y, 4)] = 0.

M=1
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L’hypothése (D) entraine, Vo e %, I'existence de la probabilité Q (s, -)
sur &4 telle que

n

Pn(z,4), VAeR.

Mm=1

Ceci montre donc que Q(z, ) = Q(y, ), Vo et yeZ, c’est-d-dire que
Q(z, ) est indépendante de x. Par conséquent, le processus n’a qu’un
seul engemble ergodique.

La condition est suffisante. Sous I’hypothése (D), si le processus
n’a qu'un seul ensemble ergodique (méme avec des sous-ensembles cycli-
ques), alors

1y
ngng;gzﬂm(w,m = m(4),

et gue cette limite est uniforme en « et en 4 (ef. [1]).

Doty Ve > 0,
Hn,(c)e N* tel que n > my(e) implique
t~2u>m(w, Pl 41
<|—2[P 5, 4)— 1’+‘~Z[Pmy, —n(d)]) <.

D’on la K-ergodicité de degré 1.

III. Processus de Markov K-stationnaires. Dans tout ce paragraphe,
les processus de Markov étudiés seront supposés é&tre tels que VieN,
B =B #{0,%}. Il gen guit évidemment que [ F, = 4.

TN

IIL1. Définitions. Un processus de Markov {(Z, 8), Py ihay 056
dit: '

1° K-stationnaire §'il existe une mesure de probabilité ux sur Z telle
que VieN et VA,

,f p(d) Py (m, A) = u(A).

2° K-asymplotiquement stationnadre, g'il existe une mesure de pro-
babilité u sur # telle que VseN et VA e,

Jim 1[ p(dw) Pyy(@, A) = p(4).
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3° K-asymplotiquement quasi-stationnaire, §’il existe une mesure de
probabilité u sur # telle que VA,

Hm [ 4(d0) Py (@, 4

= u(4).
g u(d)

On a les propriétés suivantes, faciles & vérifier:

II1.2. PrROPOSITION. Tout processus de Markov {(%, &), Pisyihin
K-stationnaire est K-asympitotiquement stationnaire.

En effet, on montre, par récurrence, que VseN et teN, aveec s < 1,

[ #(@0)Pyy(@, 4) = u(A), VAeB.
x

Et par conséquent,

lim =
Jim [ uda)Pola, 4) = p(4).

II1.3. ProposrrIoN. Toul processus de Markov {(Z, B), Piiiihun
K-stationnaire est K-asymptotiquement quasi-stationnaire.

La démonstration découle simplement de la définition IIT.1. La
réciproque de cette proposition est fausse.

Examinons maintenant les relations entre les diverses notions de
K-ergodicité et celles de K-stationnarité.

II1.4. PROPOSITION. Une condition nécessaire et suffisante pour quw'un
processus de Markov {(%, &), Py1y1hey s0it E-fortement ergodique est qu’il
soit K-faiblement ergodique et K-asymplotiquemeni stationnaire.

Démonstration. La condition est nécessaire. Nous savons que
tout processus de Markov K-fortement ergodique est K-faiblement er-
godique. D’autre part, puisque VA <%, VseN,

tlim Ps,t(wz A-) = ”(-A-)5

-} 00

oil 7 est une mesure de probabilité définie sur &, en appliquant le théoréme
de Lebesgue & la suite de variables aléatoires bornées {Ps;(:, A)},,E,%,
on a <

tim | 7u(dw) Pyy(w, 4) = [a(do) lim Pyy(z, A)
trtoo g & tstoc

= fn(dm)n(A) = m(4).
x
Dol la K-stationnarité asymptotique.

La condition est suffisante. Le processus est K-agymptotiquement

stationnaire, done il existe une probabilité p sur # telle. que VseN,
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et VA2,
lim [ p(de)Poy(@, 4) = p(4).
trto0 g

Le processus est K-faiblement ergodique, donc d’aprés 1.5, VseN,
VA et Voed, toute sous-suite convergente {Ps,ty, (0, A) ey €Xtraite
de {Py(m, A}y converge vers n®(4) indépendant de s et de 2, et de

s<i
plus, VyeZ,
lim Py, (y, 4) = 2% (4).
st o0

D’aprés la K-stationnarité asymptotique,

lim [ (@) Pys (@, 4) = u(4).
kst-00 g

En appliquant le théoréme de Lebesgue & la suite de variables aléa-
toires bornées {Pys, (2, 4)}ra, 0D 2

iﬂi‘i,f (d0) Poy, (0, 4) = a[ p(dm) ™ (A) = 2 (4).

Donc o' (4) = u(4) quelle que soit la sous-suite convergente
{Po, (4, A)}rey considérée. Ce qui entraine que VseN, VoeZ et VA,
Ll_)im Pyy(m, A) = u(A), c'est-i-dire la K-ergodicité forte du processus.

400

Enongons enfin le résultat partiel suivant:

II1.5. PROPOSITION. Une condition suffisanie pour qu'um processus de
Markov {(%Z, &), Priihin S0t K-foriement ergodique est qu’il soit

1° K-faiblement ergodique,

2° K-asymplotiquement quasi-stationnaire, cest-a-dire tel qu'il ewisie
une mesure dé probabilité p sur & ielle que

Im [ (@) Py (e, 4) = p(d), VA,
tstoo g

3° et tel que pour cette probabilité u,

lim 3| [ w(@@)Prya(@ A)— [ p(@0)Pia(s, 4)] =0, VAed.
Tt il & ¥

Démonstration. La condition 3° g'écrit plus simplement

Jm [ J p(d) Py o (7, A)— J (@) Py nlo, 4)] =0,

- ©
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en remarquant que VaneN* (n > 2),

-1

S| [ wld@)Piyu(@, ) [ (@) Py, 4)]
z &

t=1

= [ u(dw)Pou(, A)— [ p(da)Po_ya(z, 4).
& L3

Les conditions 2° et 3° entrainent que

Um [ u(do)Pon(e, 4) = p(4), VAed.

N>t00 g

La condition 1° entraine, par un raisonnement analogue 3 celui de
1a condition suffisante de III.4 pour le cas ol 8 = 0, que

lim Pon(z, A) = u(4), VoeZ ot VA

Trt-00
D’aprés 1.3, on a alors
Lim P4z, 4) = p(d), VseN, VaecZ et VA4,
tsdto0
ce qui traduit la K-ergodicité forte du processus.
Examinons maintenant le cag particulier des processus de Markov

homogénes {(%, ), Pu}noy+- Pour un tel processus, la K-stationnarité
gexprime par Dexistence d’une mesure de probabilité u sur # telle que

[ w(de)P(a, 4) = u(d), VAH.
x
Fn dautres termes, c’est Pexistence d’une probabilité absolue sta-
tionnaire.
111.6. PROPOSITION. Tout processus de Markov homogéne (%, &), Pulnens
vérifiant Phypothése (D) est K-stationnaire.

La démonstration de cet énoncé découle du fait que toubt processus
de Markov homogéne ‘vérifiant (D) est tel que VweZ et VA%,

1 n
i — Pp(z, A) = A
n]irfmng (@, 4) = Q(z, 4),

ot Q(w,-) est, VaeZ, une mesure de probabilité vérifiant la relation

[Qla, ay)Ply, 4) = Qla, A), VAed
x

(cf. [2], p. 214). D’olt la K-stationnarité du processus.
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II1.7. PROPOSITION. Pour tout processus de Markov homogéne
{(Z, B), Pulnexr vérifiamt Vhypothése (D), la K-ergodicité forte est équi-

valente & la K-ergodicité faible.

Cette proposition découle simplement des propositions IIT.2, IIX.4
et I1L.6.

Comme conséquence, on a le résultat gnivant qui améliore la pro-
position IT.11:

II1.8. PropostrioN. Soit  wun  processus de Markov homogéne
{(%, B), Polnex+ vérifiant Vhypothése (D). Une condition nécessaire et suffi-
sante powr quil soit K-faiblement ergodique est qu'il n’ait quw'un- sewl en-
semble érgodique sans sous-ensemble cyclique.

Terminons enfin ce paragraphe par une remarque sur la K-ergodicité
stationnaire. Dans [37], Pergodicité stationnaire de degré a a été présentée
comme une sorte de K-ergodicité absolue de degré a. La définition et
les résultats qu’on peut en déduire sont si proches de ceux de la K-ergo-
dicité de degré o (il suffit de remplacer les expressions Py, n (2, 4)—
—Pygin(y, A) DT Py in (@ A)—Pgs i n(y, 4)]) qu’il nous a paru inutile
de les reproduire ici en détail.

IV. Cas particulier des processus de Markov & un nombre fini d’états.
Examinons pour terminer le cas des processus de Markov & un nombre
fini d’états: nous y retrouvons les régultats déjh énoncés dans [3], comme
conséquences de ceux donnés dans les trois paragraphes précédents. Il
est & signaler cependant que, pour certaing d’entre eux, le cas d’un nombre
fini d’états permet de simplifier notablement les énoncés et parfois méme,
de les compléter.

Dans le cas d’un nombre fini d’états done, 'espace des états sera
toujours noté par & = {1,2,...,7}. Nous ne considérerons que la tribu
formée par ’ensemble de toutes les parties de %/, c’est-a-dire que # == Z#(%).
Nous nous sommes trouvés done dans la situation ot VieN, % = 4.
Les probabilités de transition P;;,; seront ici des matrices carrés rxr
a éléments positifs p;..1(¢,j) tels que

D pgaliy )
je&

Ainsi convenu, un processus de Markov sera noté {2, Pyiihien

1° La définition de la K-ergodicité faible s’exprime alors comme
snit: Un processus de Markov & un nombre fini d’états: {2, Pyiilin
est dit K-faiblement ergodique si VseN, Vi, j, ke,

lim [pa,t(i;j)-fpa,t(k:j)] = O’
t>to0

=1, VieZ.

i1

Pa(ty j) désignant V'élément (3,7) de la matrice produit I Ponis-
Nn=8
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11 est facile de transcrire les résultats du § I dans le langage parti-
culier du cas actuel d’un nombre fini d’états. Par exemple, 1.2 devient:
Une condition nécessaire et suffisante pour quwun processus de Markov
& un nombre fini @états {&, Pyy, 1}y s0it K-faiblement ergodique est qu’il
existe, V's eN, une suite de matrices stochastiques {:m”}tEN aux lignes iden-
tiques (mg (L), ..., mes(r)), telle que <t
Lm [pee(d, ) —map(f)] =0, Vietjek.
fst00
Dans la démonstration de cet énoncé particulier, on peut & la place
de la mesure u, (voir la démonstration de I1.2), prendre la matrice carrée
rXr dont les éléments, tous identiques, sont égaux & 1/r.
Signalons enfin qu'un énoncé particulier pour le cas d’un nombre
fini d’états peut &tre donné comme suit (théordme 2 de [3]):
Toute matrice de probabilités de transition Pg;., pouvant 8tre décom-
posée en somme de deuxw matrices,

Py = M+ M,

o M, est une matrice stochastiqué aux lignes identiques, une condition
nécessaire et suffisante pour quw'un processus de Markov & un nombre fini
détats {Z, Pyypi}ey S0it K-faiblement ergodique est que

min
lim M; =0,

P00 f it

VmeN.

Cetite proposition est une conséquence de 1.4 énonecé pour un nombre
fini d’états, dans lequel on prend v = m, pn = M,, et en remarquant que

m4-n m-n miyn
Hm M,h0¢>hm Ptg — My, .P“ 1l =0.
P—rt00 {_im n—-ﬂoo[Ll.l i+ i==lm7+1 * ]

2° La définition de la K-ergodicité forte et les résultats qui en déecou-
lent ne présentent aucune difficulté de transcription dans le langage du
cag d’un nombre fini d’états. Nous nous abstenons done de les reproduire
ici. Par contre, la K-ergodicité de degré o« mérite quelques remarques,
car la définition IT.4 se simplifie notablement dans le cas actuel. Elle
g’énonce, en effet, simplement comme suit:

Un processus de Markov 4 un nombre fini d’états {Z, Pyiy1hen
est dit K-ergodique de degré u, avec 0 < a <1, 8i VseN,

Vi, j, ke, hm _‘Z[paa-m 1, 4) pss+n(k;])]

4o
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Bn effet, la condition (voir IL4) selon laquelle il existe un entier
positif (s, j) et un nombre positif K (s, j) tels que > #(s,7) implique

12
1 . , .
’FZ [Ps,s+n(7'yj)_Ps,s-w(k’.?)] < K(sy5),
sy

est toujours vérifiée. Nous retrouvons ainsi la définition de la K-ergo-
dicité de degré a telle qu'elle est donnée dans [3].
Ténoncé de la proposition IT.7 se simplifie également et devient:
Une condition nécessaire et suffisante pour qu'un processus de Markov
& un nombre fini Aétats {&, Py ¢y }iay S0t K-ergodique de degré o, 0 < a <1,
est que, VseN, 4l ewiste une suite {ms, t}kN de matrices stochastiques oux
lignes identiques telles que

l—>+co_— 2 [Ps s+1z"7zs,s+n] = 0.

Les processus de Markov homogeénes % un nombre fini d’états véri-
fiant toujours Phypothése (D), IIL.7 montre que:

Pour tout processus de Markov homogéne & un nombre fini d'états
{Z, Poluene, Lo K-ergodicité forte et lo K-ergodiciié faible sont équivalentes.

Ce résultat est d’ailleurs confirmé par la proposition II.9 car pour
le cas d*un nombre fini d’états, la K-ergodicité faible équivaut & la K-
-ergodicité faible et uniforme.

Combinant des résultats de § IT et ceux connus sur les valeurs pro-
pres de la matrice des probabilités de transition d’un processus de Markov
homogéne & un nombre fini d’états, nous pouvons énoncer:

Un processus de Markov homogéne & un nombre fini d@états {Z, Pyluene
est H-ergodique si et seulement si 1 est valeur propre stmple et est la seule
valeur propre de module 1 de la matrice P.

TUn processus de Markov homogéne & un nombre fini d’6tats {%, Pplrey+
est K-ergodique de degré 1 si et seulement gi 1 est valeur propre simple
de la matrice P.

3° Pour ce qui concerne leg notions de K-stationnarité, il est & signa-
ler que dans le cas d’un nombre fini d’états, on obtient quelques résul-
tats plus forts que ceux énoncés dans le cas général. En effet, si les défi-
nitions et les propositions, dans leur majorité, s’énoncent et se démon-
trent de la méme fagon, aux notations prés, on a le résultat supplémen-
taire suivant:

Tout processus de Markov & un nombre fini d'élats {&, Pripiten
K-asymptotiquement stationnaire est K-asymptotiquement quasi-stationnaire.
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Voici sa démonstration. La K-stationnarité asymptotique peut se
traduire par l'existence d'un vecteur u & composantes u(1),..., u(r),
tels que

lim FLP st = My
trtc0

Oe qui équivaut & écrive que VseN, uPy; = u+M,,, ot M,, est

un vecteur tel que VselV, lim M,; = 0. On a
t>-to0

VseN.

PPoyPyyy = Py + Mgy Py,

pPopr = e Progg+ Mg Pryyy,
et en passant & la limite,

po=lim puPgyyy = lim u-Pyyyy.
{00 fst00

Dot la K-quasi-stationnarité asymptotique.

Terminons enfin en signalant que la proposition III.5 posséde une
réciproque dans le cas d’un nombre fini d’états, et qu’'on peut énoncer:

Une condition nécessaire et suffisante pour qu’un processus de Markov
& un nombre fini @'états {X, Pyihay S0it KE-fortement ergodique est qu’il
801t

(i) K-faiblement ergodique,

(i) K-asymptotiqguement quasi-stationnaire, ¢’est-a-dire tel qu'il ewiste
wn u vérifiant Hm w-Pygy = p,

t>too

(iil) tel que pour ce u,
-1
lim [ Pr_yi—p Pry] = 0.
ﬁ-»-l-oo;; L
La démonstration de la condition suffisante reste, aux notations
prés, analogue 3 celle de ITL.5. Quant 4 la condition nécessaire, voici
sa démonstration: d’aprés I11.4, et du fait que tout processus de Markov
4 un nombre fini d’états K-asymptotiquement stationnaire est K-asymp-
totiquement quasi-stationnaire, on a

Lm pPoy = u,

trt00

VseN,

en particulier

lim /A'Po,t = U et lim M‘Pt~1,t= 12)
00 tstco
c’est-4 dire

Um [p-Poy—pPiy] = 0.

t—>+00

Studia Mathematica, t. XXVIII, z. 3 h 4
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Or, -
N'Po,t—,u'Pt_l,z = 2 [M'Plc_1,t—M'P/c,¢],
f=1 .
done
i1
lim 2 [/L'Pk_l,t“ll'-Pk,t] =0,
tybo0 o1

clest-a-dire (iii).
On peut également remarquer que Py yp—u = My_yx o My ,;
est un vecteur dont la somme des composantes vaut 0, ¢’est-A-dire tel que

-1
Mlc— 1,k ("’) = - 2 Mk—l,k (7‘) .
=1

D’on
WPy y—wPry = (wPy_yp—u)Prs = My_1 1P,
c’egt-a-dire
r—1
D) Moy (0)Pisliy ) = D) Moy 1 (9) [Pra(3s ) —Pra(r, )1
e i=1
La condition (iii) s’écrit alors

-1 7-1
i 31 3 M 1(8) [Praliy ) —pra(r, )] = 0.

bty {21
Nous retrouvons alors 1’énoncé donné par Kozniewska dans [3].
Pour les exemples, le lecteur peut se reporter aux articles [2] et [3]
et & ceux qu’ils citent en 1éférences. D’autre part, nous pensons que les
résultats énoncés ci-dessus pewvent &tre étendus & des processus de Markov
d’ordre » > 1. Signalons enfin que dans [5], son auteur énonce une con-
dition nécessaire et suffisante pour Dergodicité forte uniforme et une
autre pour Pergodicité faible uniforme des processus de Markov d’ordre n.
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Matrix transformations of Schauder bases
by

LEE W. BARIC (Carlisle) and W. RUCKLE (Bethlehem, Penn. )

Let X be a real or complex Banach space which has a Schauder
bagis, & = {1 ¢ =1,2,...},andlet #F = {f;: ¢ =1, 2, ...} be the sequence
of continuous linear functionals biorthogonal to &. If & = {y;} is any
sequence in X, there is an infinite matrix 4 = (a;) such that & = 4
in the sense that

00
Y; = Zai,-mi for §=1,2,...
q=1

In this paper we intend to further the investigation begun in [3]
concerning conditions on 4 which imply that # is a basic sequence in &
or a Schauder basis of X.

The notation used here will be the same as that in [3]. By s = (8;)
we mean a scalar sequence which we handle as an infinite column vector.
If §is a linear space of such sequences, 8§’ is the g-dual of 8§, i.e.

{t = (#;): D sit; converges for each seS}. Given an infinite matrix
i=1
0 = (¢;;) each row of which is in 8’ we write C(8) for {t = Cs: seS}.
00
Let 8, = {s: D] s;w; converges in X} = {(f;(w)): wX}; then 8, with

=1
norm ||(f;(«))|| = lle]| is a Banach space isometric to X under the corre-
spondence

(1) 7a(fila)) = a.
Since @; corresponds to &' = (8;)2,, {e €2, ...} is a basis for S,.

Define S, to be {s: Y s;9; converges in X}; then Sj is a Banach norm

dml
ol = sup |3 v

and {e!, ¢?, ...} is a bagig for 8. Of course, we must assume that y; ;é 0
for all 5. We ghall agsume this condition satisfied throughout the remain-
der of this paper.
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