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Uber die Methode des ,,schnellsten Falles” fiir das
Regu par la Rédaction le 7. 2. 1966 Minimumproblem von Funktionalen in Hilbertschen Riumen

von

T. LEZANSKI (Warszawa)

Auf einem reellen Hilbertschen Raum sei ein reelles, differenzierbares
Funktional @(a) erklirt. Unter einem Gradienten von & versteht man
. bekanntlich dasjenige Element: grad ¢ (x), welches die Gleichung &' (x, k)
= (grad @ (w), b} identisch in heH erfiillt. Die in dieser Note betrachtete
Methode besteht in folgendem: man nimmt an, daB die Gleichung
dx (1)

(I el —grad @ (z (1))

eine Losung fiir alle 7 > 0 besitzt; dann konvergiert nnter gewissen Voraus-
setzungen @ (z(t)) gegen sein Minimumwert inf®(z), oder auch ()
gegen Element 2, mit &(z*) = inf&d(z). Auch der Fall, wenn die Glei-
chung (I) nur anndherungsweise erfiillt ist, wird behandelt.

Die Idee dieser Methode rithrt schon vom A. Cauchy her, und wurde
von anderen Verfassern verallgemeinert (s. [1] und [2]).

SaTz 1. Sei @(w) ein auf H erkldrtes, konvexes, stetiges von unien
beschrimktes Funkitonal, dessen Gradient stetig ist. Die abstrakte Funktion
. x(t) erfiille die Qleichung (I). Dann gilt:
im @ (2(t)) = inf® ().

Beweis erfolgt in folgenden Schritten:
Lemya 1. Brfillen die Elemente »,, x, die Ungleichung @ (@,) < @ (wy),
so gilt:
1B () — D (2,)]| < llgrad @ (w,)]| - floo, — o]
' Aus der Konvexitit von @ ergibt sich nidmlich

D(my e —2y) < D) +e[D(w)—D(ey)] fir 0<e<l
also:

1 ) :
z {@(351‘{"'5(@2-%))_@(“’1)} < O (22)—P(24)
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und der Grenziibergang e — 0 liefert

D (@, By—Fy) = (graddi(wl), “") D () — P (1),
d.h.
B (2,) —D(;) < (grad @ (), 2, —o) < ligrad (@) oy~ .
LeMMA 2. Sei z ein fixiertes Element. Evfiilllt die abstrakte Funk-
tion x(t) die Ungleichung <D( (8) > B(2) fiir t; <t < ty, s0 gilt

d iy n
%||w(t)——z||§0 fur <t <t

In der Tat, wir haben
— Il (1) —2|1* = (2(8)—7, dw (1) d)

= (2()—2, —grad ®(w(t)) = &' (2(t), F—a (1)

=1£?1{( {t)+e[F—a( )) D (1) )}
= ?jﬁ%{@((lhe)m(t)—!—sz) ——Lﬁ(w(t))} <0

fiir kleine Werte von ¢, wegen der Konvexitit von & und der Voraus-
setzung @(z) < @ (x(1)).

Beweis des Satzes 1. Nehmen wir im Gegenteil an, dafl es
ein Element z und eine Zahl ¢ > 0 gibt, die die Ungleichung ¢+ ®() <
< O(x(t) fiir alle ¢ > 0 erfillen, insbesondere also fix 0 << <t <ty
wobei ¢; < t, zwei fixierte Zahlen bedeuten. Wenden wir nun die Lemmata 1
und 2 entsprechend an, so erhalten wir:

{B(2(1) —0(2)) = (grad @ (a(1)), 2(1))
= —||grad¢(m t)[]2 < —{@(m t)—¢ (2 lle (t)—2l?
< —{2(x@®) @) o (t) 272 < 0.
Die damit erhaltene Ungleichung
AP (w(1))—D(2) }/dt —1

{Bz@) -2 ~ lalt)—z) -
integrieren wir von ¢, bis ¢, und wir bekommen:
B(o(ta)) —0(2) < {[ (1)~ (2)]

< ll(t) =2l (b —t) "

(ta— )l (8,) —2[ 7}
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Lassen wir nun #, gegen oo streben, so erhalten wir einen Widerspruch
mit der Annahme ®(2)+e < ®(2(f)) (t >0). Es ist also inf D(n(t) =

0<t<oo
= [inf®(y); yeH],und, da dd(z(t))/dt < 0 gilt, anch im @ (2(t)) = int G (x),
tsoo

w.z.b.w.

SATZ 2. Zu den Vorausselzungen des Satzes 1 geben wir noch zu, daf
das Punktional @ quadratisch ist, und dap der Minimumaert von D in gewissen
Punkte % erreicht wird, d.h. ®(z) = inf @. Bei diesen zusdtzlichen Voraus-
setzungen konvergiert die die Gleichung (1) erfiilllende abstrakte Funktion
a(t) stark gegen ein Blement z*, und @ (z") = infd.

Beweis. Wegen der Voraussetzung iiber & 148t sich @(z) in der
Gestalt @(x) = }(4x, 2)+(a,z) darstellen, wobei a—ein fixiertes Ele-
ment, 4 — eine lineare, beschriinkte, symmetrische nichtnegative Opera-
tion bedeuten. Die Losung der Gleichung da(t)/dt = —grad @ (z(t)) =

—(A4x(t)—a) hat in dlesem Fall die Gestalt
1) z(t) = b—fexp(——sA)(Ab—a)ds, mit b = x(0),
0

wie es leicht nachzupriifen ist. Laut der Voraussetzung gibt es ein %, fiir
welches die Gleichung @ (%) = inf®, also auch 0 = grad (7)) = 4 (%)—a
gilt. Wir konnen also (1), indem wir mit 3 — die obere Schranke, mit
E, — die spektrale Familie von 4 bezeichen, auf folgende Weise um-
schreiben:

4
(2) a(t) = b— [exp(—s4)(4 (b—7))ds

t

=b— {fexp (—s4) Ads}( 7)
DM

b—{

=bh— [

ar
= [ [1—exp(—14)]4E; sind symmetrisch, positiv, und
0

[ f exp(—si) Ms]dEi}(b —7)

1—exp( ——t,l)dE,] (b—%).

m“‘E o

Die Operationen U,

von oben mit der Identitit beschrinkt; sie stellen auBerdem, als Funk-
tionen des Parameters ¢ verstanden, eine nichtabnehmende Operationen-
funktion dar (s. [3], N° 106, 107 S. 267 ff.) U; konvergiert also mit { — oo,
im starken Sinne gegen' gewisse symmetrische, beschrinkte Operation
U, (s. [3], N°104, 8. 261). Insbesondere haben wir:

#(t) = b—U,(b—7) - a* =b—TU,(b—7).
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Da aber, laut Satz 1, D (z(1)) > intd gils,
O(z*) = intd, wzb.w.

Wir geben nun eine Anwendung des Satzes 2 an. Sei B lineare,
beschriankte, nicht notwendig symmetrische Operation, y, — fixiertes Ele-
ment, die Menge Z = [x: Br—y, = 0] und sei 0 %7 % H. b¢Z. Wir
stellen uns  die Aufgabe, die orthogonale Projektion von b auf die
Menge Z zu finden. Zu diesem Zwecke legen wir ‘

O (z) = |Bz—y,lll?%
fest. Es gilt dann:
grad @ (z) = 2B*(Bzx—y,) = As—F.

A =2B'B, %=2B"(y)

Die abstrakte Funktion
i
o(t) = b— [exp(—sA)(4b—7)ds
0

erfiillt ersichtlich die Gleichungen du (t) /dt = — A (w(1)—b) = —grad @ (»(t)),
#(0) = b. Da es laut Voraussetzung 0  Z Elemente z gibt, die die
Gleichungen B(2)—y, = 0 = &(s) = inf® erfiilllen, und da H{x) qua-
dratisch ist, konvergiert »(¢) laut Satz 2 gegen ein Element &*, so daB
die Gleichung B(z*) —y, = [#(z*) = 0 = inf &] gilt.

Wir werden zeigen, daB «* = proj(b)/Z — die orthogonale Projek-
tion von b auf die Menge Z ist, d.h., daB die Gleichung (b—a*,
2,—1,) = 0 fiir jedes Paar »;, #, aus Z gilt. Wir haben aber

o—w(0), @1—25) = (b—b, B —zy) = 0,
2020, 24— = —(o()-b, 0,—a)
= 2(B*(B(o() —v,), @ —,) = 2((Ba(t)) —yo, B(z)—B(zy)
= 2(Bl2(t)) ~s, o—s) = 0.
Daraus folgt (#(t)—b, #—a) = 0 fir alle ¢ >0, also
(@*—b, 3, —@,) = Hm (w(t) —b, &, —w,) = 0.

Die bewiesene Tatsache kann man in folgende Formel auffassen:
proj(b)[[a: B(w)—y, = 0] = b— [ exp(—s4)(4b—7)ds,
0

wobei 4 = 2B*B, & = 2B*(y,).
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Wir legen jetzt eine Modifizierung der Methode des ,,schnellsten
Falles” vor, die eine Methode des ,geniigend schuellen Falles” genannt
werden darf. Der Unterschied besteht darin, daf in der neuen Methode
die Gleichung du(t)/dt = —grad @ (z(f)) schon nicht mehr erfillt werden
mub; statt deren muf die Funktion «(t) die Eigenschaft haben, daB
ihre Ableitung dx(t)/d¢ mit dem Wektor —gradtﬁ(m(t)) einen nicht
zu grofien Winkel bildet. Die Konvexitit von & wird nicht mehr verlangt.

SATZ 3. Sei B(x) ein steliges, von unten beschriinkies Funktional,
mit stetigem Gradienten F(z); set (%) eine stetige, stickweise differenzier-
bare abstrakte Funktion, die zusammen mit dem Gradienten F(z) die folgen-
den Voraussetzungen erfilli:

(i) (6(), Pla() < —dla@I- IF @),
(i) Bl @) < 1P (@) < plid @,
0<a<l,0<p <y &) =dldiz(l),
(iti)  es st eine reelle Funkiion f(s) vorhanden, f(0) = 0, f'(s) >0, die
die folgenden Ungleichungen erfiullt:
o)-inte

o S

Dann koﬁwgiert z(t) (t — oo) gegen ein o*, fiir welches die Gleichungen
F(z*) = 0, O(z*) = inf D gelien.
Beweis. Bezeichnen wir m = inf®; wir haben

I (20} = £ (o)) —int 2].

(8) —% [@(w(@)—m] = — (a’:(t), F(w(t)))
> () 1Fe@) = als @l {2 (=®) —m|}

also
—1 d 1
(ol < -5 [Pa() —mi{ £(2lato) —m)} -

Fiir jedes Zahlenpaar 0 <1, <1, gilb also

ty

lotta—a (0l < tf —[%w(t)

‘dt .
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mit g(t)lzj:f @ (x(t))—m. g(t) ist aber, infolge (3), eine nichtwachsende
Funktion mit positiven Werten; daher mufl g(t) mit ¢ - oo einen Limes-
wert haben. Folglich konvergiert das letztgeschriebene Integral gegen
Null, mit 2,,%, — oo; daraus folgt: [ (t)—x(f)|| — 0 (¢, 1, — oo). w(t)
hat also ein Limeselement, sei es z*. Wir zeigen, daB F(z*) = 0 gilt.
Nehmen wir im Gegenteil an, da8 F(z*) # 0. Infolge der Stetigkeit
von F(z) = grad ®(z) gibt es eine Zahl v > 0, so daB fiir { > v die Unglei-
chung .

I {2O)I 1P ()] < I1F (@(2) —F ()] <ZHF(90*)H

gilt. Daraus bekommen wir, indem wir uns auf (i) und (ii) beziehen:
—(@(), F(2") = —(6(t), Pz @)+ (i), F(m(t)) —F(a"))

> dlg (@] [|F (@ @) —1é ()] |~5|F( gl

= S la@l 1F (2*)] = 4—‘);—/!|I"(ﬂv*)i!2 >0 far t>7.

a
2
Daraus folgt aber

i
(@) —a(z), F(z*) = f (&(s), F(a*))ds

»-——fnr 2ds = yt—r>||F(w)n2~>+oo (t >+o0),

was der bewiesenen Konvergenz z(t) —>4* widerspricht. Es muB also
F(2*) = 0 sein, und folglich, laut (iif), auch @(#*) = inf®d, w.z.b.w.
Satz 3 kann gewisse Anwendungen auf das Berechnen von Eigen-
werten und Bigenelementen symmetrischer Operationen finden. Es
sei A lineare, beschrinkte, symmetrische und positive Operation. Wir
legen Z, = [#: Az = Ja], Z, = H= Z, d1e zu Z, orthogonale komple-
mentire lineare Menge, @ (2) = (4=, )/(z, ), A, = inf [(Az, z)/(x, 2)] fest,

und setzen voraus, daf eine Zahl § > 0 vmha.nden ist, so daf die Un-
gleichung

(4) (Ay; )—Zu(yy ) 6(y; J)

fir alle y eZ, gilt. Unter diesen Voraussetzungen beweisen wir die fol-
genden Schliisse:

ScHLUSS 1. Erfillt die abstrakte Funktion xz(t) (t = 0) die Gleichung
(0))/Z, # 0, so konvergiert m(t)

(t = oo) gegen gewisses Element &* und es gili A (z*) — hoa*, D(a*) = 4.
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Beweis. Fiir jedes BElement x gilt eindeutige orthogonale Zerlegung

(5) x = Eety, 2<Zy, lRl=1, yeZ,
fiir welche folgende Identititen leicht nachzupriifen sind:
(6) el = &2-+ylE, (A2, 2) = A £4+(44, ¥),
(M) O () —infd = (Ay, y)—24 (¥, ¥) [,
(8) grad @ (z) = 2[(», z)Az— (4, z)z]|le]*,
9) grad ®(x), y) = 282 [(4Ay, y) — A (¥, y) lliell—*-
Aus (9), (7) und (4) bekommen wir die Ungleichung
(10) lgrad @ ()] = 2&26|jxl~3{D (x) —inf ¥}

In der Tat, wir haben:

llgrad @(x)|| = |ly]|~* (grad # (=), 9)
=282y [(4y, ¥) — 4y, Y]zl
2yl [(4y, ¥) =4y, P 2= 14y, ¥)
= 2825 |||l 2 (P (z) —inf @2,  w.z.b.w.

B sei nun z(2) eine die Gleichung dx(t)/dt = —grad & (z (7)) ertilllende
abstrakte Funktion und x(f) = £(t)2(f)+y(t) die entsprechende ortho-
gonale Zerlegung, d.h. z(f)eZ,;, ()] =1, y(¥)eZ,. Gemil der Vomuslse-
tzung des Schlusses gilt: £(0) = 0. Wir beweisen nun, daf (§=(t))2 eine
differenzierbare und nichtabnehmende Funktion ist. Wir haben

(E@) = le@E—ly @l = [[proja(®)Z,]*,

5o daB sich die Differenzierbarkeit von (£(1) als eine Folgerung dieser
von x(t) erweist. Da aber

— Ao (y, 912 llaf

2w = 2(6(0), () = —2 (grad @(a(1)), (1) = 0;

weiterhin ist

d
2 (e = 5 o = -2,(y<t), = y(t))— —2( (t), 3 Proj (e )lzz)

= (y(t), projé(t) 2(y(t) proj gradQ(a:( ))|ZZ)
= 4w (1) H"{(?l(i \ﬂﬂ(t H*A( (1) —Alz m(t))y(t))}
= 4z (1) U—4{(?/ Ay (0))[(¢ (T)) +ily () ||2]—
—lly ()12 [l ()2 Ay (), ¥ O]}
= 4w ()]~4{&( )[(Ay(t),y(t) Jolly (1]
= 4@~ (£@)%) iy ()2 =
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d.h. (£(z)2 ist wirklich eine nichtabnehmende Funktion. Da auBerdem
lw(@)] eine Konstante ist (wegen (z(2), &(f)) = —(w(t), grad di(m(t))) = 0),
bekommen wir aus der Ungleichung (10)

llgrad @ (z(6)]| = 26(£(®)2l (DY @ [ (1)) —int @

> 28(£(0))2l(0)]|-3[D (w(t)) —int B2,
Die Voraussetzungen des Satzes 3 werden also erfiillt, wenn wir dort
f(s) = 96(5(0))2”93(0)“—51/; einsetzen. Bs gibt also ein Element &* fiir
welches «(t) — #*, grad &(z*) = 0 laut (8):
lo*PA (%) —(Az*, a*)a* = 0, (Aa*, #*)[(s*, 4%) = D(2*) = infd = 4,
woraus wir auf Az* = A,a4* schliefen, w.z.b.w.

ScELUSS 2. Haben A, @, A, die vorige Bedeutung und st x(t) eine
abstrakte Funktion, die den Voraussetzungen (i), (ii) des Satzes 3 und noch
den zusdtzlichen :

(11) 0 <0
(12)

< el < O
@ (5(0) —inf® <

(t=0),
< 82 < 02

geniigt, dann konvergiert x(t) (1 — o) gegen ein Element x, so dap Ax* =
= Jou* gill.
Beweis. Zuerst beweisen wir, daB fir jedes weH die Ungleichung

O (2)—intd L e < ¢ die Ungleichung
(13) lgrad B(w)|| > 2 (82 —e) || [P (2) —int P]V2
nach sich zieht. Tatséchlich, wir haben
D(0)—int® = |lzl|2[(4y, ¥)—A(y, ¥)]

= |lel=28%y (P = &l (llell2—£2),
‘woraus

£ > (07— 0-4al;

di.ese l.etgte Ungleichung zusammen mit (10) gibt (13). Ferner bemerken
wir, wie im Beweis des Satzes 3, da8 die Funktion @ (»(t)) niechtwachsend
ist, so daB also die Ungleichung
lant (12) erfiillt ist. Beriicksichtigen wir noch (11), so erhalten wir

lerad @ (2 (1))|| > 2(8*—e*) 67205 Dl (1)) —int )2,

was bedeutet, daB alle Voraussetzungen des Satzes 3 erfiillt sind. Damit
st der SchluB bewiesen.

Anm.erk.ung 1. Bs ist leicht eine abstrakte Funktion () herzu-
stellen, die die Voraussetzungen des Satzes 3, sowie die Gleichungen

D (x(f)) —infd fir ¢ > 0 umsomehr,’

icm

Uber die Methode des ,schnellsten Falles” 191

(@] =1, ©(0) = acH, ][a]] =1 erfillt. Zu diesem Zwecke bezeichnen
wir kurz Fz = grad &(z) = 2|o||"*[(», 2)A2— (4=, #)2], und bemerken,
daB es zwei positive Zahlen gibt, M >0, m >0, so daB fiir x, y<H, |jz]| =
= |yl = 1, die Ungleichungen |[Fz—Fy|| < mlz—yll, [[Fa| < M gelten.
Bs sei g beliebige Zahl, 0 < u <1,

& = 3(M+m+ Mp)=
(t—9) Fa,)| 2 (an,—9Fay,),

—~(t—nd) Fay)

G =a, Opy1= [Gn—

0(t) = [lan—(t—n) Fan[ (0

fiir nd <t < (n+1)9.
Es sind folgende Identitéiten' und Ungleichungen leicht nachzuprii-
fen, indem man (a,, F'(a,)) = 0 beriicksichtigt:

a
a(t) =2 alh) =

NG —(E—1)F )| {[|at— (t —1D) Fay)? - Fa, —

(14)

(B —n)|F anl*[an— (t—nd)-Fa,T}

(18)  [&()+Fan| < 2(t—nd) M| Fay| < 24 (1—20M) s @],
(16) [l (2) —aal] < 2(E—nd) | Faall,

a7 |[Ple)—Fa) < 2(—nd)-m-||Fa] < 2(1—20M)7-dm- (@),
18) e +F (@) < 20(m+M)(1—20M) [5(@)] = pli@ ()]

Aus (18) bekommt man aber nacht einfacher Rechnung:

(19) (e, Plo)) < VA=) O Fl0)],

(20) A+l < ||Ple@) < @—m)e@l, o

und das sind eben die Voraussetzungen des Satzes 3, wobei
a=V(1—p), Bf=Q+p? y=0—p7

Ahnliche Betrachtungen liest man bei Kantorovitch [1]; die Metho-
de des schnellsten Falles wurde auch von M. Altman auf numerisches
Tosen von Gleichungen angewendet (s. [4], [B], u. [6]). Vergleiche auch
die Noten des Autors [7], [8].
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On simultaneous extension
of infinitely differentiable functions

by

7. OGRODZXA (Warszawa)

Introduction. The first result concerning the extension of differen-
tiable functions is due to Lichtenstein [8], who has shown that any differen-
tiable function on a closed set in R® whose boundary satisfies some condi-
tions ecan be extended to a differentiable function in R3. Whitney [15]
has proved that any function f(z) = f(@y, ..., zx) of class O™ on a closed
subset of R® can be extended to a function of class 0™ in R™ In the case
m — oo this extension is not linear. Hestenes [6] has modified Whitney’s
proof, and has given also another method of extending the differentiable
functions, which is applicable only when m is finite and the boundary
has suitable properties. It is, however, sufficiently general to be of interest
and the proof is relatively simple. The method used is a generalization
of the reflection principle used by Lichtenstein [8] by the use of McShane’s
[9] lemma on the extension localisation.

Next, Mitjagin [10], and Ryll-Nardzewski (not published) have
shown independently the existence of the linear continuous extension
opetator L: C*[a, b] — O°(R) (a < b).

‘Seeley [14] has construeted a linear and continuous extension operator
from the space of functions of class 0 on a half-space to the space of
functions of class C* on the whole R".

Recently Adams, Aronszajn and Smith (announced in [1]) obtained
a complete result concerning the existence of extension, namely a neces-
sary and sufficient condition for a convex domain D to possess the
property of extension is that for a certain bounded cone € and for every
zeD there be a congruent cone with a vertex x, contained in D.

The first results concerning the linear extension operators of the
continuous functions are contained in the papers of Borsuk [2] and
Dugundji [3].

In this paper we prove: (1) the existence of a linear operator extending
the functions of class (™ considered on the closed subset of R™ to the
functions of class €% on the whole R, (2) the existence of a linear operator
extending the functions of class 0* defined on the closed subsets with
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