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Le spectre de Wiener
par

Yves MEYER (Strasbourg)

Introduction

Pour une fonction bornée, g, d’une variable réelle, deux spectres
peuvent 8tre envisagés. Le premier est le complémentaire de P’ensemble
des y réels pour lesquels

@1)™ [ exp(—iyz)g(®)do
“r
tend vers 0, quand 7 tend vers Dinfini. L’autre est le plus petit fermé E
tel que si f est dans L'(R) et si le support de sa transformée de Fourier
est disjoint de E,f*g soit nul.

La premiére définition ne fait appel qu’an comportement 4 Yinfini
de g. Le spectre de Wiener d’une fonction bornée g (considéré par ‘Wiener
dans un cas particulier) est plus précis que le premier et moins que le
second ; il ne fait appel qu'an comportement & Dinfini de g (§1 et §2).
La corrélation de g, limite, quand T tend vers 1'infini, en un sens & préciser,

de
+7

@1)™" [ g(a+1)g(0)dt,
-T

o8t 1a cotransformée de Fourier d’une mesure positive portée par le spectre
de Wiener de g (§ 3).

Méme dans les cas qui semble les plus favorables, le spectre de Wiener
est d’un mauvais usage pour faire la synthése de g (§ 4).

§ 1. Définition du spectre de Wiener

Notations. Deux espaces vectoriels X? et Y?, isomorphes & R, sont
mis en dualité par une forme bilinéaire réelle, non dégénérée, notée:
z-y. La topologie de X® est définie par une norme, notée || et la mesure
d*un ensemble A de X7, intégrable pour la mesure de Lebesgue, dz, sera
notée mes (4).
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Dans Pespace L*(X®), des classes de fonctions, 4 valeurs complexes,
dz-intégrables, est défini le produit de convolution, noté fxg, entre deux
éléments f et g de L'(X”). Un représentant de la classe f+g est donné par
la fonetion dont la valeur, en presque tout z, est

[flo—&)g(8)de.
xP

La transformée de Fourier de f, dans L'(X?), sera notée f et détinie,
sur Y7, par

7@y = [exp(—iy-a)f(a)dw.
xP

On pose
1) IF1Le = Ifllx
et, 8si & est un fermé de Y?:
@) Ifllz = int{ligly; § = f sur B; geL*(XP)}.

L’algébre de Banach A (Y®) est ’ensemble de ces transformées de
Fourier quand la norme est définie par (1) et quand le produit est le
produit des fonctions au sens usuel.

Les fonctions continues sur X*, & valeurs complexes, nulles & L'infini
forment I'espace de Banach Oy (X?) dont le dual est 'ensemble M (X?)
des mesures complexes bornées. La convergence faible d'une famille dy;,
indéxée par un paramétre réel, d’éléments de M (§), est définie par la
condition: pour tous les f de 0,(X”), les nombres complexes

®) JF (@) du(@)
xP

ont une limite finie quand # tend vers i,.

La condition (3) nécessite que I’ensemble des normes des mesures
dy; 80it borné, au voisinage de 1, et, si ceci est réalisé, il suffit de prouver
(3) pour une partie totale dans 0,(X”); on peut choisir, par exemple, les
éléments de A (X*) ou méme, les carrés des modules des éléments de 4 (X?).

Les classes de fonctions, & valeurs complexes, mesurables et bornées
sur X7, forment’ L*(X”). Pour tout g dans L®(X") et tout 7 > 0, on
pose:

(4) gr =9'Xp o Xp(®) =1, sije] <T,0 ailleurs.

Définition et premiéres propriétés du spectre de Wiener

DEFINITION 1. Un élément ¢ dans L®(X?) est dit nul, en moyenne,
& Vinfini si et seulement si

5 lim 7-7 de = . ~p
® Tstoo 131'£1' lgl 0 ou- |T7Pggf; >0 (T -+ o0).
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Par exemple, 5i ue M(X®), s est nulle, en moyenne, & Vinfini, si
et seulement si u est continue. Si geI*(X*) vérifie (5), pour tous les
feL'(X?), fxg véritie (8) et la limite uniforme, sur tout X?, Q’une suite
d’éléments, vérifiant (5), vérifie aussi (5).

DrrFINITION 2. Le cospectre d'un idéal fermé I de L'(X?) est le
plus grand fermé de Y” ol s’annulent toutes les transformées de Fourier
des éléments de I.

DrFrNITION 3. Le specire d'un élément g de L*(X*), noté [spg, est
le cospectre de I'idéal I des éléments f de L'(X”) tels que fxg = 0. On
dit que g satisfait & la synthése spectrale si tous les f de L' (R) tels que f
goit nulle sur spg vérifient fxg = 0.

Remarque. Sif est nulle sur un ouvert contenant spg, onafxg = 0.

DEFINITION 4. Le specire de Wiener d'un élément g de L™ (X*) est
le cospectre de l'idéal fermé J de I*(X”), ensemble des f tels que fxg
goit nulle, en moyenne, & l'infini. On le notera spg.

Remarques. On aspg = spg. Contrairement & ce qu’on peut espérer,
le spectre de Wiener peﬁ &tre vide sans que g soit nulle en moyenne
4 Dinfini. CPest le cas gi p =1 et g(z) = exp(ix®) (a>1).

DEFINITION 5. Le spectre rédwit de geL™(X") est le complémentaire,
dans Y®, de l’ensemble des y, tels que
6) T Piz(y) =T77 [ exp(—iay)g(@)de >0 (T~ + o).

1< )

Le spectre de Wiener est compris entre le spectre et le spectre réduit.
Cela résulte, compte tenu de l'inclusion spg < spg, du:

TaROREME 1. Le specire de Wiener de g est le plus petit fermé B de
Y? tel que sur tout compact K ne rencontrant pas B

(M T lgzlle >0 (T—> +o0) (Voir (2)).

Remarque. Le spectre de Wiener différe du spectre réduit en ce
que, sur tout compact du complémentaire, la convergence simple est
remplacée par une convergence plus précise que la convergence uniforme.
En fait, on peut construire une fonction, dans L*(R), uniformément
continue, g, telle que, pour tout yeR

X+T

éxp(—imy)g(w)dw -0

X-T

T (T = + o0),
uniformément en X, et dont le spectre de Wiener est tout R.

Démonstration du théoréme 1. Elle se fera & aide de la pro-
‘position suivante:
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PROPOSITION 1. Pour tous les f dans L'(X*) et les g dans L*(XP),
la condition (c) ci-dessous eniraine les conditions équivalentes (a) et (b):

(a) fxg est nulle, en moyenne, & Vinfini.

(b) Tllfxglh = 0 (T + oo).

(c) f est nulle sur un ouvert conienant spg.

Pour démontrer la proposition 1, nou—s— utilisons le lemme:
LEMME 1. Pour tous les éléments f de I'(X?), on a:

(8) 7 [ |frgelde >0 (T - + o),
l2i=>T
(9) T? [ |fxg—fxgelde >0 (T~ + oo).
o<t

Démonstration. Appelons k& la mesure de la boule unité de X”
et Or la ,,couronne” définie par T < |o| < T+4. Alors

(10) TPmes(Cp) -0 (T + o0).

Mais, pour tout & > 0, on peut trouver heL!(X?), 4 support compact,
(contenu par exemple dans |z] < 4), tel que:

(1) 7% [ |[(f—h)xgrlde < T2~ h)xgrlh < b+ [lghe I — hlly < &/2.
1z|=>T

Le support de h*gr est contenu dans |z < A+ T et Pon a

(12) P [ |hxgeldo = T7 f]h*gT|dm

[EV

T72 ||l lglloo 008 (Cr).

D’aprés (10), le dernier membre de (12) peut é&tre rendu inférieur
4 ¢/2 en prenant T assez grand et en additionnant (11) et (12) on déduit
que le premier membre de (8) est inférieur & ¢ dés que 7' est assez grand.
On montre (9) de la méme manidre.

La proposition 1 est alors immédiate. Pour en déduire le théoréme 1,
supposons d’abord que K et H = spg soient disjoints. On trouve, dans
A(X?), f égale 4 1 sur K et de support disjoint de E. Gréce au (c) de la
proposition 1, on a feJ (déf. 4) et, dans A (¥?), T % i, tend vers 0, ce
qui entraine (7). Si le spectre de Wiener n’était pas le plus petit fermé
tel que (7) ait lien, il existerait un x, dans B et un voisinage compact K
de x, tel que (7) ait lieu. 8i f dans A(¥") vaut 1 en 2, et est nulle hors
de K, (7) entraine

T2 fjrlla — 0

qui implique que f soit nulle sur B, contrairement & f(z,) = 1.

(T - + o0)
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§ 2. Relation avec la définition de Wiener

Dans cette partie, nous posons, si p = +1 et si g est dans L™ (R),
+1
| g(e) [exp(—iya) —11/ —iwdz,

1

Vens,(y) =

et nous définissons ]/12—1;.91(,1/) comme la transformée de Fourier de la fone-

tion, dans L2(R), égale & 0 sur [—1,+1] et & g(@)/—iz ailleurs. Alors
$(y) = s.(y)+ ()

est localement dans L2(R) eb

1/27c( (y+e)—s(y—e)
est la transformée de Fourier de
sin (ex)
2 ———g(x);

z
ce sont les seules propriétés que nous utiliserons. La dérivée, au sens
des distributions, de Vor s(y) est la transformée de Fourier de g{«), au
gens des distributions. Wiener se préoccupe de la suite bornée des mesures
positives:

(dme)™"|(s (y + &) — s (y— &)

Il prouve, dans [5], p. 181, formule (23.03), que cette suite converge
faiblement, sur Oy(R), vers une mesure do(y) dont le support est spg.

Nous allons dissocier ce résultat en un énoncé faible prouvé ci-dessous
en toute généralité et un résultat fort démontré au. § 3.

THEORBEME 2. Le plus petit fermé E de B tel que, sur fout compact
de OB, (&) (s(y+e)—s(y—¢)) converge, au sens L? vers 0, est le spectre
de Wiener de g. Il revient aw méme de dire que la sutle des mesures

ets(y+e)—sy—e)l®
converge faiblement vers O sur les éléments de Cy(R) nuls sur E.

Le théoréme 2 résulte d’un lemme et du théoréme 3 ci-dessous.

LEMME 2. Pour toutes les mesures complexes bornées u, Pexistence de la
limite
(a) lm (4re) f ls (y + &) — s (y—e)|2jaldy

>0 >0

est équivalence & Dexistence de la limite

(b) lim (47" f lir|? 12 dy

T—>+oo

et les deux limites sont égales quand elles emistent.

Studia Mathematica XXVII, 2 3
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(Rappelons que gp = ¢ sur |2| < T, 0 ailleurs).
Démonstration. Les expressions en (a) et (b) valent respecti-

vement:
L R
M (=0 | (—(E%@ly)*ﬂ an,
R
2) %f |gax wl*dec.-

Nous allons voir que la différence entre (1) et (3) converge toujours
vers 0, avec ¢ > 0, de méme que celle entre (2) et (4), avec 1/7', ol l'on
pose

sin?ex
®) (me)™ [ S geplrda,
T

1
— 2dw.
) 7 _Tf g+ uldo

Comparer (3) et (4) revient & appliquer un théoréme Taubérien de
Wiener (p. ex. Wiener [5], p. 139, th. 21, ou Bochner [1], ch. II, th. 9).
Reste b montrer que la différence entre (1) et (3) oun entre les fonc-
tions bornées de ¢,
(sinaas l
?
2

‘ Vow g)*l«”

tend vers 0, avec ¢ > 0. Or

sinex

| Ven

et

(g p)

(sinem g) siner (g%)
ey — * U — = .
Vea 14 Vaw s
est majoré par

gine(w—1t) sinew
5 " ——=—]| d(jul)
(5) Igllo Rf et |

olt d(|u]) est la variation totale de du. Mais

|| sine(@—1) _ sines |
” l/;(m—-t) Ve lis

et la continuité de la translation dans L? montre que cette derniére quan-
tité converge vers 0, sur tout compact; (5) est uniformément bornée
en ¢ et 'la convergence de (5) vers 0 résulte, par exemple, du théoréme de

| sin (@ — &t)

- sinac[
a | 2z~ &l

@ |l
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Lebesgue. On prouvera de méme que la différence entre (2) et (4) tend
vers 0 avec 1/T.

TakorBME 3. 8% g est dans L®(RP), le specire de Wiener de g est le
plus petit fermé tel que, sur tout compact ne le rencontrant pas, la famille
des fonctions de vy,

(6) T | exp(—iny)g(a)do
1zi<T
converge, aw sens L*, vers 0, quand T tend vers -+ oo.

Le théoréme 3 résulte immédiatement de la proposition 2 et du,
lemme 3.

PROPOSITION 2. 8i g est dans L™ (RF),
ci-dessous sont bquivalentes:

(7) T7®|fxgelly >0 (T — + o),
®) T~""|fagrlls >0 (T > + o).
Démonstration. Si (7) est vérifié, (8) l'est parce que
[ IF*gzi?am <[l xgrllollfxgzll < Iflallgles IF gzl -
xP

8i (8) est vérifié, ’inégalité de Schwarz donne

f dans L'(RP), les conditions

( f |f*grlda)’ < mesla| < T]-Iif+gzl}
ot cette inégalité entra.ine
T | |frgzlds >0 (T — + oo),

12I<T
d’otr ’'on déduit (7) grice au lemme 2.
LEMME 3. Soit hy une famille bornée dans L*(Y"), (lhrily
pour les éléments f de Oy(X7), les conditions
9) If-kelle >0 (T — + o),
(10)

<1. Alors

f est nul sur H

sont équivalentes, quand E est le plus petit fermé tel que, sur tout compact
ne le rencontrant pas, hy tend, au sens I?; vers 0 (T — - oo).

Démonstration. La condition (9) définit un idéal fermé de O,
cest-a-dire du type (10), pour un fermé E de Y. On raisonne comme
dans la démonstration du théoréme 1 pour préeciser E.

Remarque. Nous avons ainsi défini le spectre de Wiener de g
grace & la convergence vers 0, sur tout compact du complémentaire du spe-
ctre, des mesures bornées (4me)~t|s(y+e)—s(y—e)l*dy ou (4nT)~Ygr|2dy
b I'équivalence entre ces deux convergences résulte du lemme 2.
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Si nous savons ce qui se passe en dehors du spectre, nous ne savons
pas obtenir une analyse de g sur le spectre. Ce sera I’objet de la troisiéme
partie. :

§ 3. La classe § de Wiener

‘Wiener définit § comme 'ensemble des fonctions mesurables, & valeurs
complexes, définies sur R, ¢, telles qu’en posant:

+T

1 p(T,0) = (20 [ gla+t)gt)as
-

1a limite @(2) de p(T, 2), quand T' tend vers l’infini, existe et soit finie
pour tout @. La fonction ¢(z) est mesurable et définie positive. D’aprés
un théoréme de F. Riesz (voir p. ex. Loéve [3], p. 209, th. A’) ¢(x) est
égale, presque partout & o(—w), ol ¢ est une mesure positive, bornée,
ayant pour support le spectre de Wiener de g. 8i par exemple,

n n
9= D a,expiy,n), o= ) lay*d(y,),
1 1

ol 3(y,) est la magse wnité en y,,.

Nous allons placer ce résultat dans un cadre un peu différent, grice
aux résultats suivants.

Lemve 4. 8i geL®(R), pour la topologie faible, sur L™(R), définie
par la dualité avec L*(R), toute limite faible p (@) dune suite extraite de (1)
(T - + oo) est égale, presque partout & o(—w) o o est une mesure positive,
limite faible, sur Cy(R), d'une suite extraite de (4nT)~|gr|2dy (T — + oo)
et réciprogquement.

On peut alors poser la: ‘

DEFINTTION 7. 8i geL™(R), soit o la borne inférieure des mesures
bornées supérieures & toutes les limites faibles de (4nT)~1|jp|2dy. La
corrélation ¢(x) de g est par définition ¢(—x). Quand on munit I’ensemble
des fonctions continues définies positives sur R de la relation d’ordre
canonique (%), @(s) est la plus petite fonction continue définie positive
majorant toutes les limites faibles de (1).

Remarque. La mesure ¢ est portée par spg.

THEORRME 4. Pour tous les éléments g, dams L*(R), les énoncés (a),
(b), (e, (4), ci-dessous sont équivalents quand e tend vers 0 ou T vers Vinfini:

(*) 8i ¢ et y sont définies-positives, on éerit ¢ < y &i et seulement si y— ¢ est
définie-positive. .
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(a) les mesures (dme)~|s(y+ &) —s8(y—e)|2dy convergent faiblement, sur
Oy(R), vers la mesure o;
(b) les mesures (4nT)~1|gp|2dy comvergent faiblement, sur C,(R), wers
la. mesure o;
(c) les p(T,z) de L®(R) convergent faiblement, sur L'(R), vers o(®);
(d) pour tous les f de L (R),

lim

Ts400

+T
@ny™ [ lgxfirde
-

existe et est finie; quand (a), (b), (¢), (d) sont réalisée, la limite faible de (c)
est o(—a) et la limite de (d) est

[1712do(y).
R

Démonstration du théoréme 4 et du lemme 4. Les condi-
tions (a), (b) et (d) sont équivalentes, grice au lemame 2 et aux remarques
faites sur la convergence faible faites dans le §1.

Pour montrer le lemme 4 et l'équivalence de (b) et (c), posons

j@) = g(—a) et

+T

MT, @) = @I [ gla+1)g)d—(2T) gr*ir.
-

Alors [[h(T, @)|ls est borné uniformément en T et sur tout compact
de R, h(T,w) tend uniformément vers 0 (T — 4 oo). La convergence
faible sur L'(R), vers 0 de h(T, =) en découle et celle de (2T) ' gp* Jrr
est équivalente i celle des transformées de Fourier, (27)* |92l sur Oy (R).
Done (b) et (d) sont équivalents.

Nous allons maintenant donner des énoncés plus précis, grice a la

DEFINITION 6. Pour. une suite de mesures positives, bornées, u,
(n>1) et une mesure positive, bornée, u, la convergence faible stricte
de u, vers u (n — -+ oo) signifie

(2) [fdpn— [fap  pout toute f dans Co(E),
R R
(3) fdpn — [du
R R

ot les conditions (2) et (3) réunies sont équivalentes & chacune des con-
ditions (4), (5) et (6):

(4) f fapn — ffd/u pour toute f dans L*(R), continue;
R ]
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(8) f(y) — g(y), pour tout y dans R, et g est continue & l’origine;
(6) fin(y) — g(y) uniformément sur tout compact

(voir par exemple Loéve [3], p. 189 et suivantes).

Nous pouvons alors énoncer le

THEOREME B. Pour tous les éléments g dans L™(R), les énoncés (a),
(b), (c) sont équivalents et entratnent Vénoncé (d):

(a) (dme)~t|s(y+e)—s8(y—e)|>dy converge vers une mesure bornée do,
aw sens de la convergence fatble stricte;

(b) (4=T)-|gs|2dy converge vers une mesure bornée do, au sens de
la convergence faible stricte;

(e) ge8', dest-d-dire p(x) définie par (1) est continue sur R;

+T
(d) THT (27 £ g+ u|2de emiste et est finie, pour toute p dans M(R),

et vout [|pl2do(y).
b4

8i (a), (b), (¢) sont réalisés, () = o(—w) (comparer avec Wiener [5],
p. 181, théoréme 31).

La démonstration du théoréme 5 est analogue & celle du théoréme 4.
La continuité de ¢ & ’origine entraine geS’.

Remarques. 8i # est une mesure discréte somme absolument
convergente de masses ponctuelles, ’existence de la corrélation ¢(z) de ¢
entraine l'existence du premier membre de (d). Si g = exp(ix?) et si u
est continue, on a

lgxp(@)] = [»(20)], o ¥(w) = exp(ix?)u(x).

Done g+u est nulle en moyenne & P'infini. Ceci prouve que, pour
toute u dans M(R), si g = exp(iz?), (d) est vérifié. Voilsh pourquoi (d)
n’entraine pas (a).

8i g est dans 8, si spg est vide, g est nulle en moyenne & Dinfini.
Il n'en est pas de mdme i g est dams 8§.

) La fonetion g(x) égale & exp(in @) sur [2", 2*"*1], 0 ailleurs (n > 0),
vérifie les conditions (a), (b), (¢), (d) du théoréme 4 sans appartenir & S.

La fonection g égale & 1 sur [0, + co[ & —1 ailleurs appartient & S'.
Son spectre de Wiener est {0}. On ne peut évidemment trouver une suite
P, de polyndmes trigonométriques de spectre contenu dans {0}, soit
des constantes, convergente en moyenne & linfini vers g. On pourrait
aussi prendre g nulle sur ]— oo, 1], égale & (—1)" sur [2%, 2"*![ (n > 0)
pour exclure la possibilité d’une convergence, & droite, de la suite P,

vers g, en moyenne & linfini (le spectre de Wiener est {0} dans ce
dernier cas).
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§ 4. La classe T

Tes mesures de ,répartition spectrale® do associées aux fonetions
g des classes S ou 8’ ne dépendent que du comportement moyen 4 Linfini
de g. La seule possibilité de reconstituer g & I'aide de son spectre de Wiener
était de former une suite P, de polynémes trigonométriques vérifiant:

spP, < 8p9,
i +
lim lm — f lg— Pyl do = 0.
Nept-00 T>+00 2T _ip
Nous avons vu que c’est impossible en général; que dire maintenant
des éléments g de L™ (R) tels que le comportement, & distance finie, dépende
du comportement moyen & linfini et quelles possibilités de synthése
peut-on espérer dans ce cas? Pour &tre plus précis, posons la
DiFvTION 8. L'élément g de I°(R) appartient & T si, pour tous
les f de L(R),

(1) fxg nulle en moyenne & linfini = fxg = 0.

Remarque. T peut aussi étre défini comme T’ensemble des g de
I”(R) admettant la synthése spectrale et dont le spectre est le spectre
de Wiener.

THEOREME 6. On peut construire une fonction, h, uniformément con-
tinue, dams L®(R), appartenant & T, qui, pour la topologie faible sur L*®(R),
considéré comme dual de I (R), nest limite @’ aucune suite P, de polynémes
trigonoméiriques vérifiant spP, < sph.

Suivant une idée de Koosis (2), Ia construction de k repose sur 'exis-
tence d’un compact indépendant K support d'une mesure positive u
dont la transformée de Fourier est nulle & Vinfini.

Nous commencerons par prouver la proposition suivante:

PROPOSITION 3. On peut trouver, dans L™(R), une fonction g, uni-
formément continue, admetiant la synthése specirale, nulle en moyenne
& Vinfini, dont le specire est un compact indépendant et qui n'est pas la
transformée de Fourier d’une mesure bornée.

Démonstration. Nous définissons B(R) comme Lensemble des
transformées, z, de Fourier des éléments 4 de M (R) et posons llels = Nl
Rudin a montré Pexistence (voir par exemple [2], p. 106, th. IT) d’un
compact indépendant K, support d'une mesure positive u, telle que
g1(®) = fi(—2) soit nulle & Vinfini. I existe donc une suite croissante

() P. Koosis (travail inédit, communication orale de J.-P. Kahane).
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2, (k>1) telle que:

(a) &y — o, tend en ecroissant vers - oo,
(b) lg1(2)] <&7° dés que [w] > 27 (g —y_y).
La série
+o0
(2) Zﬂk%(m“wk)
1

définit g(z), nulle en moyenne & l'infini uniformément eontinue, sur tout
E, et bornée, si |4 < 1. Les sommes partielles de (2) sont uniformément
bornées dans L™ et convergent uniformément sur tout compact vers
g(=). 8i f est dans L'(R), si f est nulle sur X, il en résulte que fg = 0.
Réciproquement, si fxg = 0 et si a; ne tend pas vers 0 quand % tend
vers + oo, montrons que f*g; = 0. Mais les fonetions ¢(x+ Tp)— arg, ()
forment une suite, bornée dans I™, qui converge uniformément vers 0,
sur tout compé}.ct. 8i fxg = 0 on aura ayf*g, -0 (k— + oo) et done
fxg, = 0; soit f est nulle sur K.

Reste &4 voir que L'on peut choisir les a;, pour que g n’appartienne
pas & B(R). Sinon, en appliquant le théoréme du graphe fermd 3 Vappli-
Zationjtinéaﬂe de I dans B(R) que définit (2), on aurait, pour une cons-

ante :

n
“21;%91 (m—mk)”B < AKS,:ZSL || .

En particulier, si les a; sont les fonctions r%(t) de Rademacher on
en déduit:

JI S ntexn(—ing)|duty) < 4.
1

En intégrant, par rapport & #, compte tenu de I'inégalité
n 1 n
(Z]ak]z)”’ <2 Hzﬁm(t)ldt
T . 2 1
(vc;ir par exemple Rudin [4], formule (6), p. 128), on aurait Wnl[yl] <24
soit p = 0.

8i la seule fagon de sortir de B(R) était de choisir une suite ay
tendant vers 0 quand % tend vers linfini,

-+00
9= g:(0—a)
1

appartiendrait & B(R) et en additionnant, on pourrait choisir une suite
o, tendant vers 1, quand % tend vers Dinfini.
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Pour déduire le théoréme 6 de la proposition 3, appelons yy (k = 1),
une suite réelle, dense dans K, et posons

+o0
3) g'(@) = X2 exp(igea).
1
La fonetion h, égale & g+ ¢', convient pour le théoréme 6. En premier
lieu, le spectre de Wiener de h est K. En effet, si f+h est nulle en moyenne
4 linfini, pour un f dans L'(R), il en est de méme de

+oo
fxg'(@) = > 9 exp(iye)f (92)
1

et il résulte, des propriétés des fonctions presque périodiques uniformément
continues, que F(yz) = 0 (k >1). Alors f est nulle sur K. Le spectre de
h est contenu dans K et done égal &4 K (spg = spg = K). Si & était limite
faible d’une suite P, (z) = g,(—) de polynémes trigonométriques de
spectre dans K (les mesures u, sont une suite de combinaisons linéaires
finies de mesures de Dirac portées par K), le théoréme de Banach et
Steinhaus donnerait, pour une constante 4

llanlloo < 4.
Mais puisque K est indépendant, on en déduit

o)l = Hitmllee < A

ot la suite bornée u, contient une gsous-suite, convergente vers une mesure
», sur les fonctions de Uy(R). La sous-suite correspondante des fi,(— o)
convergerait faiblement, sur L'(R), vers »(—a) et l'on aurait

h(@) = ¥(—u),
contrairement & la proposition 3 et & la définition de h(w).
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