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STUDIA MATHEMATICA, T. XXV. (1964)

Die Spektraldarstellung einiger Differentialoperatoren
mit periodischen Koeffizienten
im Raume der fastperiodischen Funktionen

yon

M. BURNAT (Warszawa)

Die Bigenwertaufgabe
(1) —u'Hg@)u =l (—oco << +oo),

wo u(x) begrenzt, ¢(z) stetig und periodisch ist, ist seit langer
Zeit untersucht worden (siehe z. B. [6] und [7]). Neue Anregung zur
Untersuchung der Rigenwertaufgabe (1) hat die Quantentheorie der
Kristalle (Halbleitertheorie) gegeben (siehe [16]). In dieser Theorie stellt
némlich das periodische Potential q(z) in Gleichung (1) das eindimensio-
nale Kristallmodell dar. Dabei spielt die Verteilung der Rigenwerte A
eine wichtige Rolle (energetisches Spektrum des Kristalls). Bs ist bekannt,
daB das Speltrum im allgemeinen aus unendlich vielen Streifen besteht.
Wir haben also mit einem stetigen Streifenspektrum zu tun (siehe [8],
[171, [18], [9], [12] und [20]). Trotzdem sind einige Abschiitzungen der
Absténde zwischen benachbarten Streifen bekannt (siehe [19], [20],
[13] und [14]). Was die Perturbationseigenschaften des Spektrums der
Aufgabe (1) betrifft, so war dem Verfasser nur ein Satz dieser Art
bekannt (siehe [18]), welcher besagt, daB das Spektrum des Operators
—u'' - eq (@)%, wo ¢(x) periodisch igt, fiir & — 0 gegen die Halbgerade
{0, +o0) strebt. Die Perturbationseigenschaften zu kennen, ist unter
anderen deswegon wichtig, weil man erstens im Kristall niemals genau
das Potential ¢(x) kennt und zweitens viele Methoden der Spektram-
auswertung auf einigen heuristischen Voraussetzungen iiber die Pertur-
bationseigenschaften beruhen (siche [10] und [157).

Im ersten Abschnitt der vorliegender Arbeit untersuchen wir den
Operator Lu = —u' - q(x)u, wo q(x) periodisch ist (der Hillsche Opera-
tor), und sein Spektrum. Unsere Untersuchungsmethode beruht auf der
Anwendung der Norm

e i 1 g 2
(2) AP =Jim = [ |f(e)Pd
Toseo T o)
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34 M. Burnat

und des nichtseparablen Hilbertschen Raumes $, welchen die Besiko-
viteh fastperiodischen Funktionen darstellen. Ks zoigl sich, dafl der
Differentialoperator —u' --¢(x)u im Raume 9 cinon wesentlich selbst-
adiungierten Operator hervorruft, dessen Spoktrum it der Menge
aller Bigenwerte der Aufgabe (1) zusammentiilll. Dabei gewinnen wir
die Tatsache, welche die Untersuchung des Spekirums erleichtert, da
alle Eigenfunktionen dem Raume $ angohdren. Wir erhalfon folgende
Perturbationssitze. Wir betrachten zwei Operatoren —u' - ¢ ()% und
—u" 4 g (@)u, wo ¢V (@) und ¢ (@) periodischo Zli‘unki;i(mm,x it dor-
selben Periode ¢ und 8™, 8® die entsprochende Spekiren sind. Wonn
wir jetzt mit o(8Y, §¥) die Iausdorffsche Entfornung der Zashlen-
mengen 8 und 8® hezeichen, dann gilt die folgende Abschitzung:

o (80, 88) < sup g (@) ~ ¢ ()|

(Satz 5). Aus anderen Abschéitzungen (Satz 6) folgt, dal
Entfernung der Mengen 8¢ und §® Xkleiner als

e [l @)
0

ist, wo M eine Konstante bedeutet. Die besprochene Resultate wurden
kurz in [3] angegeben.

Alle genannten Probleme sind besonders interessant im Falle des
Operators Lu = —Adu--q (@, %;, ©3)u, W0 q(2y, s, 23) dreifach poriodisch
ist. Physikalisch wird es sich dann um einen dreidimensionalen Krigtall
handeln.

Der dreidimensionale Fall wird in analoger Weise im zweiten Abschnitt
betrachtet. Es wurden dabei analoge Brgebnisge erhalten. Im Abschnitt
IIT sind einige naheliegende Fragen angegeben.

die ,,relative”

1/2

) (@)|* do)

L. Der Hillsche Operator

1. Hilfsbemerkungen. Die Menge aller fix —oo « & < oo or-
klirten komplexwertigen und gleichmissig fastperiodischon Funktionen
(siehe [1]) werden wir mit (g,f, p) bezeichnen. Iir f(w)e(g,f,p) wird
die Norm (2) eingefiihrt.

Mit (B?,f,p) wird die Funktionenmenge bezeichnet, welche durch
Abschliessung der Menge (g, f, p) in der Norm (2) entsteht. Weiter be-
zeichnen wir mit T die Menge aller trigonometrischen Polynome der Gestalt

»

\ iAjx
e
J=1
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wo A; komplexe und 4 reelle Zahlen sind. T gehort der Menge (g, f, p)
an, und ist im Sinne von (2) in (B?,f, p) dicht.

Die Funktionen, welche (B, f, p) angehéren, werden wir it klei-
nen Buchstaben f, u,... bezeichnen. Die Menge (B, f, p) zerteilen wir
in Klassen, nimlich ) fi und f, reprisentieren dann und nur dann
dieselbe Klasse, wenn ||f,—ful = 0 ist. Die erhaltene Klassenmenge be-
zeichnen wir mit $. Die Elemente von $ werden mit grofen Buch-
staben I, U, ... bezeichnet.

Wenn f()e(B?, f, p) das Element FeH reprasentiert, dann werden
wir F' = (f) schreiben. Die Operatoren, welche auf Funktionen aus (B, f, p)
wirken, werden wir mit den Buchstaben 4, I, ... bezeichnen. Dagegen die
Operatoren welche auf die Elemente aus $ wirken, bezeichnen wir mit
groBen deutschen Buchstaben 2, £, ... Z. B. bedeuten I bezw. I Ope-
ratoren welche die Funktionen f(z)e(B?, f, p) bzw. die Blemente aus 9
unverdndert lassen.

Fir F, GeH wird das skalare Produkt

f fl@

eingefithrt, wo F = (f(#)) und ¢ = (g(«)) ist. Die Menge $ mit dem Pro-
dukt (2) bildet den vollstéindigen, nichtseparabelen Hilbertschen Raum.
Wenn. einer Funktion fe(B%, f, p) oder einem Element Fe$ die Fourier-
reihe Y'a,¢™" entspricht, dann schreiben wir f~ Ya.,6"* und ent-
sprechend 7 ~ Zas o,

Betrachten wir jetzt die Differentialgleichung

(3) (F, &) —hm———

Toseo 2

(4) —u"+g(@)u = A,

Wo —oo < @ < oo, ¢(x) periodisch mit Periode o stetig und reel und i
eine komplexe Zahl ist. Wir werden die Losungen u,(z) der Gleichung (4)
untersuchen, welche stetige Ableitungen zweiter Ordnung besitzen, was
kurz w,e(*(—oo, --o00) geschrieben wird. Die Losung wu, wird stationdy
genannt, wenn es eine Konstante M gibt, fiir welche die Ungleichung
luy(@)] < M gilt, Im Gegenfall werden wir die Losung u, nichistationdr
nennen.

Ts bezeichne 4 die Menge aller komplexen Zahlen. Mit Az bezeichnen
wir die Menge aller reellen Zahlen J, fiir welche die Gleichung (4) eine sta~
tionére Liosung begitz. AuBerdem definieren wir Ap = A—Ag. Die Menge
Ap werden wir klassisches Spektrum nennen. Dabei werden die entspre-
chenden stationiren Losungen w, die Klassische Higenfunktionen des
Operators Lu = —u''+ ¢(x)u genannt.

Wir werden jetzt die folgenden Hilfsséitze beweisen:
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Hivvssarz 1. Jede Flassische Bigenfunktion st gleichmdafig  fast-
periodisch, und ist eine Linearkombination von Funklionen der (lestalt

(5) az () = 6%, (),
wo & reel, vy(m) periodisch mit der Periode a st

HIvessarz 2. Wenn, Aedyp, dann hat die Gleichunyg (1) 2wei linear
unabhingige Losungen, welche die Gestalt

(6) uy (@) = o™ (@), g () e e TV, ()

besitzen, wo k £ 0 reel und vy, vy periodische NMunktionen wmit der Periode
a sind. Wenn I(A) = 0, dann ist r == 0.

Beweis der beiden Ililfssiitze. By sei A cine beliebige reolle
Zahl und ¢, (), p,(z) die zwei entgprechenden linear unabhingigen reellen
Losungen der Gleichung (4). Die Periodizitit der Funktion ¢(x) ergibt,
daB ¢, (2+ a) und ¢, (z-+ a) auch Lisungen der Gleiehung (4) sind, also ist

Pr{ @) = o (®)+ ane.(r),
(7)

P+ 0) = o (@) + agu (),

WO agy, veell sind. Die Wronigkische Determinanto ist fiv die Gleichung (4)
von » unabhéngig, also folgt aus (7), daB det(ay) == 1. Die Gleichung (4)
besitzt dann nnd nur dann eine Lisung v (x), welche fiir alle » die Boedin-
gung

®) P(@+a) = py(x)

erfiills, wo u eine passende komplexe Zahl ist, wenn

Apy—@ Oy
dgy Qg — [

9 = — (ot ogg) p-+1 = 0

ist. Bs sind drei Fille zu unterscheiden:
1. aytay > 2. Hs existieren zwel linear unabhiingige Lisungen
welche die Bedingung (8) erfiillen, und die Gestalt

p(@) = ¢"uy (@),  p(@) = ¢y (w)

besitzen, wo % reel und v, v, periodiseh mit der Periode @ sind.
2. a1‘1+ ag < 2. Bs existieren zwei linear unabhiingige Lisungen,
welche die Bedingung (8) erfiillen, und die Gestalt

P(@) = "y (2), (@) = P, ()

b.esitzen, wo k reel und v, , v, periodisch mit der Periode ¢ sind. Die Funk-
tlcfneg "N und. Yy 8ind gleichméBig fastperiodisch, weil sie durch Multi-
plikation zweier periodischen Funktionen entstanden. sind.
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3. ap+ = 2. Es existiert wenigstens eine Losung v (z) der Glei-
chung (4), welche die Bedingung (8) mit p = 1 erfiillt, also periodisch
mit der Periode a ist. Betrachten wir eine zweite Losung ¢ (x) der Glei-
chung (4) welche mit y(x) linear unabhingig ist. Dann nimmt (7) die
folgende Gestalt an:

p(e+a) = P () + ayp (1),

(10)
p(r+a) = ().
Dabei ist
oy @ .
011 112 = ay = 1.

Wenn also @3, = 0, dann ist ¢ () periodisch mit der Periode a. Wenn aber
ay, % 0 ist, dann ergiebt (10)

B(o+na)—p(a) = no,y(z),
alse (x) unbegrenzt ist.

‘Wir haben also bewiesen, daf} es fiir ein reelles 1 zwei sich gegenseitig
ausschliessende Moglichkeiten gibt. Entweder AeAdp und es existieren
zwei Losungen der Gestalt (6), oder A¢Agz und alle stationdren Losungen
gind fastperiodisch und sind von der Gestalt (5), was den Beweis fiir
reelle 2 ergiebt.

Wir miissen noch den Hilfgsatz 2 fiir komplexe 4 (I (1) # 0) beweisen.
Wenn 2 komplex ist, dann miissen wir komplexwertige linear unabhingige
Losungen ¢, und @, nehmen, und die Zahlen oy werden in (7) komplex
sein. Bs gilt aber wie vorher die Gleichung det(a;) = 1. Die Gleichung (4)
besitzt dann und nur dann die Lésung, welche die Bedingung (8) erfiillt,
wenn die Gleichung (9) gegeben ist. Wir werden zeigen, daf

(11) (ot an)® # 4

ist. Wenn (ay+ ag)* = 4, dann hat die Gleichung (9) entweder px =1,
oder 4 = —1 als Doppellosung. Also besitzt (4) eine Losung y (), welche
periodisch ist. Genau so ist Ly = —y''+¢(@)p eine stetige periodische
Funktion. Wenn aber #(z) und Ld periodisch sind, dann gilt

(12) (9, L9) = (L9, 9).

Fiir yp(x) (12) ergibt (A—2i)|w| =0, was I(1) % 0 widerspricht.
Bs gilt also (11) und es sind immer zwei verschiedene Lisungen u; und g,
der Gleichung (9) vorhanden, wobei u,p, =1 ist. Wir konnen jetzt
iy = NG und gy, = e"#N% ghnlich wie im Falle I(3) =0 legen.
Man kann sich jetzt leicht tiberzeugen, dafi die Gleichung (4) zwei linear
unabhingige Losungen der Gestalt

13 2) = e(k+'£r)a:vl(w), 1/)2(90) — e—(k+'i7')m,vz(w)
(13) i (
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besitzt, wo o;(x) und v,(») periodisch mit der Periode a sind. Dabei it
k £ 0. Wenn némlich % = 0 wiirde, dann wiirden die Funktionoen, (13)
klassische Rigenfunktionen sein, was wegen (12) mit dor Voraussotzung
I(2) # 0 widerspricht. Damit ist der Beweis beoendet.

2. Die wesentliche Selbstadiungiertheit des Operators -y .
+¢q(w)u. Bin Operator B, welcher symmetrisch wnd in Dy < 9 erkliirt
ist, wird wesentlich selbstadiungiert genannt wenn Dy dicht in $ (Dy = )
und die Abschliessung B des Operators B ein selbstadinngiortor
Operator ist.

Wenn B symmetrisch und dicht in  orkliirt ist, dann wordon wir
die komplexe Zahl 1 einen reguldren Punlkt von B neunen, woenn
(14) Al- == 531
wo 4; = (B—i3) Dy ist, und
(15) IPIE < [(B—3)F|, K =0,

fiir FeDy, wo K eine passende Konstante ist.

Bin symmetrischer, dicht erklirter Operator ist wesentlich selbst-
adiungiert, wenn er wenigstens einen reguliiven Punkt besitut.

By sei BV ein selbstadiungierter oder wesentlich selbstadinngiorter
Operator, dann werden wir die Menge seiner reguliiren Punkto mit L (B)
bezeichnen. Die Menge §(B) = A—R(B), wo 4 dio komplexe Xbene
bedeutet, wird Spektrum des Operators B genannt.

Jetizt kénnen wir zur Untersuchung des Difforentialoperators Le
= —u +¢ () iihergehen. Unser Ziel ist nun, mit 1Tilfe von Lu einen in H
dicht erklirten wesentlich selbstadinngierten Operator LU zu orzeugen.,
Das Erklirungsgebiet Dg wollen wir in dieser Weise withlon, dafi alle
Elemente von 9 welche durch klassische Rigenfunktionon reprisentiert
sind, der Menge Dy angehoren. Auf Grand von Filfssatz 1 koénnen wir
das folgend erreichen:

D = {u(@): uelg, f,p), /u,ea"’(—-oo, o0), Lue(g, f, )},
Dy = {U:U = (u), ueD},
dabei ist fiir U = (u) wo uwel, LU = (Lu).
s gilt T < D, also
(16) Dy = 9.
Leicht kann man zeigen, daB LU gymmetriseh ist. Nimlich wonn
U =(u), V= (v) und , vel), dann wird

r

1
U, V) = lim — .
(£U,7) g{ﬂZTurfLuvdm

o

o1 y " O
= Hm = (— (w51 - [0 1% ) - lim - f w Ldw.
Treo) 2,[' ) ’l"

Tpoo 21
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Aber u'' = —Lu+qu, also folgt aus Lue(g,f,p) und quelg,f, p),
daB w" (g, f, p). Daraus erhalten wir, daB " (z) und «’(x) gleichmiBig
stetig sind. Der Satz von Bochner (siehe [16], S. 6) besagt, daB u’ (g, o
und gleichfalls »'¢(g, f, »). Daraus erhalten wir

1 ,
m oo (— (o] g+ (s Tg) = 0
Tsoo 4.

und
('QU, V) == (U’EV)-
Ahnliche Untersuchungen ergeben fiir g = igfq(w) die Ungleichung
(17) (8U, U) 2 q||UP fir UeDy.

Wir beweisen den. folgenden

Hivrssarz 3. Wenn e g, dann fiir jede Funktion f(z)e(g,f,p) ewis-
tiert die Funktion w(2)eD, so daf (L—AL)u = f. Also

(L—A1)D = {g,f,p).

Beweis. Aus Hilfssatz 2 folgt, daB fiic 1 eAp zwel linear unab-
béngige Losungen der Gleichung Lu— Au = 0 existieren, welche folgender
Gestalt gind

(@) = "N (), P (2) = TP (@),

wo >0, 7 reell und ofY(x), v{? (%) periodisch sind.

Es sei )
H(m, s, 1) = e~ *+-8g 5 o 7),
wo
S o (w)oP(s) fir =z <s,
@:85,4) = v ()P (x) fir s<a,

und % ist aly positiv angenommen
Die Funktionen o{(2) sind so gewshlt, dad H(w,s,A) fir o =s
die charakteristische Unstetigkeit der Greenschen Funktion besitat.
Wir werden zeigen, daf die gesuchte Funktion (o) folgender Gestalt

u(w) = fII(w,s,Z)f(s)ds.

Unmittelbar aus der Definition der Funktion H(z,s,A) folgt, daB
(L—AL)-w = f ist. Weiter haben wir

(19) (@) = o (@ hy) [ IO (4R f (14 P

—0o

+ oW @+ Ry) [ e~ EHNHS (G ) (84 P) .
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Aus der Fastperiodizitit von o")(z), v (s), f(w) und (19) folgt, dap
die Folge h, eine Unterfolge ki, besitzt, fiir wolcho dm TFunktionenfolge
w(@+hy,) gleichmiBig konvorgwlt Das ist mit u(w)e(g, f, p) gleichbe-
deutend. Damit ist der Beweis des Hilfssatzes be(mdet
Wir werden jetzt den folgenden Hilfssatz beweisen:

Hirrssarz 4. Wenn f(w) begremst ist, dann existierl das Integral

o0

[ Hiw, s, 2)f(s)ds

)

w{w) =
fiir jedes w, und gilt die Ungleichuny

2N
(20) lfaf] 2 - =t Hfil,

wo N(1) = sup|¢(w,y, M.

Fiir den Bewels der Ungleichung (20) bemerken wir, daB

-}

@ =| [ [ Ha,s,)feE

—00 0

f f e k(m-a)v

/A

(@, 1, D@t

k£ ds d

Rl st

[f(s)e * If)

k
— 18 -ty

) J [

- T

N (We(z, T)+N(2 |dsdt,

wo N (1) eine passende positive Zahl ist und & 2z, T) wenn 7' ogen
Null strebt. Bs sei ) T

(T} = ST x, T
——1'-]-EI(T)4£§ T a(T) rs( ! )l !

wo a(T') > 0, und UmT/a(T) = oo, hma(l’) = oo ist. Bs gilt

Tvons
(21) hmn (T) = 0.
Wir haben weiter
.N" n VA
2 7 e R 8 J
lu (o) < Ne(a, P)+«2—J ﬂ[e KO- 17 6) o 1(4) 2 d it
T T
= N%(z, I N* f [ emHte- =l £ (9) *ds .
~T 7
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Es gilt aber fir R > 0 die folgende Ungleichung:

R o
(22) [ehr-tigy < 2.
- k
Algo
v 2 r

@ < Neo, 11+ 5 [ e ge)tas (—T <0 <),
-

Nach der Integration der letzten Ungleichung und nach der Anwen-
dung von (22) bekommen wir schlieBlich:

P (T T
) 2\
(23) f () Pde < 2N (T — o 1)) 9(T) + (—) N f If(s))*ds.
e k
a(1') -1
By gilt aber
1 T—a(T)
(24) Il ——llm T |u ()| *da
~ 2(T= o(T) ~Tfo(T)
und
] —
(25) I = Tim 2(T j F(@)*da,

woraus die Ungleichung (20) unmittelbar folgt.

Bemerken wir jetzt, daf die Menge Ap, nicht leer ist. Aus (17) erhalten
wir némlich, daB mit Ausnahme der Halbgerade (g, +o00) die ganze
Ebene A4 dem Ap angehort. Die Hilfssitze 3 und 4 ergeben also den
folgenden.

Sarz 1. Der in Dg erklirter Operator U ist wesentlich selbstadiun-
giert, und jede Zahl A, welche der Menge Ap angehort, stelit einen requliren
Punlit des Operators L2 dar.

Es sei U der in  selbstadiungierte Operator, welcher durch Abschlies-
sung des Operators £ entstanden ist (2 = £). Wir formulieren den

Barz 2. Das Spektrum 8 () des Operators U ist klassisch, das heift

S®) = Ag. Dabei sind alle Punkte der Menge S(U) Bigenwerte des Ope-
rators 2.

Beweis. Aus Satz 1 folgt, daB S(U) < Ay. Wenn aber iedy und

#;(#) die ontsprechende klassische Wigenfunktion ist, dann haben wir

UpeD, () = UyeDg = Dy
und
AU = QU;, == (L’Mq) == l(u),) == ASUA.
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Algo ist 2 ein Tigenwert des Operators A und AeS (). Damit ist der
Beweis beendet.

Wir miissen noch feststellen, dafl alle Higenclemente dos Operatory A
klagsisch gind. Das heiflt, sie lassen sich durch Linearkombinationen von
klassischen Wigenfunktionen der Gestalt w(®) = ¢™w(x), wo % roell
und o (%) periodisch ist, reprisentieren. Zuerst werden wir den folgenden
Hilfssatz beweisen:

Hiressarz 5. FeDy dann und nur dann, wewn

o0 (23]
P T
B~ Z Y Z |} Ay <<
—c0

Weiter gilt die folgende Gloichung:

2 pag)e
(26) (A —A)VF ~ ——Z% As”r‘/l)(/“‘“m—l— Z 01y (nla b a)l‘.

1,8 w00
i
Dabei ist q(w NZole “ angenommen.

Beweis. Betmchten wir den Operator LU = LU —q(x) U ==(—u""),
wo (1) = U, wobei Dy = Dg. Der Operator L°ist wesentlich selbstadiu-
giert und aus der Tatsache, daB g(z) begrenzt ist, folgt dafh Do = Dy,
Es gentigt also den Hilfssatz fiir den Operator 2° = €° zu boweisen. Den

Operator 21’ kann man noch anderes definieren. Es sei & < £° ein Operator
mit Brklirungsmenge

= {U:U = (), ueT'},

wo T die Menge aller trigonometrischen Polynomen bedeutet. Offenbar

ist die Menge (21—13)Dy? (1) in $ dicht. Daraus folgt unmittelbar die
Gleichung

(1) 0 — 90,
Leicht kann man zeigen, dag aus FeDyo und I ~ 2 a,6™° dio Un-
gleichung 2 |a|*43 <--oo folgt. Wenn aber B ~ Z‘ @y 6" und ,}J Jetg 225

< oo, dann offenbar FeDyo und (U'— I3)H ~ — 2; g A3+ A) 6%, wa
den Beweis beendet.
Nun kénnen wir den folgenden Satz beweisen:

Sarz 3. Wenn ¥ eDy und AR = AF, dann FeDy und B kann durch
eine klassische Bigenfunktion reprasentiert werden.

() Wo I(4) #0,2<0, oder I(4) 50 angenomraen igt.
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Beweis. Bs sei F ~ Z 4,67, Dann ergibt (26):

(29) Zcm (g 420 _Z (o224 2)6%° — 0.

Bezeichnen wir jetzt durch £ die Zahlenmenge
2n
---,’ﬂzj;—l—ls,---,/la,--- (8,1 =0, 1,...).

Weiter sei £; (¢ =0, £1,...) die Zahlenmenge, welche aus allen
Zahlen der Gegtalt

2
M— A =X
a

besteht. Die Menge 9—295 (wenn. sie nicht leer ist) zerteilen wir auf

Untermengen ;. Jede Menge w; besteht aus allen Zahlen
27
My — s,
a

welche untereinander gleich sind.
Jetzt kann die Gleichung (29) durch das folgende gleichbedeutende
Gleichungssystem ersetzt werden:

(30) D aa—ali—A=0 (i=0,x1,..),

2
g Ageldy

(31) Dt =0 (j=1,2,..).

2% 2
= - Agey

Betrachten wir jetzt die Menge I'= {...,A_1, 4, 4, ...} und zer-
teilen. wir sie in Teile I', 1%, ... Dabel gehiren zwei Zablen A, , A, dann
und nur dann zu cinem Teil 1%, wenn (dy— Ag)(2m/a) ganzzéihlig ist. Es
sei Iy == {..., A, ...} und

Iy~ Z‘ (Izjne“f'n,“".
Tom 00

Leicht kann man einschen, daB Iy Bigenelemente des Operators 2
gind. In der Tat, aus der Definition von I folgt, daf die Bedingun_gen
(30) und (31) fite I, sich von den entsprechenden Bedingungen filr F nicht
unterscheiden. Der einzige Unterschied berubt nur darauf, daB die Be-
dingungen fiir J; weniger Gleichungen enthalten.
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Die Definition von F; ergibt, daff man F; in folgender Gestalt schrei-
hen kann:

2

i 8= .
; ; 3 ; iy
By~ Nhe = i),
—0n0

wo »(z) eine periodische lokal kwadratisch integrierbare Funktion iss.
Wir werden zeigen, daB o(#)eC?*(—oo, +oo) und Le*n(w) == 267 ()
ist. In der Tat, auf Grund von Ililfssatz 4, kann gezeigh werden, dafl die
Resolvente des Operators 20 die folgende Gestalt besitzt (2):

~

R = ( J Hx, s, ,u)e"”"'n(.«:)(ls).

Daraus aber und aus der‘ Tatsache, dal fiiv Fy == ((:EV""w(m)) die Glei-
chung 2AF; = AF; stattfindet, folgt die Gleichung
() = (A—p) f Hx, s, u)e(s)ds.
In der Tat, gilt fiir die Funktion
p(@) = (A—u) fﬁumﬁ,dew@m,

F; = (p) und pelg,f, p). Dasselbe gilt aber fir

plo) = (A—p) [ H(w, s, p)yp(s)ds,
was die Gleichungen ¢ =y und w(z) = 6" (2) ergibt. Also ¢"v(z) ist

eine klassische Bigenfunktion des Operators L. Bs gibt aber hichstens 2
linear unabhingige klassische Rigenfunktionen. Damit ist der Boweis
des Satzes 3 beemdet.

Auf Grund von Satz 1, 2, 3 kann bewiesen werden (siche Satz 11),
daB jede Funktion der Klasse (B, f, p) in eine Fourier Reihe dor klas-
gischen Migenfunktionen des Operators Luw = —w'" -q(mu (q(w--a)
= ¢(2)) entwickelt werden kann. Ingbesondere wordon im alle, wenn.
g(w) = 0 ist, die bekannten Sitze von Besikovitch iibor die Parseval-
gleichung bewiesen und wir bekommen aunch Ricsz-Rischor Sadz iir die
(B*, f,») Funktionen.

3. Spektrum Untersuchung. Im vorliegenden Abschnitt  wollen
wir einige Sitze iiber die Abhiingigkeit des Spektrwus S(20) von ¢(«)
angeben. Auf Grund von Satz 2 werden diese Sitze auch das klassische
Spektrum des Operators Lu = —u' -} q(w)n betreffen.

(%) Siehe den Beweis des IHilfssatzes 11.
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Es sei I, die Spektralfunktion des Operators 2, das heift
UF = [ pam,p.
Y

Wir sagen, dall AeS(2l) ein Punkt des wesentlichen Spekirums ist,
wenn. fiir jedes & > 0 der Raum 9, = (¥,,,—E,_)9 unendlich dimensio-
nal ist. Wenn §(2) aus lauter Punkten des wesentlichen Spektrums
besteht, dann sagen wir, daB S(2() wesentlich ist. Mit C(2) werden wir
Punkte von S(2) bezeichnoen, welche dem wesentlichen Spektrum an-
gehdoren.

Wir werden jotzt zwel bekannte Hilfssitze angeben.
HirwsgArz 6. Die Ungleichung

S)(A—e, A+5) %0

gilt dann wnd nur dann, wenn ein Blement X eDy, X 0, ewistiert, so
dap die Ungleichung

I~ 23)X|| < o]
stattfindet.

Hirrssarz 7. 4 < O) dann und nur dann, wenn eine Folge von
Blementen Y, ecwistiert, welche folgende Higenschaften Dbesites: Y,eDy,
die Menge X,, Y,, ... dst wicht kompakt, | Y, <N (n =1,2,...), wo N
konstant ist, wnd

lim |2~ AB) ¥} = 0.
N2 00

Wir werden jetzt den folgenden Satz beweisen:

Sa1z 4. Das Spektrum 8(2U) ist wesentlich. Die Menge S(2) besteht
aus lawter Hiufungspunlkien.

Beweis. BsseideS(U), AV = AV und U = (u(2)), wo w(z) = ¢™v(w)
eine klassische Rigenfunktion ist. Betrachten wir jetzt ¥, = (e’icn”u(m)),
wo Oy (Cy, # O, n % m) eine nach Null konvergente reelle Zahlenfolge
bedeutet. Die Tolge ¥, erfills alle Bedingungen des Hilfssatzes 7. Wir
haben nimlich

, 0 (n % m)
/ ’
(;)wn,y Y’rnr) e {“ "H (n - ,m,)’

wenn n, m hinreichend groB, und
L0y () e 20O () = R () - D062 6O (),
wag die Tatsache [[(20-—AQ)Y,| -+ 0 evgibt. S(2A) ist also wesentlich.

Die Tatsache, daB S(2A) nur auns Hiufungspunkten besteht, folgt jetzt
offenbar aus Satz 3. Damit ist der Beweis beendet.
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Bs seien jetzt M und N zwei reelle Zahlenmengen. Wenn 1 reell ist,
dann werden wir mit d(1, M) die Entfernung zwischen 4 und M bezeichnen.
Im folgendem werden die Bezeichnungen

(M, N)=supd(i, N), o(M,N)=max[6(M,N), (N, M)]

AeM
benutzt.
Wir werden noch die Bezeichnung

O (M, N} = max[8(<p, v>- M, N), 8(uyv>- N, M)] (%)

einfithren. Wir werden g, (M, N) die relative Hnlfernung zwoier Mon-
gen. M, N nennen.

Bezeichnen wir jetzt mit 2AM und A die in  wesontlich selbgt-
adiungierten Operatoren, welche durch die Differentialopoeratoren Lty
= —u" +¢P@)u und LPy = —u" -+ ¢ (w)u hervorgerufon sind. Dabei
sind die Funktionen ¢®(x) und ¢® (@) periodisch mit der Periode a.
Es gilt der folgende Perturbationssatz:

SATz 5. Bs ¢ilt die Ungleichung

(32) o (8 (UMW), 8(AD)) < sup ¢ (@) — ¢ (@)].

Beweis. Wir zeigen jetzt, dal die folgende Ungleichung gili:
(33) SIS (AM), 8(AM)] < sup ¢ (@) — ¢ ().
x
Dazu geniigh es zu zeigen, daB fir AeS8(2AY) im  Abschnitt
(A —sup g — afi)l, A-- sup]q{ J—g@@)) sich wenigstens ein Punkt der Menge

S(UP) befindet. Aus Satz 4 folgt, dab fir jedes 1eS(AM) cin Klement
XeDy) = Dy existiert, so daB APX = X ist. Also

[CEEFSINES (@)

Die letzte Ungleichung und Hilfssatz 6 ergeben (33).
Ganz &hnlich kann man zeigen, daf

L8 (AM), B (UM < sup g™ (»

Damit ist der Beweis beendet.
Wir werden jetzt den folgenden Satz heweisen:
SaTz 6. Wenn

sup ¢ (@) —

)= @)

Wde < N¥,

f 19 (@

(*) <@, » >+ M bedeutet die Menge aller Zahlen AeM, wolche die Ungleichung
b < A< v erfiillen,

icm®
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wo N eine konstante, p <0, u<v und {u,vd- ,g(sz[(t)) #£0 (i=1,2)
ist, dann gilt die Ungleichung

(34)  up(SEUD), SEM) < M (% | lq‘”(m)-q“’(wn’*dw)l”
[
wo
2Va ¥
M o= e (N 4V aly— )
4st.

Bewoeis. Wir werden zuerst ecinige Abschitzungen der klassischen
Bigenfunktionen angeben. Wenn AeS8(2), dann existiert die klassische

Bigenfunktion w(®) = ¢"y(x), wolche die folgende Gleichung erfiillt:

(35) — ' — = —q (@)t (A )

Fiir 4 < 0 besitzt der _Ijesolvontenkern des Operators L = —u’’
die Gestalt B(w, s, u) = ¢~/ ™" Algo (35) ergibt

wu(w) f VA=l g () au (8) ds -+ (A— ) fwe“'/m'”“"u(s)ds
und es ist )
(36) lu@) < [ ™9 lg(s)| v(s)| ds -+ |2— g fwe-m“-“' [o(s))ds.

— 00 —00

Bezeichnen wir jotzt mit o, und o, die Integrale, welche in (36)
auftreten. Wir haben

00 @+ a(r4-1) o —o0  T-av .
o = V=D g (s)||v(s)|ds+ Y] [ &HEI |g(s)|[(s)| ds
Pes) a0 Vom0 @fa(r—1)
<(Seriy ¥ 2 ') (f jats)Pas)™ ([ oty s,
Wi l) [)

was ergibt die Ungleichung
: o
aN . 12
o = 1—— o"'l/m‘“ (j |'0(s)l”d.?)
o 0

Tir oy orhalten wir auf fhnliche Weise

(37)

21A—ul

(38) v of (s)ids)"
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Schlieflich erhalten wir aus (36), (37) und (38):

fu(@)] <

2 (N Vi) ( f [o(s)]*ds )",
0

1— (',"Vlﬁ“

was bei der Voraussetzung
u
1 "y
) == o (8) ds =1
it =5 [ o)

und g < A< gibt die folgende Ungleichung:

2Va
[Q-L(w)] 55 - ‘:'l'/‘l't‘“
1—e Ha

(39) (N4Val—ul) = M.

Bs sei jetzt Aedu, v>- 8 (UO) (4 =1, 2). Mit w,(@), [[us(@)] == L werden
wir die entsprechende klassische Higenfunktion des Operators 2A® be-
zeichnen. Dann fiir X = (u(a)) gilt

O — 33) X < (g™ — ¢®) wall
wo i+j =3 (4,5 =1,2) angenommen ist. Aus (39) folgt
(D~ 33) X < Mg — g1 X

Die letzte Ungleichung und Hilfssatz 6 ergeben
. 17 e
8 (<, vy 8 (AD), (AN < M(;J \q“’—q“’llflw) :
0

Aus der Beweisfithrung folgt, daf man vielleicht fiir spezielle Klassen
von ¢(x) einige tiefere Perturbationssitze gewinnen kann. Man muf
nur dazu feinere Abschétzungen der Kklassischen Bigenfunktionen zur
Verfiigung haben.

Es bezeichne jetzt 2A™ den in $ selbstadiungierton Operator, wel-
cher durch Iy = —u''--¢™(w)w hervorgerufen ist, wo ¢™ () cine
stetige, periodische Funktion mit Periode a, bedeutet. s gilt der folgende
Satz:

Sarz 7. Wenn =(x) eine gegebene Funltion ist, welche die Bedingung

[ x(@)Pdo < oo

—00

erfult, wnd fiir 0 <w <a, (n=1,2,...) dic Ungleichung

™ (@) < [x(@)]  (n=1,2,...)

icm
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gilt, damn wenn lima, = +oo ist, wird die Qleichuny

(40) Lm (<0, 4 oo), 8(AM)) = o

N—r00

stattfinden.

Physikalisch stellt der Grenziibergang a, — oo, die Verdampfung
des Kristalls dar. Satz 7 gibt eine teilweise Begriindung der in der Quan-
tentheorie bekannten Tatsache, daf wenn der Kristall in Gaszustand
iibergeht, sein energetisches Spektrum gegen das Spektrum des Einzel-
atoms strebt. (40) besagt niimlich, da8 der positive Teil des Spektrums
S(2AM) bei Grenzitbergang a, — oo aut die ganze Halbgerade (0, +oo)
iibergeht. Die Halbgerade gehort aber dem Energiespektrum de:s Ein-
zelatoms an.

Boeweis. s gel U° der in $ wesentlich selbstadiungierter Operator,
welcher durch den Operator Lu = —u”’ erzeugh ist., Dann ist §(2°
=<0, +o0) und fiir jedes ¢S () existieren zwei klassische linear wn-

abhiingige normierte Rigenfunktionen, welche ¢* und ¢~ gleich
sind. Definieren wir jetzt

X = (") Dy = Dy, |X| =1.

Dann ist
(12— A3X)|| < (1™ -1 X

und aus Hilfssatz 6 folgt

N ,

' 1 12 1M 12
60 8(<0, 00, 80 < (o [ @) < (2 [ oras)”,
n Y n g

was den Beweis ergibt.

Wir werden noch eine einfache TFolgerung der Ungleichung (41)
angeben. Ms bezeichne 20 den wesentlich selbstadiungierten Operator,
welcher aus Lu == u'--gq(x)u entstanden ist, wo ¢ (») periodisch mit der
Periode a igt. Wy soi woiter y der erste Spektrumpunkt, also (—oo, y)-8(2)
=0, aber fir jedes & >0 (~—~oo,y-+e)8(U) 0. Im allgemeine
enthiillt die Ilalbgerade (y, 4o00) eine unendliche Tolge von offemen
Abschnitte oy, Jy, ..., weleho die Bedingung J,8(4) = 0 (n=1,2,...)
erfiillt. In dor Quantentheorie der Kristalle ist es wichtig die Lénge J,
der Abschuitite o, zu konnen, Bs gibt eine Reihe von Arbeiten [81, [9],
[10], [12], [13], welcho die Abschitzungen der Zahlen J, angeben. Der
Satz 8, welcher unmittelbar aus der Ungleichung

2

lS(((), 1 r)o), S(?’U) = ("::;‘f {q(m)‘zdw)l/
[

Studin Mathematica XXV 4
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folgt, gibt einige Abschitzungen von J, an. Dieso Abschitzungen sind
jhnlich wie die, welche in den Arbeiten. [8], [9], [10], [12] und {18] an-
gegeben wurden.

SAaTz 8. Wenn ein Abschmitt J, (n = 1,2,...) der Halbgeraden

1 e . 1/2
<= (5 [ o), oo
3
angehart, dann 1ist

1 “ 2
< z(—(; [ !q(w)l*dm) -
0

1L Der Operator -~ Au gy, kg, o)t

Im vorliegenden Abschnitt werden wir den Operator Lu = —du-
+gq(@y, @y, x3)% untersuchen. Wir werden. voraussetzen, daf ¢(v) dreifach
periodisch ist, daf heiflt die Identitét

q (3 + Toay By -+ lay g - mag) == q(®,, @y, 24)

erfiillt, wo %, I, m beliebige ganze Zahlen sind. Trotzdem wird ¢(x) als
stetig angenommen.

1. Hilfsbemerkungen. Wir werden zuerst kurz die fitv uns wichtigen
Higenschaften der gleichmifig fastperiodischen Funktionen im drei-
dimensionalen Buklidischen Raume F angeben.

Eine Funktion f(x,, ©., ;) ist gleichmdpig fastperiodisch, kurz fe(g,f,p),
wenn sie sich gleichméBig in # mit trigonometrischen Polynomen der
Gestalt 34,64 (%) approximieren laBt. Die allgemeine Theorio der
fastperiodischen Funktionen auf Gruppen (siebhe [17], [18]) ergibt die
folgende Eigenschaften.:

a. Die stetige Funktion f(wx,, @,, @) ist dann und nur dann gleich-
miBig fastperiodisch, wenn fir jede Punktfolge h, = (h{, A, K{Y) die
Funktionenfolge f(@, - k™, 2+ k{7, g4 A" == f(-- hy) oine gleichmiBig
konvergente Unterfolge begitzt.

b. Es sei @y, eine beliebige Folge von begrenzten und in Lobesgueschen
Sinne meBbaren Mengen, fir welche gilt

B = ZGTH (@) #0, @, g1y

Ne=l

m - == () fiir alle  wel,

) (), ) = 10w + 10, + 1D,

e ©
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Dabei ist @, = T,(G,), wo T, die Transformation 7T,(s) = s+
des drei dimensionalen Raumes H bedeutet.
Dann existiert fiir jede Funktion fe(g, f, p) der Mittelwert

1
M) = fm s ) { F(@)dz

und ist von der Folge @, unabhingig.
In der Menge der (g,f,p) Funktionen fiihren wir die Norm

(42) I = M (f)
ein.

Mit (B?,f,p) wird die Funktionenmenge bezeichnet, welche durch
AbschlieBung der Menge (g, f, p) in der Norm (42) entsteht. Den ent-
gprechenden nichtseparablen Hilbertschen Raum mit dem skalaren
Produkt

(F,6) = M(f-3),

wo F = (f) und @ = (g) ist, werden wir wie vorher durch $ bezeichnen.
Wir werden jetzt einige REigenschaften des Resolventenkernes
H(z,y,A) des Operators Lu = —Au+ g(s)u angeben.

1. Die Gruppeneigenschafi. Bs ist bekannt, daB fiir #  y die Funktion
H(x,y, 1) die Gleichung

(L—AL):H (2, y,2) = 0()
erfiillt. Die Periodizitét der Funktion ¢(x) ergibt fir z+a # ¥y
(L—Al)yH(z+a,y,4) =0,

wo a = (ka,, La,, ma;) angenommen ist.

Die Funktion »(x) = H(z+a,y, A), wo y, A als festgehaltene Para-
meter betrachtet sind, besitzt im Punkte z = y—a die charakteristische
Singularitéit der Greenschen Funktion, erfilllt die Gleichung (L—AI)x(z)
= 0 und ist im B quadratisch integrierbar. Aus der Eindeutigkeit der
Greenschen Funktion folgt also die folgende Gleichung:

(43) H(wta,y) = H(z, y—a).
2. Wenn I (1) > 0 und hinreichend gro8 ist, dann gilt die Abschitzung
e~ TAz—l ( N )
2 < o —~I|je—y|
(44) (@, y, 7)) < g | o )

(%) (L—AI); bedeutet, daB der Operator in der Verinderlichen » wirkt.
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wo M, N, X nur von 1 abhiingige positive Konstanten sind. Der Beweis
der Abschiitzung (44) ist fiir begrenste Potentiale g(x) in der Arbeit [21)
angegeben.

3. Die Funktion H(w,y,?) erfillt noch fiv I(1) =
Gleichung:

0 die folgende

M\m -8

f 117\:\05'—- 8[

e':,lim—-m

(45)  Hw,y, ¥) = g()H (3,9, 2)ds.

il

Den Beweis kann man z B. in.[22], 8. 144 und 1561, Tinden. Aug

(44) und (45) folgt, daB fiir el die Ungleichung

(46) .j' |H (@, 8, A*)|ds < B

gilt, wo R eine Konstante ist. Weiter ergibt (44) und (45), dafk

(41 lim [stl%af|H(a:—|—p,,,,s,12)—H(m~|~p,s,ﬂ‘)|ds] =0
N B r

ist, wo p, eine beliebige nach p konvergente Punkitfolge bedeubet.

2. Die wesentliche Selbstadiungiertheit des Operators —Au--
+ (@1, @y, s)u. Wir werden jetzt #hnlich wie im eindimensionalen
Falle, mit Hilfe von Lw = —du--q{w;, vy, €)% einen in H dicht er-
Klsrten wesentlich selbstadiungierten Operator LU erzeugen. Dor Operator
QU wird analog wie im eindimensionalen Falle, folgend erkléirt:

tue(g,f, ), we0* (B )y Luelg, fy )},
Dg == {U:U = (u), weD};
* dabei ist Hir U = (u), wo ueD, LU = (Iu). Bs gilt offenbar Jy = 9.

Aus der Definition von LU folgt, daB man analog wie im eindimensio-
nalen Falle fir U, VeDg die folgende Gleichung beweisen kann:

(LU, V) = (U, LV).

D = {u(2)

Ey gilt auch
£V, V) > ')’HVHE’

wo y =infg(@) ist. Fir U = (u(@), V = (0() wnd K, =
haben wir nimlich

{w:|w| = n}

. — 1 "
(U, V) =Im ")gm(m~zlu-ﬁ~|nq(m)1mﬂ)dm
— 1 i 0
= i e — AT - 5 I D
e ) u (—udv--uig(e)7)dod L,,,! ( T o;;r)dﬂ]
(1] 13

= (U, LV)+lime,.
o 00
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Es ist aber lime, = 0. Um diese Gleichung zu beweisen geniigt es
zu zeigen, daB aus der Tatsache, daB u(v)eD die Begrenztheit der Ablei-
tungen du/0z; (¢ =1, 2, 3) folgt. Wenn aber u(x) der Menge D angehdort,
dann ist

—Adu—2u = p(@)e(g, f, D)
und
i2je—s]|
48
(48) fé:nlm—&'] ol

wo I(A) > 0 angenommen ist, Durch Differenzierung der Gleichung (48)
erhalten wir die gesuchte Abchitzung:

‘ ou
6.7)7; =

~I@)z—s|

M [——is.
5 1738l

Wir werden jetzt den folgenden Hilfssatz beweisen.:
HrirssATz 8. Wenn f(z)e(g, f, ), |I(A)] hinreichend grof wund

(49) = [H(z, s, ")f(s)ds
B

ist, danm gilt die Ungleichung

(50) lfuell < MLYAI,

wo M eine Konstante ist.
Beweis. Die Existenz des Integrals (49) folgt aus der Abschitzung
(44). Weiter ist

lu(@)® < [ 1H (@, s, 2)[f&|H (@, t, 2)]|f ()| dsdi.
B

In der Abschitzung (44) kénnen wir immer % < I(A) annehmen.
Die Abschitzung nimmt dann folgende Gestalt an:

) e—k|a:—1/|7

|H (e, y,4) |<Q(1+[m 7l

wo £ eine nur von 1 abhingige Konstante ist. Wir haben also

oot < & [ (1 ) =i 1+

7 o —s|

— %, T+!22 f( 1fv—b\) (1+ wit;

1 1/2 1 2 _ Ig(]z—sl-'-lm-—«il)
(4ww ) o) e foldsat,

—Jjx--1|
T-ﬂ) e ()] ds d

[f()x

)1/2 - F —si12—-1)
e 2



GUEST


54 M. Burnat

wo K(T) = {:|g| <T} ist und e(wx, T) fiir 7' — oo gegen Null strebt.
Bs gilt weiter

(1) |u@)® < Q%(w, 1)- % fJ( |Ja'~-é‘|)>‘

1) (T

- ) oM (o) P (1) ) ds

| — ]

tofw, T) 0" [ (1~+———1-—«<)(1| L) e o )| )y,
KTy KT

x(1+

2~ 8| lo—1|

Fir B > 0 gilt aber die Ungleichung

(52) [+ o= man <4,

&) |w—s|
wo « beliebig und A eine passende Kongtante ist. Wenn man jetzt die
Ungleichung (51) integriert und zweimal die Ungleichung (52) anwendet,
dann bekommt man ganz analog wie im eindimensionalen Falle die Un-
gleichung

[ w@)fde < 4370 (T—a(T)Py(T) +A*Q" [ |f(s)Pds,

E(T~a(T)) KT

WO
Ty >0, lima(T)=oco, HmIT/a(l) = co
Lr00 Levoor
n(T) = sup le(e, L),
el (T'—a(T)

woraus unmittelbar die Ungleichung (50) folgt. Damit ist der Beweis des
Hilfssatzes 8 beendet.

Wir werden jetzt den folgenden Hilfssatz beweisen:

HrILpssATz 9. Wenn I(1) > 0 und hinreichend grof ist, dann ewistiert
Siir jede Funktion f(x)e(g, f, p) eine Funktion u(w)eD, so daf (L—A2L)u
=f ist. s gilt also die Gleichung

(L—=21)D = (g, f, ).

Beweis. Wir weden zeigen, daf die gesuchte Funktion die folgende
Gestalt hat:

= [H(w, s, )f(s)ds.
n

Bs ist offenbar, daf (L—A"T)u = f ist. Bs geniigh also, zu beweisen,
daB w der Menge (g, f, p) angehdrt, das heiBt, zu zeigen, dafB fiir jede
Punktfolge h, die Funktionenfolge w(w--h,) eine gleichmiiBig konver-
gente Unterfolge besitzt. Die Punktfolge %, kann man als Summe h,

©
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= sy Py schreiben, Wwo x, begrenzt, pn = (knay, by, Mnas), und ky,
1,, m, ganzzéhlige Folgen sind.
Aus der Gruppeneigenschaft des Resolventenkernes folgt

w(@+hy) = [ H(@+ s+ Dny 8, 1)f()ds
B

= fH(m—}—xn, $— P, A1) f(s)ds
B

= J'H(w—i-xn, 8, A5 f(8+pu)ds
pi

Bs ist fe(g,f, p), wir konnen also annehmen, dal

(3) Lim [sup |f(z 4 pu) —e(@)]] = 0

Nr00 X

ist, wo ¢(») eine passende (g, f,») Funktion ist. Trotzdem setzen wir
voraus, daf limx, = w ist. Bs gilt dann fir

= [H(@,s, M)p(s)ds
E
die Ungleichung
(@t ha)— 0 ()] < sup fs+pa)— o) [ |H @+, 8, 2)|ds+
Fi

+suplp(s)| [ |H @+, 8, ) —H(w+2,s, )| ds,
E

was zusammen mit (46), (47) und (53) den Beweis beendet.
Auf Grund von Hilfssatz 8 und 9 kbnnen wir jetzt den folgenden

Satz formulieren:
SArz 9. Der in Dy erklirte Operator Q st wesentlich selbstadiungiert.

Die Abschliessung von £ werden wir wie vorher mit 2 bezeichnen.
Bs gilt der folgende Hilfssatz:
HirrssAtz 10. FeDy dann und nur dann wenn

B~ ZAaei(m’”) B WHILIEZIOR
8 8
Weiter gilt die Gleichung
(54)  (UA—ID)F ~ — D A (|AP 420, 2)+
8

2% LA 2 a9)xy m—- 9}z,
o 5 e

k,Lm,s

() AOE = (A2 4 (AN + ().
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wo

. I 2% - l2n
9(@) ~ D erame e

in I
EORE ey
21 ay g

angenommen st.

Wir werden den Beweis vernachlifiigen, denn er ganz analog wie im
eindimensionalen Falle erhalten wird. Auf Grund von Iilfsséitzen 8, 9
und 10 konnen wir den folgenden Hatz formulieren:

Satz 10. Wenn FeD und AR = AF, dann B .= )y, wo FeD,

4

und UF, = AL ist. Die Blemente F, lassen sich folgend dureh (g, f, p)-
-Funktionen reprisentieren:

Py (oi[‘(ﬂ)'“” o (@),

wo v® die Identitit v (- kay, @y Lay, w4 mag) 5 o (0, 2y, 2y) er-
Fiillt, zweimal stetig differenzierbar st wnd die Gleichung

Leri(z(ﬂ),m),v(n) (@) = M[(A( 1,(:«)(”)
erfiillt.
Der Beweis ist mit dem Beweis des Satzes 3 vollig analog (7).

3. Spektrum Untersuchung. Bis jetut wissen wir noch sehr wonig
tber das Spektrum S (). Das Winzige was man bis jotzt sagen kann,
ist, daB S() auf der Halbgeraden (g, -oo) liegh (q == infg(w)). Zuerst

eell

werden wir zeigen, daf §(2) aus lauter Rigenwerten bestoht.
Bs sei

652')»,”( w) =6 [(71 e -——/c) iy - l‘(?vl ~-l).nz| (yu; '”)“’3]

und
9, = D @®Cehn(@) (),
k,1,m
WO y = (y1, Y2, ¥s) ein beliebiger Punkt ist. Aus der Gleichung (i74) folgt,
dal der Raum 9, fiir den Operator 2 invariant ist (UH, <= H,). Die
Verengerung 2® des Operators 2 auf don Raum D, int also auch wesont-
lich gelbstadiungiert und fiir u¢S(2) golten die folgenden (Hleichungon.:

(Q[—/‘I)ﬁy = S)w ‘R”S),, s S')y

Wir werden jetzt den folgenden Hilfusatz bowoisen:

Hrerssarz 11. Die Resolvente R2, wo I(u) > 0 und hinveiohond grof,
ist im Raume D, vollstetig.

(") Was die Gestalt der Resolvente betriffl, siche Bewois von (55).
(®) Of(@) bedeutet den eindimensionalen Raum, weleher auf dem Element
(f(w)) aufgespannt ist.

icm®

Spektraldarstellung einiger Differentialoperatoren 57

Beweis. BEs gilt Fe9, dann und nur dann, wemn F = (¢ (”")v(w))
ist, wo die Funktion »(x) lokal quadratisch integrierbar ist und mit den
Perioden der Funktion ¢(x) dreifach periodisch ist. Wir werden zeigen,
daB

(55)

R = (fH(m, s, ,uz)ei(”'”’v(s)ds)
i

ist. Die Gleichung (55) ist im Falle, wenn o (x) stetig, eine unmittelbare
Tolge der Hilfsséitze 8 und 9. Im allgemeinen Falle miissen wir zuerst
beweisen, daf das in der Gleichung (55) linksstehende Integral existiert.

Bezeichnen, wir mit X die Punktmenge {x:24 = (o, 2., 23), 0 < 2;
<@ (i =1,2,3)} Dann haben wir:

2 1 2
W = Kf lo(@)|* do.

Aus unseren Abschitzungen des Resolventenkernes folgt die Un-
gleichung

. 1 28]
[ 1H(w,s,u2)uv(s>lds<9Ef(1+m) oo (5)| ds

] [ftssgee
(] Tl
=

1
\m#— s!
12
) _zklz_s\ds
8|

<8( Ids

g “’a

@) (k1) Byt (I+1)ag Bg-+(m--1)a3

2 g\ N I
"['SQ(I!W(S” ds) ;c,lmzb:l( oy Py ( +lw
80 (u(K) )1’”[( ) a2 2

Ty+lay 2g-+mag

LY

1 ok 124
(1 g
Also existiert das Integral £|E (@, 5, u%)|Iv(s)|ds nnd es gilt die fol-
T
gende Ungleichung:

(56) 7.

[H (@, s, @)l lo(s)ds <
u
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Bs sei jetzt Fye,, By = ((,i(v.w)q;n(m)), w0 v, () stotige Tunktionen
sind und ||[F—F,|| fir n-> oo gegen Null strebt. Dann gilt auf Grund
von (56) fiir

wi{z) = fH(m,s, W (s)ds  und  w, (@) == fl[(w, 8, u*)e' M, (5)ds
B o

die folgende Ungleichung:
[ (@) — wy (@)] < M|,

was den Beweis der Gleichung (55) beendet.

s sel jetzt XeH, eine beliebige, begrenzte Untermenge des Raumes
$,, wo fiir FeX die Ungleichung [[F < N gilt. Wir sollen. zeigen, daB
die Menge 3 = R,2% kompakt ist. Jedes Elomont Ue3 st der Gostalt
U = (6%g(x)), wo g() dreifach periodisch ist. s geniigt also zu zeigon,
daB die Menge aller Funktionen die der Glestalt sind

g(@) = e [ H(a, s, u?)é®(s)ds,
I
wo o(s) dreifach periodisch igt und die Ungleichung

(J-—- ‘['v(s)]"’«:ls)”2 N
M(K),L <

erfiillt, gleichméBig begrenzt und fiir we<K gleichstetig ist. Die gleich-
mifige Begrenztheit folgt unmittelbar aus der Ungleichung (56). Aus
der Ungleichung (56) und aus (45) folgt offenbar
9@ —9@) =| [TH(@, 0, )= B, s, w1600 s)ds
b

eiu{w—m eimmf-—a]

<

B

| Iw(s)las +

inlw—s|  dnlw —s|

Gl
e“‘“‘ 8

e'iu|.'c--a|
_l--ﬂ“in\wms\ il —

|
8|'l!q(s)iMf|11(s,t,M“)]]«:(mdsm.

Aug der Ungleichung (56) und aus der Tatsache, dah eine Konstante 12
existiert, so daf

[

B

giHle—el

1 A\
s [v(s)] ds QR(; ------ Kf 11;(3)]%3)

- ©
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ist, folgt schlieBlich fiir @, »' <K die Ungleichung

19(@) (ml)l < SSN( (k))‘/ﬂ f Hlz—3| HT =8l 2 i 12
g g < 1 ) dr|z—s| *47r|m'—8| s +
+ RN sup |1— gle—sl-ier=a), lo—sl
8ell-Q @' — 8|
intz—s| giie sl

+MNsupla(s)| [ ds,
s i

e
dnjw—s| A4n|o’—s|

wo @ = {@:1@ = (@, L2, ¥3), —; < @; < 20; (i =1,2,8)} ist. Die letate
Ungleichung ergibt die Gleichstetigkeit der Funktionen g(z) fiir weK.
Damit ist der Beweis des Hilfssatzes beendet.

Jetzt konnen wir den folgenden Satz beweisen:

SaTz 11. Das Spektrum S(U) besteht aus lauter Eigenwerten und st
wesentlich. Hs gilt

Z@Qm = g?

wo G, alle Bigenrdume des Operators 2 bedeuten.
Beweis. Bezeichnen wir mit €, alle Bigenrdume des Operators 2L
Wir werden zeigen, dafl die folgende Gleichung gilt:

%:-Z@Gw:b-

Wir setzen voraus, da8 N £ 9 ist. Mit I werden wir den nicht
leeren. Raum HON bezeichnen. M ist offenbar fiir den Operator A
invariant. ]

Bs sei GM, G % 0 und G ~ Y 4,6/, Die Punktmenge {y} zer-

8
teilen wir in Klassen I (4 =1, 2,...). Zwei Punkte ys, ys gehoren dann
und nur dann einer Klasge I; an, wenn
2n . 2m 2m
Vet — Yarr = (70 ";;", l-a;, m -;3‘)
ist. Die Klagsen bestehen also aus Punkten der Gestalt
27 27 27 )
=y | gy by — Mg —] -
Ve Vi|(8a1;sa2;sa8

Betrachten wir die Riume 9,,. Sie sind fir 2 invariant und gegen-

seitig orthogonal. Der Raum

§=Z®m
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ist auch fiir 2 invariant. Wir fiihren noch den Raum
Q = Py$

ein. Der Raum L ist nicht leer, weil GeM und FeH ist. Offenbar ist Q
fir 2 invariant.

Mit 9 bezeichnen wir jetzt die Verengerung des Oporators A auf
"den. Raum L, mit 8O gie Verengerung auf den invarianten Rauwm Py,
= ;. Mit “5'{,, und ‘ﬁﬁ) werden wir die entsprechenden Verengerungen
der Resolvente des Operators 2 bezeichnen. Ausserdem sollen, ‘Rf}" und
AY die Verengerungen der Resolvente und des Operators 20 auf den
Raum 9,, bedeuten.

Der selbstadiungierte Operator 90 ist von Null verschioden und
die Definition des Raumes M ergiebt, dad er ein rein kontinuierliches
Spektrum. besitzt. Die Riéume £; konnen nicht alle leer sein, denn

Q:Z®Q'i

igt. Der Hilfssatz 11 ergibt, dal fiir I'(x) > 0 und hinreichond gro8, der
Operatior R vollstetig ist. Wenn aber R fir ein u, vollstetig ist, dann
ist sie fir beliebiges u¢8(2%) vollstetig. Die Operatoren AU® gind aber
wie 2 halbbegrenzt. R ist also vollstetig, wenn » reel und » <y ist,
wo y die untere Grenze des Operators 2 bedeutet. Die Operatoren R
als Verengerungen der Operatoren R gind auch vollstetig., Trotzdem
sind sie symmetrisch und der Gleichung ROQ, == O, wegen, nicht alle
identisch gleich Null. Es existiert also ein ¢y, 8o daB der Operator gitio
wenigstens einen Rigenwert besitzt. Jeder Bigenwert des Operators gltio)
stellt aber anch einen Eigenwert des Operators 8 dar. Was einen Wider-
spruch mit der Tatsache ergibt, daB das Spektrum des Operators 91 roin
kontinuierlich ist. Damit ist die Tatsache bewiesen, dafB S (&) aus lauter
Eigenwerten besteht. Auf Grund von Satz 10 kann man die Wesentlich-
keit des Spektrums §(2) ganz dhnlich wie im eindimensionaler. Falle
beweisen. Damit ist der Beweis des Satzes 11 beondet.

.Auf Grund von Hilfssatz 6 kann man noch die folgenden Porbur-
bationssitze beweisen. Bezeichnen wir mit 2A® und %A® die in $ wosentlich
seilll)ostadiungierterlx Operatoren, welche durch die Differentialoperatoren
L% = —Au+- g™ (@) und I® = —du+4-g® (@)u hervorgorufen sind.
Dabei sind die Funktionen ¢®(s) und ¢®(s) dreifachperiodiseh, mit
denselben Perioden a,, a,, a;. Dann gelten dio fo],gonden Siitze:

Sarz 12. Bs gill die Ungleichung

o (S(AM), 8(U)) < supg® (@) — ¢ (@)

e ©
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Sarz 13. Wenn

9 03

al @ ‘i n
[ [ [ld@Pis <N, p<0,p<v
0 0

LE
0
und <, vy 8AO) £ 0 (6=1,2) ist, dann gilt die Ungleichung

| 1 a) ag ag 12
Q(u.v)(s(m(l)) ’ ’8(2[(2))) < M{p,r, Ny, 0, “3)[(“&:&;‘@‘! of bf g —g®P* da:) ’

wo M eine wur von p, v, N, a1, @y, ay abhingende Konstante ist.

Die Beweise der beiden Sitze kann man vollig analog wie im ein-
dimensionalen Talle durchfithren. Die Abschitzung der Bigenfunktio-
nen, welche fiir den Beweis des Satzes 13 mnotwendig ist kann man
aunf folgende Weise erhalten. Bs sel wu(z) = W2y, (1), wo v, dreifach
periodisch ist, und Lu; = Au;. Dann, gilt

Ay — pu = —q(@)u+ (A— p) .
Also

~VE|z—s| ~V Hjz—3|

4 €
wio) = = [ L ame+0=n) [ iy

Aus der letzten Gleichung kann man unmittelbar die folgende Ab-
schitzung bekommen:

a(@)] < M (s vy Ny i, 8z, @5) 0@

Die Abschiitzung erhilt man auf ganz dhnlichem Wege wie die Un-
gleichungen. (56) und (39).

IIl. Schlusshemerkungen

In dem vorliegenden Abschnitt wollen wir einige naheliegende Fragen

formulieren. ' -
Die Ergebnisse der Spektraltheorie der n xn symmetrischen Matrizen

konnen folgend formuliert werden. Wenn @y, ..., @ alle gegenseitig ortho-
gonale Wigenwektoren sind, dann. ist k= n und

(57) W = Z@Cm’iy

wo W, den n-dimensionalen. Wektorraum bedeutet. ]
Bs sei jotzt Mu = '+ q(@)u, wo o <& < b ist, und w eine homogene

Randwertbedingung erfiillt. Die Spektraltheorie fiir den Operator Mu
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ergibt folgendes. Wenn uy, ..., %,, ... alle gogenseitig orthogonale Migen-
funktionen des Operators Mwu sind, dann gilt

(58) L¥a, by = > @ 0u;.
7

Bs ist also die Spektraltheorie fiir symmetrische Matrizen nnd fir
die Operatoren Mu weitgehend analog.

Bezeichnen wir jetzt mit M, den Operator —uw''--q(@)u, wo —oo
< @ < oo, ¢(x) begrenzt ist und » die Bedingungen

UeQ?(—o0, -}-00), welP(—o0, o)

erfiillt. Fiir den Operator M gilt die obige unmittelbare Analogie mit
den symmetrischen Matrizen nicht mebr, Wenn nihmlich w,, ..., 4,,...

die gegenseitig orthogonalen Bigenfunktionen des Operators M, bedeuten,
dann gilt nur

Lz(—-00, o) DZQ—)O%/.

Bezeichnen wir mit v;(@) die klassischen Bigenfunktionen des Ope-
rators —u''+q(@)u (—co <@ < 400, g(w) begrenzt), das heiBt alle
Funktionen, welche begrenzt sind, der Klasse 0%(—~oco, --00) an-
gehoren und die Gleichung —vy - q(®)v; = v, erfilllen. Bs ist bekannt,

daB die Menge aller klassischen REigenfunktionen v, auf zwei Klassen
zerfallt:

=4 ll!
1
10 f|@9>12dm< 400, lim-— f|v$1)|2dw:.m0'
s T 2T ), d
=] 1 1‘1
20 f ]'vgz)]zd-’ll = -too, lim-— j Ivﬁf)l“dm < oo,
oo Porco 2T Y

Bezeichnen wir jetzt mit o, Aeay, alle im Sinne des skalaren Pro-
duktes

(fy9) = Tfﬁdm

gegenseitig orthogonalen Bigenfunktionen der erston Klamse. Mit o)

3 03 . 3 !
Aeay, bezeichnen wir alle im Sinne des Produktos

1 0
[fy 9] = 71‘1—{1’; bV f fade

e ©
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gegenseitig orthogonalen Bigenfunktionen der zweiten Klasse. Es liegt
nahe, die folgende Réume zu bilden

" Wl
HO = %1 @0, H® = % @ O
und folgende Fragen zu formulieren:

1. Man soll Klagsen von Funktionen ¢(x) auffinden, fiir welche die
Riume H® gleich sind.

9. In der vorliegenden Arbeit zeigten wir, daB fiir periodische Funk-
tionen ¢(z) immer die Gleichung
(69) H® =9
gilt, wo © den Raum der Besikovitch fastperiodischen Funktionen
bedeutet.

Leicht kann man nachpriifen, da8 die Gleichung (59) gilt fir alle
Funktionen ¢(v), welche fiir |#| — co geniigend schnell gegen Null kon-
vergieren. Wir haben nibmlich o, = <0, 4-c0) und fir Aeo, existieren
genau zwei linear unabhingige klagsische Bigenfunktionen

W) = VR (), o) = VR LW_(x),
wo lim W, _(#) =0 ist, was unmittelbar die Gleichung (59) ergibt.

J2l->c0 .
m])ie Frage ist, wie weit die Gleichung (59) fiir alle begrenzten Funk-
tionen ¢(x) giiltig sein wird.

3. Betrachten wir zwei Operatoren
Mglo)u = *%”-1—2(1)(00)’“, M(ozo)’“/ = “%“'l"!l(z}(m)u,
wo ¢P(x), © = 1,2, begrenzt ist und

i
lim — [ @)~ P @)idw = 0
dro0 2T i ) ’

ist. Mit 0O und 0@ werden wir entsprechend das kontinuierliche Spek-
trum der Operatoren MY und M bezeichnen.
Man. soll feststellen, wie weit die Gleichung

0 = ¢
gilt.
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w*Dbases and bw*-bases in Banach spaces
by
Jo R RETHERFORD (Tullahasses, Flovida)*

1. Introduction. Tt X be a linear space endowed with a locally
convex topology 7. A sequence {M,} of non-trivial subspaces in X is
a 7-basts of subspaces for X if and only if corresponding to each zeX
there is a unique sequence {x;}, @;eM;, such that

"
= limei,
o fe=l
convergence in the topology v. Corresponding to a basis of subspaces
{M,} is a sequence of orthogonal projections {H;} (Bi =F; and EE;

= 0 if i + j) defined by (o) =, if 2 =£Z’ @y, wyeMy. If each H;is con-
wa

tinuous the basis is called a r-Schauder basis of subspaces (v-Sbos). This
concept wag first systematically studied (independently) by Mazur and
McArthur, although the notion essentially dates back to Grinblyum [8].
‘We remark that a r-Schauder basis of one-dimensional subspaces coincides
with the notion of v-Schauder basis of vectors (z-Sbov). (A very good
discussion of basis of vectors in linear topological spaces can be found
in [1].

[I:Ll) this paper we study 7-Schauder bases of subspaces where v is the
norm topology on a Banach space X or the w* or bounded w*-topology
on X* or X*. In speaking of the “z-Sbos {M;, B;}” we shall mean the
basis {M,} and the associated projections. If the norm topology is under
consideration, we drop the prefix and speak of Schauder bases of subspaces
(Sbos) and Schauder bagey of vectors (Sbov).

A Sbos {My, I} is shrinking if {R(Z})} where R (B} del.lotes the
rango of the adjoint of Hy, is a Sbos for X*. In the one-dimengional case

* This paper is from Chaplex III of the author’s dissertation, Basic Sequences,
Bases and Wealk*-Bases in Banach Spaces, Florida State University, 1963. It was
partially supported by the National Science Toundation Grant No. NSE-GP-2179.
The author wighes to thank Professor C. W. McArthur for helpful suggestions regar-
ding this paper.
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