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Sur les suites faiblement convergentes dans I’espace I
‘ par

W. BZLENK (Warszawa)

Boit X un espace de Banach. Nous dirons que X admet la propriété
8, si pour toute suite (), ¥peX (n =1,2,...), faiblement convergente
vers @, X il existe une suite partielle (z,) telle que

1 ¥4
Yp = “‘Z"’%_’”O'
P

On sait que les espaces I et ¢ admettent cette propriété. Banach et
Saks [1] ont démontré en 1930 que l'espace L” des fonctions réelles 3 p-idme
puissance sommable dans l'intervalle <0,1> et 1’espace I” des séries de
nombres abgolument convergentes & p-idéme puissance admettent également
la propriété § pour p > 1, et ensuite Kakutani [4] a généralisé en 1938
leur résultat, & savoir il a démontré que tout espace uniformément con-
vexe admet cette propriété (les espaces IF et I¥ pour p > 1 gont unifor-
mément convexes; voir [21). )

Dans cette note nous allons démontrer que l'espace L des fonctions
réelles sommables dans lintervalle (0,1> admet aussi la propriété S.
Incompatible avec ce résultat, la remarque 2.5 dans [1] est fausse.

Introduisons la notation suivante: si (2,) est une suite d’éléments
de V'espace de Banach X et z,eX, alors @, = & désigne que la suite (w,)
converge faiblement vers z,.

TriorEME. 87 @, = %oy By z,el (n=1,2,..), il ewiste une suite
croissante d'indices (n;) telle que
1 P
L N

qe=l

lim =0.>

Prro0

On gait ([3], ch. IV, § 8, th. 9, et corollary 10) que pour que 2, = @y,

Ty =Ly (t) el (m=1,2,...), By = 2,(t) L, il faut et il suffit que les con-
ditions suivantes soient remplies simultanément:

(i) pour tout &> 0 il existe 5 > 0 tel que l'on ait Eflia:n(t)]dt < g

olim =1,2,..., pour tout ensemble F de mesure < 5 de valeurs t<<0, 1.
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(i) Hm [, (t)dt = [x,(t)di pour tout B mesurable, contenn dans
n=co K B
Yintervalle <0, 1).
La condition (i) implique la condition suivante:
(ili) il existe M > 0 tel que

1
low = [lon()dé <M pour tout n=1,2,...
o T

i
1
llly = (f a0y @)™

pour z = x(t)eL? on a
LevmME 1(Y). 8@ 2, 2gel? (n=1,2,...) el 2, = &, il emiste une suite

crotssante d'indices (n;) telle que

»

1
P Zm"fk"m"

k=1

= 0.

lim  sup
P=oo 'il<,_,<'i.77

Démonstration. On peut supposer que z, = 0; dans le cas contraire
il suffit de remplacer , par ,— ,. Nous allons déterminer la suite (n;)
par réeurrence. Soit n, =1 et supposons que les indices 7y, Ny, ..., n
soient déterminés. Comme

1
lim [ @, (t)2, ()dt =0 pour k=1,2,..,1,

Nr= =00 @
il existe n;,; > n; tel que
1 ,
fwnk(t)w,li+l(t)tlt<~-— pour k=1,2,...,1,
b i+1

La suite (n;) ainsi définie satisfait & la conclusion du lemme. En effet,
d’apreés (iii) il existe un nombre M > 0 tel que len)e < M (n=1,2,...),
done pour %, < i, < ... <4, on a

ZH%%HZH > fwnij(t)m%ih(t)dt

<F<ks<p 0

’ [ wnl ”

bl
<pMr2 V’Z——prZ(k— T <p(Mr+2)

k=2 §= fe=2

() En principe, ce lemme est connu, voir [6], p. 80.
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et par conséquent

M2+2

~

H » m’”’LI

ce qui achéve la démonstration.
Nous allons maintenant démontrer

LeuME 2. Soit #,eL (n=1,2,..)) et %n = 0; pour dout ¢>0 il
existe une suilte croissamte d'indices (n;) telle que

»n
fim sup lizm
: P g,

Pe=co i1<“.<z‘pl =

Démonsgtration. En posant

Bym = {t: |28l Z2m}, n,m=1,2,...,
on a

1
loall = [ aw (1)t f (@ (B)] dt > m | By
0

Par suite | By m| < |2, /m, done en vertu de la condition (jii) on & | By m|
< M[m. En appliquant la condition (i) (dans laquelle on remplace
par ¢/3) on déduit que si m, satisfait & la condition M/m, < 7, on a

f [wn(t)ldt<—e— pour n=1,2,...
E'n,mo 3
Définissons maintenant une suite (y,) comme il suit:

@ (?) pour tEEn,mo’

Yo = Yn(t) =
n=wl) =1, pour  £e<0,1>—Epm,-

Comme |@, (1) —Yn(t)] < m, pour tout te(0,1), done =,—y,el?
et [[wy,— yulls < my. Dansg Legpace L* toute boule étant faiblement com-
Pacte, il existe dans cet espace une sunite croissante d’indices (n;) telle
que @, —Yn, = 2; en vertu du lemme 1 on peut supposer que

»
1
> 2 (@ng, ~ Yny, ) —# \

k=1

1) lim sup = 0.

P=co 1)<, <)

La suite (@n,—yn,) étant faiblement convergente vers z dans L?
elle est done faiblement convergente vers z da.ns L. Dans ce dernier espace
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oy = 0, done ¥y, > =% et en outre

£ . E
londl = [ o ®ldt <z powr i=1,2,..,

Em,no

done [j#| < ¢/3 (dans un espace de Banach toute boule est faiblement
fermée). En vertu de (1)

» »
1 3 1\ e
o sup | — (mn,,;k""y'nik)"‘z < . 811];)' . (mmk - ?/Ni,l) R
f<..<ipl| P = f<oodp | P g Pl

pour tout p assez grand, done on a

1 ¥4
sup || = 3 a,
<. <y pg &
< m (1Zp’<m sng)—o] + 2 14 141 <
< — =Y, J— — + e
i1<__£ip » & gy, Yy, ? £ Yni, <6

pour tout p assez grand. En faisant tendre p vers -oco on obtient la
conclusion du lemme.

Démonstration du théoréme 1. Comme précédemment, on peut
se borner au cas @, = 0. En vertu du lemme 2, pour tout entier r > 1
il exigte une suite croissante (n,:) telle que

?

1
? 2 D,

k=1

(2) lim sup

De=co <., <ly

1

< —.
7

On peut évidemment supposer que la suite (n,..;;) est une suite
partielle de la suite (nm.;). La suite (n;) = (ny;) répond aux conditions
de Iénoncé. En effet, elle est croissante et pour tout ¢ =1,2,... on
a pour p >r

‘l » r N
23 <f2 o5
13-

”
1 ~

p—r L
p—r [Z=YRON§

Liny

fe=l
Par suite
P =1 »
—1 — 1 —
(3) lim }—— @, | < lim ""“““Zmn = lim %Z% . [
P=co ![ P £~ p=oo || P—1 L i pmoo || P 4 ip !

el
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La suite (n,.) est une suite partielle de la suite (), done

s, g,
o 2 Eagyy ] = sup — > oy,
W o | f<<iy | D ~_JI-"%1 Vi

el ensuite, en vertu de (2) et (3),

— 1 = 1
lim ~Zw,%. <— pour r=1,2,...,
R r

ce qui achéve la démonstration.
Remarque 1. Nous dirons que l'espace de Banach X admet la pro-

priété S, si pour toube suite (w,), #,¢X (n =1,2,...), faiblement con-

vergente vers w,e X il existe une suite partielle (z,,) telle que

»

-

=N T, — Dy
L My

P =

lim sup
P=00 1<, <l

=0.

A. Pelczynhski a remarqué que les propriétés § et S, sont équivalentes.

Remarque 2. En appliquant la remarque 1 on peut déduire le théo-
réme suivant (A. Pelezyniski):

THEOREME A. Soient X ef ¥ deux espaces de Banach tels qu'il existe
une application linbaire continue i de X dans Y. Supposons que pour foute
suite (Yn)y Yne X, faiblement convergente vers 0 et pour tout & > 0 il existe
une suite (,), oy, e X, telle que (i, — yn|| < & pour tout n et @, ;30; st Vespace
Y admet la propriété S, Vespace X Vadmet également.

Remarque. S. Mazur a démontré que tout espace de Orlicz (pour
la définition voir par exemple [5]) admet la propriété S. La démonstra-
tion n’a pas été publide.

Les autres résultats de l'auteur concernant la propriété S seront
également publids dans Studia Mathematica.
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