230 II. AETOCHUEK
Ha ocHOBAaHME ONpeneNeHns BO3bMeM (YHRIMH
a(t) =p,(t), ecma te[0,T) n a(T)=1lim p,(2),
T~

b(t) = ¢,(t), ecum te[0,T) m b(T)=£21ql(t).

Cpasy BugHO, 4T0 @, beP[0,T] 1 %e%[O,T].

IIycrs f Gymer oroGpasenmem rombua £[0, T) Ha ®omsmo £[0, T]
onmpeneJeHHoe TakuM oGpasoM, 9TOOHI

\_@
7 (?) 7
HCHO, YTo npeoﬁpaaoBaHHe f B3aIMHO OJXHO3HA4YHO M HpOMe TOT'0Q
P v _ g) (_u_) (3.1)_ (3) (1)
f(q+v) f(q+fv, o) =15 5)

9T0 3HAYAT, 4TO f 3oMOp{HOE 0TOOpAsKEHHE U TAKUM 06PA3OM KOTbLA
2[0,T) u Z[0,T] nzomop@HE, 4T0 ¥ TPe6OBATOCH HOKA3ATE.

JIurepatypa

[11 J. Mikusinski, Le caleul opérationnel d’intervalle fini, Studia Mathematica
15 (1956), p. 225-251.
[2] — Operational caleulus, Warszawa 1959.

Regu par lo Rédaction le 15. 4. 1964

Zu einigen Konvergenzeigenschaften von Folgen zufilliger Elemente
von

W. RICHTER (Dresden)

In der vorliegenden Note soll auf eine neue Konvergenzeigenschaft
von Folgen zufilliger Elemente Y, eingegangen werden, deren Werte
in einem vollstéindigen separablen metrischen Raum M liegen. Die Be-
griffe eine Folge {¥,} konvergiert in Wahrscheinlichkeit gegen ein zufil-
liges Element Y und eine Folge {Y,} ist mischend mit dem Limes u erweisen
sich in ihren Eigenschaften in gewissem Sinne als einander entgegenge-
getzt. Ist {¥,} mischend mit dem Limes x und ist u ein eigentliches Wahr-
scheinlichkeitsmaB, so gibt es kein zufillizges Flement Y mit der Eigen-
schaft, daB {Y,} in Wahrscheinlichkeit gegen Y Xkonvergiert und daf
von Y in M induzierte MaBl uy gleich u ist.

Dennoch haben beide Begriffe auch gemeinsames. In beiden Fillen
konvergiert die Folge {uy,} der WahrscheinlichkeitsmaBe von {¥,} schwach
gegen einen Limes u. Es stellt sich heraus, daf es daneben noch eine
stirkere Konvergenzeigenschaft gibt, die sowohl die in Wahrscheinlich-
keit konvergenten als auch die mischenden Folgen besitzen. Wir nennen
diese die stabile (P)-Konvergenz einer Folge { ¥} (Definition 4). Fiir stabil
(P)-konvergente Folgen {¥,} zufilliger Elemente mit Werten aus einem
metrischen Raum M gelten Ubertragungssiitze, welche die in [13] ab-
geleiteten Resultate verallgemeinern und in gewisser Weise abrunden
([14]-[16]).

§ 1. Zufillige Elemente und MaBe in metrischen Réumen. Aus-
gangspunkt unserer Uberlegungen ist ein Wahrscheinlichkeitsraum
[2,B,, P], bestechend aus einer abstrakten Menge 2, einer ¢-Algebra
B, von Teilmengen von 2 und einer auf B, definierten Wahrscheinlich-
keit P. Daneben sei ein meBbarer metrischer Raum [M, ¢, Bar] vorgegeben,
bestehend aus einer abstrakten Menge M, einer auf M X M definierten
Metrik o und der von den abgeschlossenen Mengen des metrischen Raumes
[M, ¢] erzeugten o-Algebra By von Teilmengen von M. M sei in der Me-
trik o vollstindig und separabel. Die Annahme der Separabilitit von M
ist nicht iiberall erforderlich und wird hier nur der Bequemlichkeit halber
generell getroffen (siche aber z. B. [6], Satz 3, und demgegeniiber [9]).
CA bezeichne die abgeschlossene Hiille einer Menge A € M.
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Wir betrachten meBbare Abbildungen ¥ von 2 in M. Das sind Funk-
tionen auf £ mit der Eigenschaft, daB die Urbilder beziiglich ¥ von
Mengen aus By in By, liegen. Solche Funktionen Y heillen zufillige Ele-
mente aus M.

Wenn wir im folgenden von MafBen in [M, ¢, By] (oder kurz, in M)
sprechen, so meinen wir damit (vgl. [10], § 1.2) auf By, defu:uerte reell-
wertige nichtnegative c-additive Mengenfunktionen x mit den Eigen-
schaften

(1) w(M) < o0

(ii) ist u(4) = 0 und B < A4, so ist BeBy.

Die in [10], §1.2, geforderten Eigenschaften (p.4) und (p.
im vorliegenden Fall automatisch erfillt.

Durch die Definition

5) sind

pr(d) =P(Yed) fir AcBy
wird jedem zufilligen Element Y eine Wahrscheinlichkeitsverteilung uy
iiber [ M, By ] zugeordnes. Wir wollen im folgenden nur solche zufilligen
Elemente Y betrachten, deren Wahrgcheinlichkeitsverteilung uy auch
die oben genannte Eigenschaft (ii) besitzt.

Mit einem jeden MaB u in [M, o, By] ist die Menge seiner Stetig-
keitsmengen eng verbunden (siche [10], §1.3). Eine Menge A ¢By, heiBs
eine u-Stetigkeitsmenge, wenn

u(CA ~ C4) =0

ist. Bs bezeichne &, die Méhge aller u-Stetigkeitsmengen. S, ist eine Un-
teralgebra von By,. Sind py, u, MaBe itber [M, g, Byl und ist p, < p,
(4, absolut- stetig beziiglich u,), so ist

(1) &, 2 6,

Die Menge M der MaBe iiber [M, o, B,,] wird durch die Procho-
rovsche Metrik L(u,, us) (siehe [10], §1.4) zu einem vollstéindigen sepa-
rablen metrischen Raum. Die Konvergenz einer Folge {u,} von Mafen gegen
ein Mafl u in dieser L-Metrik ist dquivalent der schwachen Konvergenz
lin = p im Sinne

pn(d) - p(4) fir alle 4¢S,.

§ 2. Klassische Konvergenzbegriffe, Wir kommen nun zu den
Konvergenzbetrachtungen fiir Folgen zufilliger Elemente.

BEs sei @ die Menge der zufiilligen Elemente iiber [2, By, P] mit
Werten aus M. Eine Metrik kann man in ® z. B. folgendermafen ein-

icm°®
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fithren ([2], [3]):
(X, ¥) =1

>0

nf{P(o(X, Y = &)+

[D, o*] ist ein vollstindiger metnschel Raum.

DepINITION 1. Eine Folge {¥,} zufilliger Elemente iiber [2, By, P]
Tonvergiert in der Wahrscheinlichkeit P gegm ein zufilliges Blement Y;
kurz,

Y,L—P>- Y,

wenn fiir jedes ¢ > 0
limP(g(Yn, Y) 25) =0.
N—r00
- LemmaA 1 ([2], 8. 311). Bs gilt Y, 3 ¥ genau dann, wenn 0*(Y,, Y)
- 0 fiir m — oo.
Leyma 2 ([2], S.311). Ist ¥p 3 Y, so gilt

. . . by, = by- .
LEMMA 3 ([2], 8. 811; [8]). Bs gilt Y, 5 Y genou dann, wenn Siir
jedes A S, - -
HmP(¥Y,ed, Yed) = ImP(¥ped) = ur(4).
N—r00 N0

LeMMA 4. Gilt Y, 5 ¥ und st DBy, P(D) >0, so gilt auch

Y"ITI)Y

wobet P, die bedingte Wahrscheinlichkeit diber [2,Bgo] bei gegebenem
DeB, bezeichnet.

DerINITION 2. Eine Folge {¥,} zufilliger Elemente iiber [Q,B,, P]
konvergiert (P)-fast sicher gegen ein zufdlliges Element Y, kurz,

Y, Iy Y,
wenn
" P(o(Ya, ¥)5n0) =1
ist.

Y, Y so ist auch

LeMmA 5. Wenn Y, s

e
bei beliebigem DeB, mit P(D) > 0. Auferdem gili

Yn? Y.
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DerinITioN 3. Eine Folge {¥,} zufilliger Elemente tiber [, B,, P
heiBe (P)-konvergent mit dem Limes u, wenn

pr,=>p  fr  m—> oo,

§ 3. Stabil (P)-konvergente Folgen zufilliger Elemente.

DerFmNrrIoN 4. Eine Folge {Y,} zufilliger Elemente iiber [2, B,,, P]
heille stabil (P)-konvergent mit dem Limes {u"}, wenn fiir jedes DeB, mit
P(D)> 0 die Folge {¥,} (Pp)-konvergent mit dem Limes u? ist.

Dabei ist {u”} eine Familie von WahrscheinlichkeitsmaBen auf
[M, By]; wir schreiben u? = u.

A. Rényi fiihrt in [12] analog den Begriff einer ,stabilen Folge von
ZufallsgréfBen” ein. Auf ihn geht auch das folgende Lemma zuriick:

Levma 6. Ist {Y,} stabil (P)-konvergent, so definiert bei festem 46,
der Gremzwert im P({¥n,eA} ~ D) ein beziiglich P absolut stetiges g-addi-

tives Maf Q4 E;er [2, B,
Qs(D) = 4" (4)P(D).

Speziell ist Qq(2) = u(4). Fiir P-Nullmengen D werde u®(4) = 0
gesetzat.

SATz 1. Gilt ¥, + X, s0 ist {Y,} stabil (P)-konvergent. Der Limes isi
definiert durch

KP(4) =Pp(Yed) (4B,

bei beliebigem DeB, mit P(D) > 0.

Beweis. Lemma 4 und Lemma 2 zeigen, daB bei beliebigem DB,

mit P(D) > 0 die Folge {¥,} (Pp)-konvergent ist, und geben die Grenz-
verteilung, ausgedriickt durch das zufillige Element ¥, an.

§ 4. Mischende Folgen zufilliger Elemente. Auf der Suche nach
weiteren Beispielen von stabilen (P)-konvergenten Folgen sto8t man auf
den #uBerst fruchtbaren Begriff der mischenden Folgen zufilliger Ele-
mente (iiber mischende Folgen von ZufallsgroBen und zufilligen Ereignis-
sen siehe [11], [17]).

Drrinreron 5. Eine Folge {¥,} zufilliger Rlemente iber [2,38,,P]
Zeiﬁ@e (P)-mischend mit dem Limes &; wenn. fir jedes DB, und fiir jedes

€%
IimP({¥,ed} ~ D) = u(4)P(D)
o
gilt.

Sirz 2. Bine Folge {¥,} ist genau dann (P)-mischend mit dem Limes u,
wenn {¥n} stabil (P)-konvergent ist und fiir die Grenzmafe u® gili:

K2 =u  fir alle DeB, mit P(D) > 0.
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Der Begriff einer (P)-mischenden Folge erweist sich in den Fillen
als fruchtbar, wo das GrenzmaB u nicht in einem Punkt von M konzen-
triert ist, wo es also wenigstens eine Menge 4 S, gibt mit 0 < u(d) <1.
Solche MaBe nennen wir kurz eigentliche Mape.

Leyma 7. Hs sei {X,} eine (P)-mischende Folge zufilliger Elemente
mit eigentlichem Grenzmap u. Damn gibt es kein zufilliges Element Y mit
Y, - Y. .

Beweis (vgl [11]). Angenommen, es gibe solch ein Element Y.
Dann wire, nach Lemma 2, ¢y, = py = u. AuBerdem gibt es nach
Voraussetzung ein 4 ¢S, mit 0 < up(4) < 1. Auf Grund der Mischeigen-
schaft gilt dann mit D = {¥e4d}

lim P(¥ped, Yed) = u}(4),

N—>00

wahrend andererseits nach Lemma 3

EmP(Y,ed, Yed) = up(4)
N-»00
gelten miifite. Dies ist ein Widerspruch.

Will man nachpriifen, ob eine vorgelegte Folge {¥,} (P)-mischend
ist oder nicht, dann benutzt man vorteilhaft- die folgende sogenannte
Polarisationseigenschafi mischender Folgen. Man erhilt sie unmittelbar
aus der von A. Rényi [11] fiir mischende Ereignisfolgen bewiesenen ana-
logen Eigenschaft.

LeMMA 8. Bs sei {Y,} (P)-konvergeni mit dem Limes u. Dann ist {¥,}
(P)-mischend mit dem Limes u genau dann, wenn fir jedes & (k = 1,2, ...)
und fir alle A¢S, die Bezichung

Lm P(Y,ed, Yied) = u(4)P(¥ped)

besteht.

Eine weitere niitzliche Eigenschaft wird in dem folgenden Lemma
ausgesprochen:

Lemma 9. Ist {Y,} (P)-mischend mit dem Limes u und ist C B, ein
Ereignis mit P(0) > 0, dann ist {¥,} auch (Pc)-mischend mit dem gleichen
Limes pu.

Ganz naturgeméf ist die Frage nach einem umfassenden Uberblick
iiber mischende Folgen. Es soll an dieser Stelle nur gezeigt werden, daf
€8 ,,hinreichend viele” mischende Folgen zufilliger Elemente gibt, daf
sehr viele bekannte Grenzwertsitze gerade fiir solche Folgen ausgespro-
chen worden sind und sich daher die Beschiftigung mit diesem Begriff
lohnt. Nicht zuletzt bestitigt sich dies in den Ubertragungssitzen (siche
[13]-[16]).
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Sarz 3. Bs sei {¥,} eine Folge unabhingiger zufélliger . Blemente,
EBs gelte py, = u. Dann ist {¥,} (P)-mischend mit dem Limes e :

§ 5. Mischeigenschaft bei Extremwerten unabhiingiger Stichpro-
ben. Nach einer brieflichen Mitteilung von A. Rényi sind (im Falle I — R
die geeignet zentrierten und normierten Folgen der Maxima, una,bhang;.
ger .Si3ichproben »im allgemeinen” mischend. Wir wollen diese Aussage
prézisieren.

BArz 4. Bs sei {X,} eine Folge unabhingiger identisch verteilter Zufalls-
grofen, deren Verteslungsfunkiion V(z) eum Binzugsbereich der Greme-
verteilungstypen O,(x) baw. ¥, (z) des Mamimums W, = max (X, ..., X,)
gehdre (siehe [5]). Sind {a,} wnd {b,} (b, > 0) zwei Konstamenfolgewz m:'t
der Bigenschaft, dap die Verteilung von

Ym = (Wn—an)b'xl
fiir n — oo gegen die Verteilung @, baw. ¥, konvergiert, dann ist die Folge
{¥,} mischend.

Beweis. Zuniichst machen wir iiber V(%) noch keine so speziellen
Anna:];men. Fm geeignete Konstantenfolgen {a,} und {bn} (bn > 0) mo-
gen die ‘Verteﬂungen von Y, schwach gegen eine eigentliche Grenzvertei-
lung mit der Verteilungstunktion F(z) konvergieren. Die Grenzvertei-

lungsfunktionen der Maxima sind stetig [5]. Wir gehen von Lemma 8
aus. Zunichst einmal gilt

W, = max X; = max(max X;, max X3)
. I<i<n i<k kbigicn
und somit

<o, ¥ <o} =

= {mzlaJxX,- < min(d,s+ a,; byw--a); max X; < b+ an}.
1<ick kyi<ign
Man erkennt hieran folgendes. Ist
(a) fiir hinreichend groBe n fiir ein bestimmtes x

(bn— bk)w'i" (an“‘ ak) = 0’

(b) tim P g gy Gkl
oo n+k N300 bn

dann gilt auf Grund der Unabhingigkeit: der X; fiir diesen Wert z
(2) IimP(Y, < =, Yi <) = Fla)P (Y < a).

00

Besteht letztere Beziehung fiir alle », d ist di i |
) 1 el , dann ist die Folge {¥,,} mischend
mit dem Limes F(x) (hinsichtlich (b) vgl. [5]). Um nachzupriifen, wann
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diese beiden Bedingungen erfiillt sind, untersuchen. wir einzeln die drei
moglichen Grenzverteilungen F(x).

1. Bs sei
exp(—a™®) fir . 2>0,

0 fir 2<0.

Fiir die normierende Folge {b,} gilt hier [4] bei beliebigem &> 0
fir # — oo
nMo = o(b,) uwmnd b, = o(n¥*"*).
Damit ist die erste der Bedingungen (b) erfiillt. Die zweite gilt eben-
falls, denn erstens ist a, = 0 eine spezielle zentrierende Folge, und fir
jede weitere zentrierende Folge {an} gilt notwendigerweise (siehe [51)

’

!
Qp,— O, . @
lim ——* — lim — = 0.
N> 00 bn N—00 bn
Somit ist auch
. '
o Oy p—
lim — " =0.
N—00 n )

Fiir negative  ist F(#) = 0, und mit der Bedingung (b) folgt fiir
n — oo die Beziehung
P(Wa_r < bpz+ay) 0.
Fiir negative z ist die Gleichung (2) somit erfillt.
Nun gilt aber bei beliebigem # > 0 fir n — co

bn—- bk Ay, — g
- o z - __—_bn —~®. ,
Damit ist bei positivem z die Bedingung (a) und zugleich auch (2)
nachgewiesen.
II. Es sei
o exp(—(—a)) fir =<0,
Fla) = ¥alo) = 1 fir >0

(a > 0). Die normierende Folge {b,} geniigt in diesem Fall bei beliebigem
£>0 fiir # — co den Beziehungen (siehe [4], Lemma 3)
nYes — o(b,) und b, = o(n ).
Damit ist die erste der Bedingungen (b) erfullt. )
Wenn die Verteilungsfunktion V(z) der Zufallsgrofien :X'f zum .Em-
zugsbereich von ¥,(z) gehort, dann gibt es eine Zahl & mit der Eigen-

schaft
V(a4+0)=1 und V(e—e) <1 bei beliebigem &> 0.
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Die Folge a, = a ist eine spezielle zentrierende Folge. Fiir jede
weitere zentrierende Folge {a,} gilt notwendigerweise
lim Gt = lim t—a = 0.

N—s00 bn N—>c0 b n

Folglich ist auch

’ ?
. Qp 1= @
Hm —F2 ™

N300 bn

=0.
Mit der Bedingung (b) erhilt man bei beliebigem » fiir % - co die
Beziehung
Hm P(W,_ i < buo+ ay) = Iim P(W, < b,z+ ay) = ¥, ().
Nms00 N—00
AuBerdem erkennt man, daB bei beliebiger zentrierender Folge

{an}, fiir n — 0o, @p—a > 0 strebt und zwar schneller als {bn}. Daher gilt
bei beliebigem =

im (bp2+ ay) = a,
As00
und es ist in jedem Falle

lim P(Wy, < min (byz+ a,, bra+ ar)) = P(Y; < @).

R—s00

Damit ist auch im Fall II die Folge (¥,) mischend.
III. Bs sei

F(z) = A(@) = exp(—e™*) (~co< o< + o0).

In diesem Fall geniigt die normierende Folge {b,} bei beliebigem
&> 0 fiir n - oo den Beziehungen (siehe [4], Lemma 4)

n*=o0(by) und b, =o(n).
Damit ist die erste der Bedingungen (b) erfiillt. Bs gilt auch
3) Lim P (Wi < min 020+ an, b+ ar)) = P(W;, < by az)
bei belieb;gogm . Dies folgh aus der Tatsache, daB fiir n — oo
(4) by = 0(ay)

ist (siehe Beweis von Lemma 4 in [4]). Tst V(z) < 1 fiir jedes =, so muB

au.l.?uerdem @n—> oo streben, und fiir # - oo gilt byz+-a, — 400 bei

he'hfabigem festem . Ist jedoch V(a-- 0) = 1 fiir eine Zahl ¢ und gleich-

zeitig V(z) <1 fiir alle ¢ < a, dann gilt apta tir n — co und wegen (4)

bn40. Daher bei beliehigem z ist lim (ba®+ay) = a, und die Gleichheit
R—>00

in (3) ist bei beliebigem nachgewiesen.
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Ob in dem vorliegenden Fall die Folge {¥,} (P)-mischend ist oder
nicht, hiingt somit nur davon ab, ob bei vorgegebener Verteilung ¥ (z)
der GroBen X; die zweite Bedingung in (b) erfiillt ist oder nicht. In den
bekannten Fiéllen, wo z. B. X; normalverteilt oder logarithmisch normal-
verteilt ist, eine doppelte Exponentialverteilung oder auch eine negative
Exponentialverteilung besitzt, ist die Bedingung erfiillt. Vermutlich 148t
sie sich auch allgemein nachweisen.

Die hier fiir das Maximum bewiesenen Aussagen lassen sich in be-
kannter Weise auch auf das Minimum iibertragen.

Ausgehend von Satz 4 erhilt man folgenden

Sa1z 5. Es sei {X;} eine Folge unabhingiger, identisch verteilier Zu-
fallsgriPen. Ihre Verteilungsfunktion V(x) sei so beschaffen, dap

(a) fiir geeignet gewihlte Konmstantenfolgen {a’}, {BP} (B2 > 0),
{aD}, (B9} (b > 0) die Folgen

min (X, ..., X,)—af

—a
max(X;,..., X,)—a; und  TD = 2
pn @
n n

T =

eigentliche Grenzverteilungen besitzen,
(b) sowohl {YP} als auch {YP} (P)-mischende Folgen sind.
Dann ist auch die Folge der Vektoren

an == (Yg)y :Yg))
(P)-mischend.
Beispiel. Bs sei {X} eine Folge unabhingiger in [0, 1] gleichmifig
verteilter Zufallsgrofien. Setzt man

YY = n(max X;—1), Y§ = nminX;,
1<i<n Ii<n

8o gilt nach Satz 5 bei beliebigem Ereignis DeB, mit P(D) >0
EmP(¥YY < @y, Y > 2, | D) = lI’1(ml)(1‘“!l/1(5’72))-

Wenn eine Folge ¥, = (¥¥,..., ¥) zufilliger Vektoren (P)-mi-
schend ist mit dem Limes x4 (u-Wahrscheinlichkeitsma8 in R,), dann sind
aunch die Folgen der einzelnen Komponenten {¥P} (P)-mischend. Der
umgekehrte Schiuf von der Mischeigenschaft der Komponenten auf die
Mischeigenschaft des gesamten Vektors ist nur in Spezialfillen moglich.
So z. B. wenn die Folgen {Y¥} in ihrer Gesamtheit voneinander unab-
héngig sind.

§ 6. Mischeigenschaft bei Summen unabhéingiger zufilliger Ele-
mente. Wir haben

LEmmA 10 ([11]). Es sei {Xi} eine Folge unabhdngiger ZufallsgrifBen
dber [Q,Bg, Pl.. Wir seicen. Zy = X,+...+X,. Fiir geeignet gewihlie
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Folgen {an} reeller Zahlen und {b,} positiver Zahlen mit b, — 4 oo fiir
n — oco. und eine Verteilungsfunktion F(x) gelte o

lim P((Zn— an) b7 < @) = F(2)

N—=>00
an jeder Stetigheitssielle & von F. Dann ist die Folge
Yo = (Zn—an)b;?
(P)-mischend mit dem Limes F.

In direkter Verallgemeinerung dieses Resultats von A. Rényi be-
weisen wir

Sarz 6. Bs sei {Xi} eine Folge unabhingiger zufilliger Elemente iiber
[2,B,,P] mit Werten aus einem separablen meBbaren Banachraum
[M, Byl Bs werde Z,, = X, +...+ X, gesetet. Fiir cine geeignete Folge {a,}
von Hlementen aus M, fiir eine Folge {T,} linearer beschramkter Operatoren
iiber M mit

(5) 122l 5 O

fiir m— oo und beliebiges k& und fiir ein WahrscheinlichkeitsmaB u diber
[M, %M] gelte
im P (TuZp+ aped) = p(4)
fiir alle A4S, e
Dann ist die Folge ¥, = Ty Zn+a, (P)-mischend mit dem Limes e
Die Folge {a,} heiBe eine zentrierende Folge, {T,} entsprechend eine
normierende Folge fir {X3} besiiglich u [7].
Hinreichende Bedingungen fiir (5) werden durch folgenden Hilfs-
satz angegeben:

Levma 11. Ist eine der Bedingungen
(a) 1T Xk + 0 fiir m— co und fiir alle &,
(b) |1 Tull = O fiir - oo
erfiillt, so ist die Voraussetzung (5) in Sats 6 gegeben.

Der Beweis ergibt sich unmittelbar aus der folgenden Inklusionskette

von zufilligen Ereignissen aus B,: bei beliebig vorgegebenem s > 0 und
beliebigem % gilt

k
{IZaZ0] > ¢} < { g I Z) > &} <
k
=y {HT,,Xfu > 7;} = L’J {nxm > k”‘; ”}-

Die Voraussetzungen des Satzes 6 gind speziell in der von Kandelaki
und -Sazonov [7] verallgemeinerten Fagsung des zentralen Grenzwert-
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satzes von Lindeberg und Feller gegeben. Wir betrachten normierte
Folgen von Summen unabhiingiger zufilliger Elemente X mit Werten
aus einem separablen mefBbaren Hilbertschen Raum [H y Brl (BX;, = 0,
B Xg|* < +o0, 0 bezeichnet das Nullelement in H). Wenn die verallge-
meinerte Lindebergsche Bedingung (Formel (9) in [7]) ertiillt ist, dann
ist die Folge der ZufallsgroBen |7, Xy|| fiir » — oo infinitesimal, so daB
die Bedingung (a) ans Lemma 11 gilt.

Beim Beweis des Satzes 6 wird zweimal von folgendem Lemma Ge-
brauch gemacht:

Leyma 12 ([1], Satz 2.4). Bs seien {¥,}, {V,} 2wei Folgen zufilliger
Elemente iiber [2,B,, P1 mit Werten aus einem separablen mepbaren
Banachraum [M, Byl {¥,} sei (P)-konvergent mit dem Limes p. Die
Folge {Vy} konvergicre in der Wahrscheinlichkeit P gegen das Nullelement 0
des Raumes M. Dann ist auch die Folge {¥,--V,} (P)-konvergent mit dem
Limes u:

Ry, = K-

Der diesem Lemma zugrundeliegende Sachverhalt ist von wesentlich
allgemeinerer Natur. Wird jedoch zum Beispiel M als nichtseparabel
angenommen, §0 mull man nach einer Bemerkung von J. Nedoma [9]
im allgemeinen voraussetzen, daB mit ¥, und V, auch ¥,+7V, ein zu-
filliges Element des Raumes M ist.

Beweis von Satz 6. Es geniigt offenbar zu zeigen, daB die in
Lemma 8 angegebene Bedingung fiir alle hinreichend groBen k erfiills
ist. Nach Voraussetzung ist die Folge {¥,} (P)-konvergent mit dem ILi-
mes u. Bei beliebigem festem & gilt nach (5) fiir » — oo

(6) TuZy 6.
Folglich ist nach Lemma 12 die Folge
‘ Y, —TouZs = To(Zn—Zz)+ an

(P)-konvergent mit dem Limes x. Das zufillige Element Y ist von dieser
Folge unabhingig, so daB fir alle 4GS, und fir alle B, fir n — oo
(7). P(Y,—ToZred, YieB)

, = P(Y,—TwZ1eA)P(¥yeB) — p(4)P(TxeB).
Bezeichnen wir D = {¥;eB} und ist P(D) >0, so besagt diese Beszie-
hung (7), daB die Folge {¥, — T,Z;} (Pp)-konvergent mit Limes u ist.
Nach Lemma. 4 gilt mit (6)
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so daf nach Lemma 12 die Folge {¥,} (Pp)-konvergent mit Limeg  ist.
Fir alle 49, gilt somit

(8) lim P{¥Y,cd} D)= u(4)P (D).
>0
Gilt nun x(4) >0 fiir ein 4 e@w 80 ist fiir alle hinreichend grofen %
P(Y,c4)> 0. Fiir diese % gilt nach (8)
im P(Y,ed, Yyped) = p(4) P (Yped).
00

Das war zu zeigen.

Dafi (P)-mischende Folgen {¥,} nicht nur wie in den Sitzen 3 bis 6
auf der Grundlage einer Folge {X;} nnabhingiger zufilliger Elemente zu
entstehen brauchen, das zeigt bereits Lemma 9. Als weiteres Beispiel
bringen wir eine Anwendung von Lemma 12.

Sarz 7. Es seien {Y.}, {V,} 2wei Folgen zufilliger Hlemente iiber
[2,B,,P] mit Werten aus einem separablen mepbaren Banachraum
(M, Bl {¥n} sei (P)-mischend mst dem Limes p (baw. stabil (P)-konver-
gent mit dem Limes {u”}) Auperdem sei V, 3 0. Dann ist auch die Folge
{Xn+Va} (P)-mischend mit dem Limes u (bew. stabil (P)-konvergent mit
dem Limes {u”}).

Damit haben wir gezeigt, daB die Klasse der Folgen {¥,}, fir die
Grenzaussagen hinsichtlich ihrer (P)-Konvergenz gegen eine eigentliche
Grenzverteilung bestehen und die gleichzeitig (P)-mischend sind, recht
umfangreich ist.

Die vorliegende eingehende Diskussion (P)-mischender und stabil
(P)-konvergenter Folgen zufilliger Blemente dient der Verallgemeinerung
der in [13] bewiesenen Ubertragungssitze. Die Arbeiten [14]-[16] sind
diesen Problemen gewidmet. .

Anmerkung bei der Korrektur. Die in Verbindung mit dem Satz 4
ausgesprochene Vermutung auf S. 239 hat sich inzwischen bestitigt. Die Voraus-
setzung (b) in Satz 5 ist daher stets erfiillt.
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