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STUDIA MATHEMATICA, XXIV. (1964)

Sur la loi du y* dans certains pProcessus de Markov
par

BUI TRONG LIEU et D. A. CARTON (Paris)

Le but de ce papier est de démontrer — pour des processus de Mar-
kov discrets et permanents & un nombre fini ou infini d’états — la con-
vergence vers la loi de Laplace-Gauss de certaines variables aléatoires.
On en déduit des expressions qui suivent asymptotiquement la loi du
% Les démonstrations utilisent des résultats obtenus dans [5], ce qui
permet de considérer cetite étude — dans une certaine mesure — comme
un prolongement de quelques problémes étudiés dans [6]. L’application
pratique au test de I’hypothése de stationnarité est envisagée et discutée.

1. Notations et terminologie. Soit (2,5, Pr) un espace de proba-
bilité. Dans ce qui suit, & désignera Pensemble des entiers > 0. Soit
{Xy, teN} une fonetion aléatoire Markovienme strictement stationnaire
(cag diseret, d’aprés la terminologie de [4]) définie sur (2, ., Pr) et
a valeurs dans lespace des états (%, %). Nous envisagerons plus loin
le cas permanent ol teR,, R, désignant 'ensemble des nombres réels
= 0. Nous noterons par IT et P, respectivement les probabilités a priori
et de fransition stationnaires. De méme, nous noterons par {f, g> = Efg
et ||f] = I/E’W respectivement le produit scalaire et la norme de L, (£,
s, Pr), lorsque f et g sont des variables aléatoires & valeurs complexes.
Dans tout ce qui suit, nous supposerons que la condition de Doeblin est
vérifide, et qu’il existe ume seule classe ergodique sans sous-classe cye-
ligue.

Soit maintenant weQ. Considérons la restriction de la trajectoire
t > X,(w) & Dlintervalle fermé [0,n], restriction que nous noterons
{X(@)}liego, n;- Comme dans [5], nous désignerons par N, (4 xB, w) le
nombre de fois que X;(w)ed et X1 (w)eB, VA et Be#. Rappelons
& ce propos que, quand % — +-oo,

S Nu(4xB) > [P (s, B),

E

P. 8 et en m.q.


GUEST


26 Bui Trong Lieu et D. A. Carton

2. Premiére expression du y* pour des processus discrets. Pour
we®, Ny(.; o) est une mesure & valeurs entiéres sur T'espace megurable
(%°, #*). Soit {4;}i.z, une partition finic et mesurable de (%, %), ol
E={,2,...,77. Nous supposerons cefite partition telle qu'aucune des
expressions [ IT(dw)P(®, 4;) ne soit ni nulle ni négligeable par rapport

4q

aux auntres.

Soit @, l'application de BxE sur B* = {1,2,....,7"} définie par
@4, §) = r(i—1)+j. En fait, il s’agit simplement d’une convention sur
la facon d’ordonner totalement les éléments de E x.IB.

ProrosrrioN 1. Soit Y le wecteur colomme, dowt les éléments

1 .
= [Valdixa)— [ Pla, 4)aNa(m, )|, i,j<B,
I/’i'b A;x % :

sont ordonnés par Vapplication . ¥ suit asymplotiguement une loi de
Laplace-Gauss de moyenne 0 et de matrice de covariances V, ol V est une
matrice carrée, symétrique, bloc diagonale, de rang v(r—1), et dont Vélément
v(ij, k) ocoupani la [r(i—1)+ jT-éme ligne et la [r(k—1)-+1]-¢me colonne
vout

(i, k) = [ [I(do)[P(w, 4; ~ Ap)~P (v, 4)P (5, Ay)].
A;~ Ap

Dans le cas particulier o % est fini,

o(if, M) = Sullypy(0y— pu).

Démonstration. En effet, constatons d’abord que

B [ P(o, 4)aN,(@,y) =n [I(d2)P (s, 4;),
Aix & A;
d’olt BY = 0. .
Le caleul de (ij, k1) est long. Mais son expresgion a 6té donnéde
dans [5]. Puisque »(ij, kl) = 0 pour i 5 %, la matrice V est bloe diagonale.
Il nous reste & démontrer la convergence de 1a loi de ¥ vers la loi de La-

place-Gauss, gunand # — -oo. Pour cela, considérons les applications
fi de (2%, #°) dans R,

fus (@, 9) *IAixAj(my Y)—P(z, Ai)'lAix&”(my ¥)y  Vi,jeH,

ol T, 5 désigne I'indieateur de ’ensemble 4 x B. Alors

v n
Naldixdj)— | Plo, A)dNa@,y) = YfyoX,,
Aix & )

©
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d'ott V (1, ...y by, ---,i")eR'z, d’aprés le théordme central limite 7.8,
p. 228, de [6],

1 v » EN Q
1/772 Z by fyo Xy —~ N [0, _}../ Loyt ® (4 k.l)],
=0 1de¥ i keled
ce qui achéve la démonstration.
Désignons maintenant par #a lapplication de Ex (E—{r}) sur
By ={1,2,...,r(r—1)}. Soit ¥,; le vecteur colonne dont les éléments

1
@ F=[Naldixd)— [ Pla, 4)aNu(e,p)]. (i, j)eBx (B—{}),
Vn A3
sont ordonnés par ¢g. Dans le cas particulier ot & = {1,2,...,7}, alors
Y4 a pour éléments :
1
Vn
PROPOSITION 2. 3 wune matrice carrée M, symdélrigue, bloc diagonale,
dordre v(r—1), telle que Yg-M-Y; suit asymplotiquement une loi du »*
& r(r—1) degrés de liberté, Yy désignant ici le transposé de ¥Yg.
Bn particulier, lorsque & = {1,2,...,r}, et si les probabilités de
transition sont toutes # 0, M est de la forme

[Nu (%) — Py N W (iZ)].

’ My, . ..... 0..... 0 _{

M= |[Mom| I

Co

O i) |, |

ol - )
.p’l’l"“l-pm]( 1 1 ]

P
_ 1 Do+ Py
e 1, mPmr o Pmg !

Poet Pir-yy

p m(r—1)
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et le x* s’éerira alors

O L) — N i)y T
- 3 D) Nl

nll;p;
i, & Py

Démonstration. La matrice V est singulidre, car V (s, j)ef x B,

D o, M) = [ H(d0)[P(w, 4; ~ )—P(@, 4)P (2, )] = 0.

kleE AT

D'ou l'idée de supprimer » termes de Y. Notons par V4 la matrice
des covariances de Y;. Elle n’est pas gingulidére. La matrice M n’est
autre que V3. Le caleul de M est compliqué lorsque (2, #) est quel-
. conque. Par contre, dans le cas olt 2’ n’a qu'un nombre fini A’états, le
caleul se simplifie beaucoup. Ecrivons

Va= ’ 0. I Vonm - 0 ’7
“ 0 (l) ] Vo | |
O |
ol
LDy (L= Pog) oo — I Dw1 Pmj oo —Lhn Doy Dona -« ‘“Hmpmlpm(r‘—l)]
Ll Pme Py
Vo — KRR
PPy - - - . .. Hmpmj(l =Dmi) - . “'[Impmjpm[w 1)
—mPmp_pyPma- - - oo r[mpm(r-wl) (1= pugr-r))

Un caleul facile montre alors que
Dét me = (H'm,)r_l n Do
le&
Aprés calculs, la matrice Adj. Vi a pour éléments diagonaux
an(m) = (II,)~*- n Pt (Pet D)y .oy

leZ—{1,)

“ﬁ('m’) = (U‘m)"_z' n Do~ (p7nr+p7n//)7

le (i
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tandis que

ap(m) = ({Ip)"2- (J#0,

n DPmy

le&—(ry

d’ott I'énoncé de la proposition.

Remarques. A) Pour m donné, s'il existe un J tel que pp; = 0,
la matrice V., est d’ordre (r—1), et de rang (r—2) et la matrice M,,,
a une expression de méme forme pour son terme général mais elle est
d’ordre (r—2). Plus généralement dans Pexpression du 4 la sommation
doit &tre étendue aux indices 4,§ pour lesquels p;; %= 0 et le nombre de
degrés de liberté est 7(r—1)—k ol % est le nombre de Py = 0.

B) Lexpression (IT) est asymptotiquement équivalente & 1’expression

[V () — Nu(i %) py T
NuliZ)py;

ijed

donnée dans [3] (voir aussi [5]) car BN, (i%)py; = nll;py;. La démon-
stration de la proposition 2 en fournit done en méme temps une con-
cernant la tendance de cette dernidre expression vers la loi du »%

3. Deuxiéme expression du 7’ pour des processus discrets. Nous
allons proposer maintenant une autre expression du y°. La raison de
son choix sera expliquée plus loin. Considérons toujours une partition
finie et mesurable de (%, %), soit {4} .

Posons
(III) w(if, k) = [ I(de)P(o, 4; ~ A)—
Ai~Ay,
— [1I(@a)P (s, 4))- [ II(dw)P (w, 4)+
Aq A
+ [11(dw) [Pz,dy) 3 [ (Puly, du)—IT(du)]P(u, 4;)+
Az 4; n=0 dj,
+ [(ds) [P(w,dy) Y [ [Puly, du)—I(du)P(u, 4;).
Ap Ay M=0 Ay -

ProrosiTION 3. Le vecteur colonne W d'éléments

f 11 (dez) P (z, A;‘)J, i, jek,

W s
1/% [“‘ Nn.(Ai XAi)‘
Vi A5

ordonnés par p, suit asympiotiguement une loi de Loplace-Gauss de moyenne 0
et dont la matrice des covariances U, o% wu(if, kl) occupe la [r(i— 1)+ j1-éme
ligne et la [r(k—1)+1]-éme colonne, est symétrique.
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Démonstration. Rappelons d’abord que (cf. [4])

2

HiN”(AixAn— [ mian P, 4
n i

- %A[ 11(d0)P(a, 4) [1— A{ I1(@)P(a, 4)] +

n—2
2 n—m—1
. RS ) —IT () 1P (e, A
+;Jﬂ(dw)1£P(m,d/y)Z - Af [Py, du)—IT(@u)1P (1, 4,)

m=0

et que

@) =N, dxd)— [P, 4),
" 4
L Wadex dy)— Af (@) P, Al>>
" k

1 1
== f T(dw)P(w, A; ~ A7) — 7,4{ ()P (@, 4;) f 1(d0) P (w, 47)

Aj~dy, Ay

n—-2 .

1 —m—1

+= 4{ 11(da) AfP(m,dy) §0” - J [Py, du) — T ()P (u, 4;)
§ m= k

+5 [man [Pa,a) YT [ Pay, a0 -T@w1P G, 49,
'nAk 4 M=0 " 45

Montrons maintenant que
Yty ooy tigy ooy t)eB”,  quand 2 > 4o,

Vo Dl Baldexd)— [ @@ a0, 5,
(G eExE i

ot 8= D tytigulij, ki).
14,k,1

En effet, si nous désignons par f, Papplication

Fi@ 9 > 3 ol v)— [ ()P, 4,)],
ijeE A'i

* ©
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ot si nous faisons appel & la fonetion aléatoire Markovienne {2%,, teN—{0}}
définie dans [5], nous voyons que

_ 1 1 o -
Va Zt,-,[w N ( Ay x Ay)— fl](dm)P(w,A,)] =— Yyox,
ijeB " 4 Vn é—lf
avec E(foji',)" < +-o0, Vp.
Il guffit alors d’appliquer lo théordme central limite.
De ce résultat, nous déduisons que W suit une loi de Laplace-Gauss
de moyenne 0 et de matrice de covariances T.

PROPOSITION 4. Soit Wy le vecteur colonne dont les éléments
—l1 .
Va o Valdix dy)— | I(dw)P(a, 4;)|, icB,jeB—{},
Ay -

sont ordonnés par gg:(i,j) > r(i—1)+j. Alors I une matrice carrée sy-
métrique M dordre r(r—1), telle que WM W, suit asymptotiquement une
loi du y* & r(r—1) degrés de liberté.

Démonstration. En effet, la matrice d’éléments u(ij, k), 4,7,
k,le B, est singuliére, car

Unif, ) —
(k1) e ExXE
-2 1
=) "= 1) [P, ay) [ aty, dw— i+
m=0 " Aq Az x

N2
n—m—1
+g R Wf 17(dw) J P(w,dml [Py, du)—11(d)]1P (u, 4;) = 0.

Mais la matrice d’éléments w,(4j, kl), avec &, keH, j, leB—{r},
ordonnée par gg, est inversible. Il suffit de prendre M égale & Vinverse
de cette matrice. Jusqu’s présent, nous n’avons pas réussi 4 donner
Vexpression de cette matrice, méme pour le cas oit & est fini.

4. Application. Test de Uhypothése de stationnarité des processus de
Markov, Le test du y* de la stationnarité a ét6 proposé par les auteurs de [1],
uniquement dans le cas ou Z est fini, mais avec plusieurs trajectoires.
La distinction entre le cas d’une trajectoire et celui de plusieurs a été
envisagée dans [5]. Pour simplifier, nous ne nous ocecupons ici que du
cas d'une seule trajectoire.

1° Lorsque % n’a qu'un nombre fini de points, c’est la 1¥° expres-
sion du y* qu'il faut utiliser, parce qwelle est plus simple et que nous
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connaissons son expression explicite. Or nous avons remarqué que cetbe
expression :

.. . 2
[Nn (7’3) _Nn(z'%‘)piy‘]_

(n wIlpy

tje&
est asymptotiquement équivalente & l’expression

v [Nu(d) = Na(iZ)py T’
NG %) py;

ije®

Dans le probléme actuel du test de stationnarité, des deux y* s’iden-
tifient. On pourrait tester I’hypothése de stationnarité de la fagon sui-
vante: o

Découpons Dintervalle [0,7n] en 2 intervalles égaux définis par

[Oyfa(n)-e(%)+lﬁ('n).[e<g)_1” N “e(g)ﬁ]’n:"

oll § ¢t o désignent respectivement 'ensemble des entiers pairs et impairs
eb oll ¢(m) = sup{neN:n < m} pour m > 0.
Notons par N'(i,j; o) et N''(i, j; w) les valeurs correspondant aux
restrictions de la trajectoire ¢ X;(w) aux intervalles aingi définis.
La valeur du y* expérimental est alors

. ) N, ) T
N'(6, )—N'(4, &) ——ntl
‘1[ (@ J) ( )N('L,.%”) »
. N (4, 5)
ijex i, &
’ G, )N”(i, E3)

Il ne nous a pas été possible de caleuler la puissance d’un tel test.
Mais signalons par exemple qu’un tel test ne permet pas de distinguer los
Drocessus stationnaires modulo T (¢’est-4-dire Pipia(ty §) = DPryrparn(t, 5))
des processus stationnaires. Il semble pourtant qu'il soit possible par ce
test d’éliminer les processus ,nettement non stationnaires,

2° Lorsque l'espace des états est un espace mesurable (&, %), la
premiére expression du yx* ne peut nous &tre utile car nous ne connaissons
pas d’estimateurs de o(4f, k). C’est la raison pour laquelle nous avons
introduit la seconde expression du x4

Désignons par V™D (A Ay x A x 4;) le nombre de

fois que
Xieds) Xiyiedy, Xiimyredy ot Xipmiaedy.
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Alors (III) a pour estimateur

" 1 . 1
Uy (3], Bl) = T Vallds ~ 43) X (45 ~ 41— 2 (i A)) N (A X 4) +

n—2
1 UYya—m—1
-+ —7; __.T‘ []\T;l,m_l)(Ai % Aj % Ak X Al)+
m=0

—}—N;"m’” (4rx A xA;x Aj)] .

Nous partageons — comme précédemment — Dintervalle [0,n] et
notons par N'(4;Xx4,) Dexpression No(4;x 4;) caloulée & partir de
X;(w) pour te[O,Iu(n)-e(n/ﬁ})—l—Iﬁ(n)-(e(n/2)—-l)] et par N'(4;Xx4;)
Pexpression correspondante pour 'autre intervalle.

Aun lieu du vecteur W, nous considérons le vecteur W3 d’éléments

— 11 1
l/’l'b [—';N’(AiXAj)—‘;N"(A.,:XA;/)], ieE,jeEw{'r},

o s = n—e(n/2)—1. Au lieu de la matrice U, nous considérons la matrice
U* a’8léments uy(ij, kl) avec i, kel et JyleB—{r}.

Nous calculons numériquement Linverse de U* et obtenons ainsi
M* — la valeur expérimentale du 1 est alors égale & WY M* W

5. Cas des processus permanents. Jusqu’sh présent nous n’avons
considéré que des processus discrets (¢'est-a-dire lorsque t est & valeurs
entiéres). Pour ne pas alourdir le texte, nous allons donner rapidement
quelques résultats concernant des Processus permanents. Il serait trop
long de détailler ici toutes les hypothéses; nous nous contentons de sup-
Doser que toutes les conditions de régularité nécessaires sont vérifides
(voir [2] et [5]). Soit done {X, teR,} une fonction aléatoire Markovienne
supposée stationnaire et purement discontinue, définie sur (2, .o ,Pr)
et & valeurs dans (%, %) ot & est un borédlien de la droite. Soit { X0V} e,
la restriction de la trajectoire ¢ — X;(w) & 1'intervalle [0, T']. Notons
par Ny (AXB), A et Bed, le nombre de fois que la fonction aléatoire
passe de A & B et par to(4; o) la durée de séjour dans A. Rappelons
que Erp(Ad) = TII1(A) et ENp(AXB) = TfAII(dw)Q(m, B), o

1
¢, B) = lin = Py(a, B).
10

Considérons, ecomme précédemment, une partition {A}i.g finie et
mesurable de (%, #). Alors

ProprosITION 5. Les variables aléatoires

1 .
— .N Ar,: -A-j - ( bl Ay’)dr ( ) ’ z?-"GE?
= [Va(dix4) zf,-w 2(@)]

Studia Mathematica XX1IV, 1 . - 3
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sont asympiotiquement normales de moyenne 0 ¢b de variance f1 IT(@z)Q (», A,).
lles sont dautre part asymptotiquement indépendantes.
Démonstration. Clest plutét une esquisse de démonstration gque
nous allons donner. D’aprés calculs, of. [6], nous avons montré que
(TV) (Nr(4:ix4))

— f Q(z, A;)dryp (@), NT(AIGX.AI)-“AI Q (=, Al)dTT(m)>
A ke

=T ()@ (@, 4; ~ A1),
Ai~Ay

ce qui montre que, pour (¢,j) # (k,1), les variables aléatoires

[NT(A'i X 45—

7157__ A{ Q (@, 4y)dvr(@)]

eb

1
o (x4 —

ne sont pas correlées. Si, d’autre part, elles sont asymptotiquement nor-
males, elles seront asymptotiquement indépendantes. La tendance vers
1a loi normale peut &tre démontrée en faisant appel & l',,imbedded pro-
cess” (cf. [2]).

8i la partition {4;};.xz est telle qu’aucune des expressions 4[ I (dw) X

] Q (@, A7) dvo(w)]

xQ(z, A;) ne soit nulle, alors comme corollaire du théoréme précédent
on a la

PROPOSITION 6. L’expression

[¥2(dix A)— [ Q(a, 4)dup(a)]
4

[ @@, A)drz (@)
Ag

ijeE

suit asymptotiquement wne loi dw y*-& v* degrés de Tiberté (& condition qu’au-
cun des A; ne se réduise & un seul point). Dans le cas partioulier ol & =
={1,2,...,7}, la loi du y* est & v(r—1) degrés de liberté au plus.

Démonstration. En effet, d’aprés la proposition 5, le vecteur
d’éléments

1/ —— [ Nr(4ix 45— f@(m A)dep(@)], 4,5eB,

ordonnés par g, est asymptotiquement normal avec une matrice de co-
variances qui est diagonale. Comme

icm
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1
By Af Q (2, 4)irp(z) = Af T(d0)Q (@, 4,),

la proposition est démontrée. Dans le cas particulier d'un nombre fini

d’états, les termes g;; et Nrp(i) sont nuls par convention. I1 n’y a donc
plus que r(r—1) degrés de liberté.

References

[1] T.W. Anderson et Leo A. Goodman, Staiistical inference about Markov
chains, Ann. Math. Stat. 28, 1(1957), p. 89-109.

[2] P. Billingsley, Statistical inference for Markov processes, Chicago 1961.

[3] — Statistical methods in Markov chains, Ann. Math. Stat. 32, 1 (1961),
p. 12-40.

[4] A. Blanc-Lapierre et R. Fortet, Théorie des fonctions aléatoires, Paris
1953.

[5] Bui Trong Lieu, Estimations pour des processus de Markov, Publ. Inst.
Stat. Univ. Paris 11 (1962), p. 73-188.

[6] J. L. Doob, Stochastic processes, 1953.

Regu par la Rédaction le 24. 4. 1963


GUEST




