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Universelle umhiillende Algebra einer lokal kompakten Gruppe
und ihre selbstadjungierte Darstellungen. Anwendungen

von

K. MAURIN und L. MAURIN (Warszawa)

Einfiihrung und Inhaltsangabe. In der Theorie der Darstellungen
Liescher Gruppen, in der Quantenmechanik, Automorphen Funktionen
1. a. spielen eine fundamentale Rolle Elemente aus Zentrum der univer-
gellen wmbhiillenden Algebra & (@) der rechtsinvarianten Lieschen Algebra
der Gruppe ¢. Um die unitire Darstellung G> g — U(g)«L(H) im Hil-
bertschen Raume H in elementare (d. h. irreduzible oder Faktor-) Dar-
stellungen zu zerlegen ist es nitig, selbstadjungierte Operatoren zu kon-
struieren, die miteinander und mit allen Operatoren der Darstellung U
(stark) vertauschbar sind. Dann liefert die v. Neumannsche Theorie eine
Zerlegung der'Da.rstellung U in ein direktes Integral elementarer Dar-
stellungen.

Die fundamentale Abhandlungen von L. Garding und I. E. Segal
haben die s. g. infinitesimale Prozedur gerechtfertigt. In einer wichtigen
Abhandlung [9] haben E. Nelson und W. F. Stinespring auf geistreiche
‘Weise eine hinreichende Bedingung fiir wesentliche Selbstadjungiertheit
der Reprisentanten dU(M) der Elemente M aus &(G) gegeben. Ihre
Resultate enthalten u.a. den Segalschen Satz.

In [5] hat einer der Verfasser eine Definition der Riume 2(&) und
9'(G) anf beliebigen separablen lokal kompakten (. k.) Gruppen gegeben
(dieselben Begriffe waren unabhingig auch von Kac [3] und Bruhat 1]
gefunden worden). Diese Begriffsbildungen erlauben uns, in §1 und §2,
eine natiirliche Definition der u.u. Algebra fiir beliebige (zusammen-
hiingende) 1. k. Gruppe zu geben.

Wir zeigen, da man die Methode von [8] auf diese allgemeine Klasse
von Gruppen anwenden kann und auf diese Weise bekommt man eine
Verallgemeinerung der fundamentalen Sitze von Nelson - Stinespring:
die Reprisentanten dU (M) symmetrischer Elemente aus Zentrum Z (@)
von #(G) sind miteinander und mit der Darstellung stark vertauschbar
(§2 und 3). Im § 4 konstruieren wir einen nuklearen Raum ¥ der dicht
in dem Darstellungsraum H ist und dessen Einbettung in H stetig ist
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(vgl. [4] und [5]). Daher kann man die von uns in [4] und [7] entwickelte
Theorie auf die hier vorkommende Situation anwenden: die Darstellung
(U, H) wird in ein direktes Integral ([T (4), [H(A)du(4)) zerlegt, wobei
die H(4) (verallgemeinerte) gemeinsame Eigenriume der Operatoren
AU (M), M = M*eZ (@), sind.

Im Abschnitt 5 erhalten wir als Korollar eine Zerlegung des Raumes
I}(X,0), wo X = G[@, ein homogener Raum und ¢ ein G-invariantes
MaB ist, in ein direktes Integral der Eigenriume gewisser invarianter
auf X Differentialoperatoren ().

§ 1. Distributionen auf 1. k. Gruppen. Im folgenden setzen wir
voraus, daB die lokalkompakte (1. k.) Gruppe @ ist

1° eine separable Gruppe,

2° ein projektiver Limes Liescher Gruppen @,.

Wegen der Separabilitit von ¢ konnen wir voraussetzen, daB wir

eine absteigende Folge der kompakten invarianten Untergruppen N,
(Normalteilern) von & haben:

NyoN,>2N;> ...,

was man kurz N,x1 schreibt (1 bezeichnet hier die Gruppeneins).

Wenn in jeder Umgebung der Gruppeneins ein solcher Normaltei-
ler N, von & ist, daB die Faktorgruppe @, = G/N,, Liesch ist, nennen
wir @ ein projektiver Limes Liescher Gruppen G,,. In diesem Falle schreibt
man

(1.1) G =lim@, = limG/N,. A
Der Satz von Yamabe besagt, daB jede usammenhingende 1. k.
Gruppe ein projekiiver Limes der Lie-Gruppen ist, oder kurz ausgedriickt:
Jjede zusammenhingende 1. k. Gruppe ist eine Yamabe Gruppe.

Der Raum 2(&). Jeder Funktion ¢: G - E, wo ¥ ein topologischer
Raum ist, die konstant auf den (linken) Nebenklassen [9] = gN (ge@)
ist, kann man auf natiirliche Weise eine Funktion [¢] auf dem homo-
genen Raum G/N folgendermaBen zuordnen:

(1.2) [p)([g]) = plg) < B.

Falls ¢ stetig ist, dann ist auch [p] stetig. Tm Folgenden werden
wir oft nicht zwischen ¢ und [¢] unterscheiden. Umgekehrt erlaubt (1.2)
jeder Funktion [¢] auf G/N eine Funktion @ auf G zuordnen, die auf
den (linken) Nebenklassen gN konstant ist.

(*) Uber diese Ergebnisse wurde in unserer Note Emveloping algebra of a locally

compact group and its selfadjoint representations, Bull. Acad. Polon. Sei. 11 (1963),
kurz berichtet. .
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Auf einer Lieschen Gruppe @, wird  der Schwartzsche Raum 2(G,)
beliebig oft differenzierbarer Funktionen mit kompakten Trigern defi-
niert: 2(6G,) ist die Menge C7(G,) mit der lokalkonvexen (nuklearer)
Topologie y, — 0 fiir p - co in dem Raume 2(G,), falls

1° die Trager von y, in einer festen kompakten Menge K enthalten sind,

2° die Ableitungen Dy, beliebiger Ordnung gleichmifig gegen
Null konvergieren.

Auf dem Raume 2(G,) sind folgende Operationen linear und stetig:

(a) Multiplikation ¢, peD(Gn): ¢, p > - @D (Gn);

(b) Faltung ¢, p«2(Gr): (9, v) — pxpeD(Gn); (9, ¥) — (pryp) e D(G);

(c) Linke (rechte) Verschiebung: (L,q)(P) = @(gP), (Rp)(P)=
= ¢(Pg), Peclh.

Definition 1.1. @, ist der Raum derjenigen Funktionen ¢eCy(G),
fiir welche [¢]eD(G/Ny).

Der lineare Raum @, ist — definitionsgemi — mit der Topologie
des Raumes 2(G/N,) ausgestattet.

Definition 1.2. Der strikte induktive Limes @ = lim@,, wird im
Folgenden oft als 2(G) bezeichnet. -

Wir geben jetzt den in [5] bewiesenen Satz wieder (vgl. auch [1]
und [3]).

Sarz 1.1. Der Raum 2{(G) ist

1° separabel und nuklear,

2° 9(@) ist dichi tn IF (@) fiir jedes p = 1.

Genauer

3° jedes feCo(@) kann man gleichmipig mit Elementen aus 2(G)
appromimieren.

Beweis. Ad 1°. &, = Z(G/N,) ist bekanntlich sepa)ra,byel und nu-
klear, ¢ als strikter induktiver Limes separabler nuklearer Riume ist

wieder nuklear und separabel.

Ad 3°. Bs sei feCy(@) und 0, eine solche symmetrische Umgebung
von 1, daB |f(x)—f(y)] <1fn fiir alle x,ye@, fir welche Ty e0,. .Es
gei N, < O, und G, = G/N, Liesch. Eg sei df ein invariantes normier-
tes MaB auf N,, d. h.Nde =1.

Es sel ful2): = ff(wg)df, dann haben wir fiir jedes ceNy
1.3) fuloo) = [flaot)dt = [floos™ 8125 = fu(@);
Np Ny
fa ist also konstant auf den Nebenklassen xN,, re@. Aber
1 1
(1.4) fe)—Falo) =| [Flo)8e—fule)] < [If@)—Flopas < [ag=".
Ny, Ny Np,
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Da [f,]e0o(G,), kénnen wir [f,] gleichm#Big mit [¢,]e2(@,) appro-

ximieren: es gibt ein solches [py]le 2(Gn), daB

1
(1.5) (T~ LoD (2D <
Daher wegen (1.2)
1
(1.5) [ () — g ()| <;'

Aus (1.4) und (1.5") [f(2)—@n(@)] < 2/n, WO @ne®, = 2(G).

2° folgt unmittelbar aus 3°, da Co(@) dicht in IP(@) ist.

Definition 1.2. Der zu & duale Raum &' wird mit 2'(¢) bezeich-
net. Llemente des Raumes 2'(G@) heiBen Distributionen auf der 1. k.
Gruppe G.

Aus Satz 1 folgt unmittelbar (vgl. [1] und [4])

8417 2. Der Rawm 2'(G) ist vollsiindig und nuklear. Bs gelten die
Inklusionen: 2(Q) < C\(G) « I*(@) < 9'(G), wobei jeder Raum im Fol-
genden dicht ist und die entsprechenden Injeltionen stetig sind. Die linken
(rechten) Verschiobungen induzieren eine stetige Darstellung von G in 2(Q):
Siir jedes e 2(@) ist

(1.6) 9> Lpe2(@)

stetig. Fiir jedes g <G ist Le#(2(G).

Beweis. Wir zeigen hier nur die letzte Behauptung.

Die Einschréinkung L,;|®, ist stetig auf @, (weil linear und abge-
schlossen). Da I;: & — & linear ist, bildet I, stetig, @ = lim®,,
auf sich ab. -

Da auf der Liescher Gruppe G, (= @/N,) die ‘Verschiebungen stetige
Dairgtellungen induzieren, und weil die Einbettungen I,: &, — & stetig
sind, ist di8 Darstellung (1.6) stetig.

§ 2. Universelle umhiillende Algebra einer 1. k. zusammenhiin-
genden Gruppe. Es sei M eine lineare stetige Abbildung: & — &. Wir
bezeichnen mit [ M], eine Einschrinkung von M auf &,.

Nach diesen einfihrenden Bezeichnungen kénnen wir schon eine
Definition der umbhiillenden Algebra & (@) der Gruppe @ anfithren:

Definition 2.1. Bine Menge £(@) der linearen, stetigen Abbildungen
M: @ > & nennen wir die umhiillende Algebra der Gruppe @, wenn fiir
ein beliebieges n und beliebieges ¢, <P,

(2.1) [Mnpn = Ap@ne Dy,

Wwo A, ein Element der rechtsinvarianten umhiillenden Algebra der Lie-
-Gruppe @&, ist: d,e& (@), also ein Differentialoperator auf @, ist.

icm

Universelle umhiillende Algebra 231

Bekanntlich sind Operatoren der umbhiillenden Algebra der Lie-
-Gruppe mit rechten Verschiebungen vertauschbar.

Wir bezeichnen den Operator der rechten Verschiebung mit R,:
R:f(g) = f(gs), also fiir jedes [s], geGr, haben wir

B Angallg]) = AnBia((9])-

Daraus — wegen der Definition (2.1) — folgt Vertauschbarkeit der
Operatoren aus &(¢) mit den rechten Verschiebungen. In der Tat, fiir
ge® existiert (wegen 1.1) ein solches n, daB ¢ed,, also R,Mp(g) =
= (Mp)(gs) = dap([91[s]) = By dup(lg]), wo [g][s] = [gs]. Aber wegen
der Vertauschbarkeit von 4, und R, ist

Ry 4,9([g]) = AaBigo([9]) = dalp(g1[s])) = M(p(g9)) = MRsp(9),
also
R,Me(g) = MRsp(9)-

Wir definieren jetzt einen elliptischen Operator in & (@).

Definition 2.2. Ein Operator Me&(G) heillt elliptisch wenn, fir
jedes n, [M], = 4, ein elliptischer Operator auf G, ist. ) .

Auf diese Weise definiert man aunch einen formaladjungierten Ope-
rator: . ‘

Definition 2.3. Es sei Me&(F). Eine lineare, stetlge Abbﬂdm}g
M+: &> & ist formaladjungiert zn M, wenn [M*], = A7, wo 4 ein
formaladjungierter Operator zu 4, auf G, ist, n =1,2,...

Definition 2.3 kann man kurz auf folgende Weise schreiben:

(2.2) [M*], = (ML), »n=1,2,...

Man kann leicht beweisen, daB auf jeder Lie-Gruppe, das heilt

auch auf jeder G, = G/N,

Gf Angpn(P)pn(P)AP = Gf ¢n(P) 45y, (P)aP.
Daher folgtna,uch, daB
(2.3) [(Me) (g)vig)dg = Gf P(9)(M* ) (5)dg.
Tatséchlich, ;a, @ und y Elemente eines @, sind, folgt aus der Defi-
nition 1.3 (2):

[Myyv(9rag = [( [ <Aw>(g)5(g£)df)dz’=af (449)(P)y(P)dP
[¢] N, n

Gn n

= [o(P) AM(P)dP=GfdP fqo(gsm,w(gs)ds=Gf«p<g>M+w(g>dg.

Gy, n *Y n

() dnp und y sind auf N, konstant.
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Es sel U: g — U(g) eine unitéire Darstellung der Gruppe @ in einem
Hilbertschen Raume H.

Man kann auf dieselbe Weise, wie fiir eine Lie-Gruppe einen Gérding-
-Raum der Darstellung (U, H) fiir eine lokalkompakte zusammenhgn-
gende Gruppe definieren.

Definition 2.4. Wir nennen den Girding-Raum von (U, H) die
Menge G der linearen Kombinationen von Elementen:

Ulp)h: = fq) YU(0)hdg, Wo heH, pe® = D().

Wie im Falle der Lie-Gruppe beweist man, daB ® dicht in H igt.
Eine unitire Darstellung U der Gruppe @ induziert eine auf dem G&r-
ding-Raume definierte Darstellung der universellen umhiillenden Alge-
bra &(@), die wir mit dU bezeichnen.

Definition 2.5. Fir Me&(GF) ist dUM)T
=J(M¢) (9) U(g)hdg,~wo pe®.

Auf solche Weise definierte Darstellung der universellen umbhiillen-
den Algebra hat folgende Eigenschaften:

Levma 21. dU (M M,) = dU(M,)dU (M,) fir M,, Mzsé’(G)

Beweis. Tatsidchlich, wir haben dU(MlME) U(p)h =
AU(M,)U(Mop)h = AU (M,)AU (M,) U (p)h identisch fiir th.

Levua 2.2. Pir jedes MeB(G) gilt dU(M*) < {aU(m)*.

Beweis. Fiir ¢, heH und y, pe® hat man

(24)  (AU(M*)T(p)edg| [p(s) U (s)hds)
G
= [[r* o) (g)y

Wegen der linken Invarianz des Masses ds auf ¢ kann man die
rechte Seite von (2.4) auf folgende Weise schreiben:

(2.5) Gf (M) (9){ [9(g5) g5) (| U (5) hds) dg
G

(p)h: = U(M(p)h: =

Myp)h =

e| U(g~"s)) hdsdy.

= f(e|U(s)h [ w(gs)dgds.
G
Aber aus (2.3) folgh ¢
(2.6) Gf (M) (9)p(gs)dg = [ () MRy (g)dy
und aus der Vertauschbarkeit von M mit R, folgt

Gf (g) MR,p(g)dg = Gf P(9) B My (9)dg = [p(g)(My)(gs)dg
[ed
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Nach der Anderung der Reihenfolge der Integration erhalten wir
aus (2.4), (2.5) und (2.6) wegen der linken Invarianz des Masses folgende
Identitéiten:

(@U(M*)U(p)e| U(p)h) = f )fq: ) My (gs)dgds

f (e T)h)g () (M) (gs) ds dg = f«p(g f( U(g~"s)}) My (s)dsdg

oy
=(Jrw)

Also AU (M+) = (aU (M)},
Aus dem Lemma 2.2 folgt
KoroLLAR 2.1. Wenn Me&, dann dU(M+M) =0

Beweis. In der Tat, wegen Lemma 2.1, ist fiir jedes ecH

f(U Ye| U (s) h)Mgu(s ydsdg

edg‘f(Mw)(s) U(s)hds) = (U(go)e!dU(M) U(w)h).

w. z. b. w.

AU(M+M) U (g)e = AU(M+)AU (M) T (p)e,

also

(AU(M+)aU (M) Tlg)e| Ulp)e) = (AU (M) U(g)€|dl (M) U(p)e) =0
Aus dem Lemma (2.2) folgt unmittelbar
KOROLLAR 2.2. Fiir einen symmetrischen Operator M = M+ ist AU (M)

auch symmetrisch

(AU (M) Ulp)el Uly)h) = (Ulple| U (M) U(p)h).

§ 3. Selbstadjungierte Reprdsentanten der Elemente von &£(@).
Die in diesem Abschnitt bewiesene Sitze geben eine Verallgemeinerung
der von Nelson und Stinespring [9] im Falle einer Lie-Gruppe bewiesenen
Sitze.

Der Beweis dieser Sitze stiitzt sich auf folgenden Hilfssitzen:

LEnvMA 3.1 (Nelson-Stinespring). Hs sei f eine beliebig oft differen-
zierbare, positiv definiete Funkiton auf einer Lie-Gruppe G, und es sei L
ein Blement der universellen wmhiillenden Algebra dieser Gruppe: Le&(Gy).
Dann ist (LL*f)(1) > 0; 1 — die Binheit der QGruppe G,.

LemmA 3.2 (Nelson-Stinespring [7]). Bs sei D eine lineare Menge
in einem Hilbertschen Raume H, die in H dicht ist, und T seien solche
Operatoren in H fir welche Ty(D)c D = D(Ty), k=1,2, und dasuw
T, < Ti. Falls T,T, wesentlich selbstadjungiert (w.s.a). ist, dann gilt
T, =1TF.
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Wir bemerken noch, daB man die Elemente des Garding-Raumes
auf eine andere Weise schreiben kann. Tatséichlich folgt aus Definition
(1.2), daf fiir jedes pe® ein solches » existiert, daB ye®P,, also

(31) Ulp)h = [p(g)Ulg)hdg = [p(P)aP [ U(g€)hdé.
G [ Ny,

Wir fithren jetzt den Operator

(3.2) P = fU(;)df

N
ein. Da U(gé) = U(g)U(£), erhalten wir aus (3.1) fir ein beliebiges
peD(G)

(3:3) Uk = [w(9)Tlg)hdg = [ 9.(P)U(P)F,haP.
@ Gy,

Wir beweisen die folgenden Hilfsséitze:

Lemuma 3.3. Der durch (2.2) definierte Operator F, ist ein Projektions-
operator.

Beweis. Wie man leicht sieht: (a) ist F, beschrinkt, (b) F, ist
selbstadjungiert.

In der Tat, wegen der Biinvarianz des Masses dZ auf der kompakten
Gruppe ¥, haben wir fiir jedes e,

heH = (Fyeih) = ( [U(&)agelh) = [(U(&e|hjas = [ (o] U~ (£)h)de

Ny, Ny Ny,

= JelTEhmae = [(elUmman = (o] [Tlninh) = (o] F,h).

Np Ny,

(e) ¥, ist ein Idempotent:
FoFpe = [[ U Un)eatin = [ [ U(en)eatdn.
Ny, Np,
Aber wegen der rechten Invarianz des Masges auf N, ist

Iﬂ Ulémedsdn = [[U(&)ededn = [T(§)eds = F,e.
n Ny,

Ny
(Das Mass d& ist normiert, d. h.Nde =1).

LeMMA 3.4, Hs sei U: g — U(g) eine unitire starkstetige Darstellung
der Gruppe G, F, — ein durch (8.2) definierter Projektionsoperator wund
dU (M) ein durch Definition 2.5 definierter Operator.

Dann gilt fiir jedes n = 1,2,...

FodU(M)U(pp)h = aU (M) U(p,)h
identisch fir ¢,e®, wnd heH.
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Beweis. Wegen der Definition (1.5) erhalten wir aus (2.3) fur
on = Moy:
F,dU(M)Ulp)h = [ U(£)d§ [ (Mepn)(g) Ulg)hdg
Ny, é

= [a& [ (Mp,)(9) U (&g)hdg.
Ny (o]
Daher haben wir wegen der linken Invarianz des Masses dg

(3.4) F,aU M) Ulgn)h = [ dé [ (Me,) (67 9) U (g)hdg
N, @&

= [T [ (Mo, (& g)acdg.
[ Ny,

Da aber Mg, konstant auf den Nebenklassen [g] = gN, = N,g
des Normalteilers &, ist, haben wir aus (3.4)
F,aU(M)U(ga)h =Gf U(y)hM%(y)dng af = dU(M) U(pn)h,

w.z.b.w.

Levva 3.5. (a) Die Funktion f(g) = (U(g)F,h|F.h) ist konstant
auf den Nebenklassen [gl, = gN, des Normalteilers Ny; (b) [fln ist stetig
und (c) positivdefinit auf G.

Beweis. (a) Es sei seN,, f(gs) =(U(g8)Fﬂh{Fnh). Aber aus der
Definition F, (siehe (3.2)) folgt

(35)  Ulgs)Fuh = U(g)U(s) [U(&)ach = Ulg) [ U(se)ach,
Ny Ny,

also wegen der linken Invarianz des Masses auf N, haben wir aus (2.3)
U(gs)Fah = U0) [ U(9)ash = U(g)Fuh
und daher
F(gs) = (U(gs) Fuh|Foh) = (U(g) Fnk| Fpk) = flg),

das heiBt, f ist konstant auf den Nebenklassen [g], = gN,.
(b) Stetigkeit von [f], auf @, folgt aus der Stetigkeit von U (g) auf G.
(¢) Fiir eine beliebige Funktion ¢,e®, gilt
3.6)  [[(Ugs™)h| W)galg)pn(s)dgds
(e
= [[ (U] T H) oulg)pa(s) agds
G

= ([on (&) UGs)hds] [ pale) U(g)hdg) = 0.
G G
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Aber analog wie (3:3) kann man folgende Identitdt erhalten:

(3.7 [oa(0) T(s™ ks = [oa(8)U(s™)F, his.
G

G)L
Wegen (3.7) erhalten wir aus '(3.6)

([ oa(®) U™ Fulids| [ @u(9) U(g™") Fuhidg) > 0
Gy, Gn,

Aber

([ 9a($) U™ Fuhis! [ @a(g) Ulg™) Frhdg)
Gy, @y,

= [[ ¢u(8)gu(9) (U (gs™") Fnh | F, h)dg ds,
also G
(3.8) (ﬂ‘m‘f’n(g)(U(QS"I)Fnhmnh)dgdg
" = _gf‘?n—('g)‘l’n(g)f(gs_l)dsdg >0

identisch fir ¢,e®,.

Wegen der Stetigkeit von f auf @, folgt aus (3.8) bekanntlich, daB
[fl. auf &, positiv definit ist, w.z.b.w.

Wir konnen jetzt den folgenden Satz beweisen:

Satz 3.1. Bs set U: g — Ul(g) eine stark-stetige unitire Darstellung
einer 1. k. zusammenhingenden Gruppe G- und L ein elliptischer Operator
aus der universellen umhillenden Algebra E(G) dieser Gruppe; dann gilt

aU (L) = (aU/(L)*.

Beweis. 1° Wir beweigen den Satz zuerst in dem Spezialfall Z = K+K
und KeBE(G) (vgl. [9]). Wir werden uns auf die Tatsache stiitzen, daf
ein Operator 4 >0 w.s.a. ist, wenn A+ einen in H dichten Werte-
vorrat R(A-+I) besitzt. Wir bezeichnen L-+1 = M und 4 = dU(L)
und beweisen, daB AT = dU(L)+I =dU(M) einen in H dichten
Wertevorrat besitzt.

Nehmen wir an, es gibe ein Element 0 = ¢cH, das zu dU(M)6
= {dU(M)U(p)h; heH} orthogonal ist. Es gilt also

(3.9) (aU (M) Ulpn)ele) = 0 identisch fiir g, e®,.
Wegen Lemma 3.4 und 3.3 erhalten wir aus (3.9)
(Pudl (M) Uga)e|e) = (U (M) U (p)e| Fre) = 0.
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Aber Mo, = Anp,ePy, Wo 4, ein elliptischer Operator auf @, ist, also
aT(M) U(pn)e = f ap f (Mea)(98) U(g&)edt = f (429a) (P) U (g) FredP.
Daher folgt

0= (dU(M)T(p)e| Fae) = [ (4uga)(P)(T(g) Fue| o),
Gn
d. h. die Funktion g — ( U(g)Fne| F, e) flg) ist eine schwache Lésung

der elliptischen Gleichung A4,% = 0; f ist also eine klassische Losung.
Eg gilt daher

(3.10) A (U(g)Fpe]| Fre) = 0.
Aber ans Lemma 3.1 und 3.5 folgt
(3.11) [L1.(U(g) Fre|Fpe) >0 fir g=1,

denn [L], = [K+],[K], = [K]} [K]. (siehe Lemma 2.1 und 2.2). Da
4y = [M}, = [L4+I]y = [L]p+[I],, erhalten wir aus (3.11)

(3.12) A,(U(9)Fue| Fre) = [L1n(U(g) Fre| Fre)+(U(g) Fpe| Fre) > 0

fir g = 1. Aber das widerspricht der Gleichung (3.10), also dU (M) be-
sitzt einen in H dichten Wertevorrat und folglich dU (L) ist w. s. a.

2° Der Beweis des Satzes im Falle eines beliebigen elliptischen Ope-
rators LeF (@) folgt aus Lemma 3.2. Es geniigt nur im Lemma 3.2
T, =dU(L"), T, =d4aU(L) zu setzen. Da 4U(L+L) = dU(L*)dU(L)
w. 8. a. ist (vergleiche den ersten Teil des Beweises), erhalten wir aus
Lemma 3.2 4T (L7) = (AU(L))*, w.z.b. w.

Fiir spitere Anwendungen ist der folgende Satz sehr niitzlich:

Barz 3.2. Es sei U eine unitire stark stetige Darstellung einer 1. k.
zusammenhingenden Gruppe G. Es sei L ein symmetrischer elliptischer
Operator aus &(G) und M ein solches Element aus &(@), dap AU (M* M)
mit AU (L) ouf dem Raume G vertauschbar ist. Dann gili

AU (U™ = (aU ()*.

Beweis. Fiir jedes » = 1,2 sei r = r(n) eine positive ganze Zahl,
die grosser als die Ordnung des Operators [M], ist. [L]Y ist ein ellipti-
scher Operator auf &,, weil er eine Superposition elliptischer Operatoren
auf @, ist.

Es sei % ein solcher Operator aus H(G), daB [£], = [LY, fir
n =1,2,... ist. Wie aus der Definition 2.2 folgt, ist sowohl £ als auch
ZZ elliptisch. Aus der Definition 2.2 folgt ebenfalls, da8 der Operator
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M*MA%% auch elliptisch ist, denn fiir jedes n ist der Operator
[M*M+2Z), = [M* M+ [LZL], = [M* M, [L] elliptisch (die Ord-
nung des Operators [LJ ist grosser als die des Operators [M*M],).
Wegen der Symmetrie von I gilt, fiir jedes n, [L], = ([L1HY = [T
= [#]f, d. h.
(3.13) L =L+
Wir bezeichnen:
B=4aU(M*M), A=4aU(%L%),

‘Wie aus dem Satze 2.1 folgt, sind A und ¢ — als Repriisentanten
elliptischer symmetrischer Operatoren — w.s.a. Wir beweisen zuerst,
daB A mit B vertauschbar ist. Tatsdchlich, fiir jedes p,e®, und heH
haben wir wegen (3.13)

AU (M M)AU (LL)Ulp)h = UM+ MLLe,)h
= U(M* ML )b = UMY M{LLILE o) b
= dU (M M)aAT(L)U([LE pu)b.

O = A+B = dUM* M +22).

Wegen der Vertauschbarkeit von dU(M*M) mit dU (L) erhalten
wir daher

(3.14) AU(M*M)aU(LL)U(g)h = AU(L)aU (M* M) UL p.)h.

Nach der (2r(n)—1)-fachen Wiederholung derselben Prozedur er-
halten wir aus (3.14):

AU (M*+M)aU (L) Ulp)h = AU(LL)AU (M M) T (p,) b

fiir jedes n identisch fir ¢,<®,; also, da @ = lim®, ist, gilt auch fiir
jedes pe®:

AU (M*M)dU(ZL) U (p)h = AU (LL)aU (M M) U (p)h,

d. h. ist 4 mit B vertauschbar. Aus der Vertauschbarkeit 4 mit B folgt
die Vertauschbarkeit 4 mit C.

Der weitere Teil des Beweises ist identisch wie im Beweise des Satzes
von Nelson und Stinespring [9]. Man beweist, da8 A und O vertausch-
bare Spektralscharen haben: die beschréinkten :Operatoren (I-+4+A4)-1X%
X(I+0)™ und (I4+- 0y (I+A) ™" sind gleich auf dem Wertevorrat des
Operators (I4+A)(I+0) = (I+C)(I+44). Aber diese Menge ist dicht
in H, denn (I4+A)(I+0C)=I+A+C+AC der Reprisentant eines
symmetrischen, elliptischen Operators ist, und der Operator A+ C-44C
>0 ist. Daher folgt, daB (I-+4)"" mit (I40)~* auf dem ganzen H ver-
tausehbar ist.
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Um zu beweisen, daB B w. s. a. ist, geniigt es zu zeigen, daB der s. a.
Operator B, = C—A4 mit dem Definitionsbereich: D(B;) = D(4) v D(0)
eine Einschriinkung von B ist, d.h. B < B, = B. Da aber jeder s.a.
Operator abgeschlossen und B die kleinste abgeschlossene Fortsetzung
von B ist, erhalten wir aus B, = B, daB B = B, s. a. ist.

Es sei veD(B,) = D(4) ~ D(C). Aus der Abgeschlossenheit von O
folgt, daB eine solche Folge (v,) existiert, dafB

(3.15) Gsv, v und Cv, - Ov.
Fiir ein beliebiges ue ® haben wir:
dull < [[Cull.
Tatséchlich,
(3.16) (Cu|Cu) = ((A+B)u|(A+B)) = |[Au|*+||Bul’+ (Bu| du)+

+ (Adu|Bu).

Aber wegen Lemma 2.1 ist A =dU(ZLY) = dU(L)AU(Z). Aber,
da dU (#) — als Reprisentant eines symmetrischen Operators — symme-
trisch ist (siehe Korollar 2.2) und mit B vertauschbar, kann man es auf
dieselbe Weise wie die Vertauschbarkeit von dU (L) mit dU(M*M)
beweisen. Daher haben wir (Bu|Au)4 (Au|Bu) = 2(BAU(L)u|dU(L)u).
Da, wegen Korollar 2.1, (BdU(Sf)MdU(_Z’)u) > 0 ist, erhalten wir aus
(3.16)

ICulf = || Auf.
Bs sei jetzt u = v,— vy, alto haben wir aus (3.15)
|4V — Avy|| < [|Cvn—COvyll >0 flr

n, M — co.

Also wegen der Abgeschlossenheit von A haben wir 4v, — Av. Daher
aus (3.15) erhalten wir

By, = (Cv,—Avy,) — Ov—Av = Byv.

Also fiir veD(B,) ist Byv = Bv, d.h. B, ¢ B und daher B, = B;
der Operator B ist also 5. a. Da B = dU(M*)dU (M) w. 5. 2. und au(M+)
< dU(M)* (Lemma 1.2) ist, erhalten wir aus Lemma 3.2

aU(M*) = (dU(M)),
w.z.b.w. )
§ 4. Zerlegung der Darstellung (U, H). In diesem Abschnitt zei-
gen wir, daB die in §3 gegebene Konstruktion der Operatoren dU (M)
eine_Zerlegung der Darstellung (U, H) in ein direktes Integral ( [T,
JH(2)du(2)) erlaubt, wobei die Darstellungsraiime H (1) als gemeinsame
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Eigenraiime der selbstadjungierten Operatoren dU (M) — wo M zentral
und symmetrisch ist — verstanden werden diirfen. Dazu ist notwendig:

1° die starke Vertauschbarkeit der Operatoren dU (M), M* = M<Z(G),
90 die Vertauschbarkeit dieser Operatoren mit der Darstellung U, 3° die
Exigtenz eines der Darstellung U gemissen Gelfand-Triplets ¥ « H < ¥,

TEMMA 4.1. Bs seien M, (k =1, 2) zentral und symmetrisch, dann
sind die s. a. Operatoren AU (M,) und dU(M,) stark vertauschbar.

Beweis folgt augenblicklich aus einem wiehtigen Satz von E. Nel-
son [8], der das folgende Kriterium der starken Vertauschkeit gibt:

Es seien 4., 4, symmetrische Operatoren in H. Falls es eine solche
lineare in H dichte Menge @ gibt, daB @ in den Definitionsgebieten von
Ay, Ay, AZ A3, A A, Ay A, enthalten ist, wobei A;A,h= A,d4,h fir
alle h in @, und falls (4]+A43)lo wesentlich s. a. ist, dann sind 4,, 4,
w. s a und die s.a. Operatoren 4, und A, sind stark vertauschbar.

" Wir erhalten die Behauptung von Lemma 4.1, wenn wir 4; = dU (M),

Q = ® setzen. Der Operator

(1) AU (M) +aU (M) = aU (M3-+M3)
ist w.s.a., da M;-+-M; zentral und symmetrisch ist. Die Behauptung

folgt, da anf dem Gérding-Raum die Operatoren dU(M,) und dU(M,)
als Repréi,sentanten zentraler Elemente vertauschbar sind.

Lemma 4.3. Fir M = M+*<Z(G) sind die Operatoren AU (M) wund
U(s), se@, vertauschbar.

Beweis. Wir zeigen zuerst, dall die Operatoren dU (M) und U(s) auf
dem Gérding-Raume kommutieren. Es sei ecH, dann ist U(p)ee®. Also

U(s)dU (M) U(p)e = U(s)U(Mp)e = U(s)[(Mg)(g) Ulg)edg
= [ Utsq)(Mo)(g)edg = [TUlg)(Mep)(s~'g)edg = U (L. Mp)e
= U(ML,,p)e = AU (M) U(L,_.p)e = 4U(M) [¢(s™"9) Ug)edg
= dU (M) [p(9)U(s) U(g)edg = AU (M) U(s) [p(g) U(g)edy -
= dU(M)T(s) Ulp)e.

Es sei heD(4), wo wir zur Abkiirzung 4 = dU (M) setzen. Es gibt
also eine Folge (h,), wobel b, e® = D(A) und h, — b, Ah, — w £ir 1 — oo,
Da A die Abschliessung von A ist, folgt daraus, daB A4h, — Ab = w.
Da der Operator U(s) stetig ist, haben wir also

U(s)Ah = U(s)lim Ak, = Uim(U(s)4h,) = Bm (A U (s)hy)
= AU(s)(limh,) = AT (s)h.
‘Wir haben daher die Vertauschbarkeit von dU (M) und U (s) bewiesen.
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Konstrulstion des nuklearen Raumes ¥. Fs sei Ole) = {pe D (G):
U(g)e = 0}. Die lineare Menge 0(e) ist abgeschlossen. Es sei (p,) eine
verallgemeinerte Folge der Hlemente aus O(e) und es sei ¢ = limg,.
Aber O = Ul(g.)e — Ulp)e, daher U(gp)e =0, d.h. pel(e). Somit ist
der Quotientenraum Z(()/0(e) nuklear. Es sei # (¢) die Menge {U(p)e:
pe2(@)} ausgestattet mit nuklearen Topologie des Raumes 2(G)[0(e).
Wenn nétig vervollstindigen wir 5 (e).

Fally 5#(e,) dicht in H ist, sind wir am Ziel. Wenn nicht — nehmen
wir e, | #(e;) und bilden topologische direkte Summe #(e,)DH (e,).

Wir wiederholen diese Prozedur und erhalten schlieflich ¥:
= ?%(ek). Alg direkte Summe abzihlbar vieler vollstindiger nuklearer

Raiime ist ¥ nuklear. Die (identische) Einbettung J:¥ — H ist stetig,
weil jede Einbettung #:H (¢,) - H stetig ist. Tatséchlich

1T (el = | [o(9) U (@) exdg]| < IlpThnleel,

wo |[p]l, eine Halbnorm in 2(G)/0(e;) ist (?). )

Weil, fiir jedes M e&(G), dU(M) ein stetiger Operator in ¥ ist, haben
wir den folgenden Satz bewiesen:

Sarz 4.1. Bs seien M, und M, zwei beliebige zentrale und symmetrische
Elemente aus &(M), dann: 1° sind AU (M,) und 4U (M,) stark vertausch-
bar; 2° aU (M) ist mit allen Elementen U (s) der Darstellung U vertausch-
bar; 3° es gibt einen solchen nuklearen in H dichten Raum ¥, daf die Fin-
bettung ¥ — H stetig ist; 4° alle Operatoren dU (M) bilden den Rawm ¥
stetig in sich ab.

Es sei o« eine abelsche mit U vertauschbare O*-Algebra, die Cayley-
-Transformierte C; der Operatoren 4 = dU(M) aus Satz 4.1 enthilt.
Bekantlich (vgl. [6]) induziert « eine Zerlegung der Darstellung (U, H)
in ein direktes Integral

J@um, [HHau®.

Wie wir in [4] und [7] gezeigt haben, kann man H(1) als Unter-
rgume von ¥ wihlen. Genauer: es gibt eine solche w-Nullmenge 4,,
daB fir jedes Aed—d4, die Elemente ¢(1)eH(A) der folgenden Identitit
geniigen

AU (M)yp, e(A)> = M(2) {p,e (1>, M(1)eE,

identigeh fiir y<¥. Die Vektoren () sind also tatsichlich (verallgemei-
nerte) Bigenelemente der Operatoren AU (M), wo M = M+eZ(@).

(®) Man kann z. B. [[pllp = inf (suplp(@)+v(x)|) nehmen.
@el(ez,)

Studia Mathematica XXIV 18
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Wir fassen die Ergebnisse dieses Abschnittes in dem folgenden Satz
zusammen:

Sarz 4.2. Es sei (U, H) eine stark stetige unitire Darstellung einer
2usammenhingenden separablen 1. k. Gruppe Q. Es sei Z(Q) das Zentrum
der u. u. A. von @. Dann kann man die Darstellung (U, H) in ewn direktes
Integral [(U(A), H(A)du(A) drreduzibler wnitirer Darstellungen (U

4

H

H (%)) der Gruppe G zerlegen, wobei fast alle Darstellungsriume H (1) gemein.-
same (verallgemeinerte) Higenrdume der Reprdasentanten dU(M) symme-
trischer Elemente aus Z(G) sind.

§5. Anwendungen. Sphérische Distributionen. Bs sei G, eine ab-
geschlossene Untergruppe von ¢ und X = G/@, sei der homogene Raum
linker Nebenklassen. Es sei o ein invariantes Mass auf X. Im Raume
H = I’(X, o) bilden die Verschiebungen

(5.1) U(g)f(z): = flg»),
eine unitiire Darstellung von ¢ im Raume L*(X, o).

Definition. Reprisentanten dU (M) der Elemente M aus E(G)
nennen wir Differentialoperatoren auf dem homogenen Raum X = G/G;
Reprisentanten ¥ = dU (M) zentraler symmetrischer Elemente aus &(G)
sind mit den Verschiebungen U(g) vertauschbar; wir nennen sie daher
invariante Differentialoperatoren auf dem homogenen Raum. Als Korollar
zu Satz 4.2 erhalten wif den

Sa1z 5.1. Bs sei @ eine separable zusammenhingende Gruppe und G-,
sei eine abgeschlossene Untergruppe von G. Is sei X = G/G, und o ein
invariantes Mass auf X. Bs sei U(g)f(w) = f(gz). Dann kann man die
Darstellung (U, I*(X)) so in ein direktes Integral {fU@), [H(2ydu(A)

i

A
unitdrer irreduzibler Darstellungen von G zerlegen, daf fiir u-f. a. A die Riu-

me H(A) gemeinsame Eigenrdume invarianier (symmetrischer) Operatoren
Y = dU(M) auf den Riumen GG, sind.
Bs gilt die Parsevalsche Formel
dim H(4)

[ D <Freay<h, eliydu(r)

A4 k=1

g,z eX,

[ @ h(@)do ()

fir jedes f, he¥, wobei ¢,(1) gemeinsame Eigendistributionen invarian-

ter Operatoren sind:
Yo (A) = dpen(d) (%

Eg gilt die Umkehrformel

f= [ <G aa@iu@), orer.
A

1,..), dim(H(L), ipeR".
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Bemerkung. Die Eigenelemente ¢,(1) (k = 1,...), dimA (1) sind
eine natiirliche Verallgemeinerung sphirischer Funktionen: sie spannen
den irreduziblen Raum H (1) und sind ,Eigenfunktionen” invarianter
Differentialoperatoren.
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