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Un calcul fonctionnel pour les opérateurs linéaires de espace
hilbertien et certaines de ses applications

par

BELA S4-NAGY (Szeged)

Le calcul fonctionnel en question est fondé sur le fait que toute con-
traction T de Despace hilbertien H, c’est-d-dire tout opérateur lindaire
tel que 7]/ < 1, admet une dilatation unitaire U. C'est un opérateur
unitaire défini dans un espace hilbertien K comprenant H comme un
sous-espace, tel quon a pour tout heH ot n = 0,1,...:

(1) T%% = PU"h,

P désignant 'opérateur de projection orthogonale sur H; en bref:
(1 ™ =prU" « (n=0,1,2,..).
En introduisant 1a notation
T o 7" pour wo=0,1,2,... ot T = T*" pour n=—1, -2,...

on a plus généralement
(1 (=0, 41, =2, ...

" Pouwr ce théoréme il y a plusieurs démonstrations. La démonstration
oviginale que j’ai trouvé en 1953 partit de observation que pour tout
heH fixé le probléme des moments triginométriques

T(N) e pl‘ U”

b3
(TWh, b) = [ 6"%dw (6) (n =0, £1, £2,..)
o

admet une solution non-décroissante «,(6) et une seule qui est continue
de droite et telle que ay(0) = 0, a,(2m) = (k, b). C’est une conséquence,
en vertu d’un théordme classique de F. Riesz, du fait facile b démontrer
gque la fonction

. oo

Fale) = (h, B)+2 D& (X", )

sl
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est holomorphe et de partie réelle non-négative daus le cercle unité
l2| < 1. Cela étant, on conelut & l'existence d’un opérateur autoadjoint,
B(6), fonction non-décroissante et continue de droite de 0, et telle gue
B(0) =0, B(2n) = [ et

(L) ) T(IIJ o ]‘ (’L‘MJdB(())

0 :

(== 0, 41, £2,...).

Cette fonetion B(0) est déterminée univoquement par '; elle s’appelle
la fonetion de distribution attachée & la contraction T. En vertu d™un théo-
réme de M. A. Neumark, la fonetion de distribution B(0) peut étre re-
présentée comme “projection” dume famille spectrale ovdinaive B (0),
dans un espace hilbertien plus vaste K,

B(0) = prH(6)

L’opératenr

[H(0) = 0, B(2r) = I7.

2

U = [ éam o)
[

est unitaire et jouit évidemment de la propriésé (1).

On peut en plus exiger que la dilatation unitaire U soit minimum
dang le gens quil n’y ait aucun vrai sous-espace de K contenant H et
réduisant U, ou, en d’autres termes, que K soit sous-tendu par les élé-
ments de la forme U™h (heH; n = 0, 41, 2, ...). Bvidemment, toute
dilatation unitaire de 7 ,,contient” wne dilatation minimum. 11 g’ensuit
de la relation

(U"’/l/, /vmh/) — (UIL-'mh’ h/) — (/ly(nr )/m)h, h/) (/l», /“16']41)’

Vi que le troisitme membre est indépendant du choix particulier de (7,
que la strueture {&, U, H} attachée i une dilatation unitaire minimum
de T est déterminée & isomorphie prés. On peut done parler de la dilata-
tion unitaire minimum de la contraction 7',

Une seconde démonstration est fondée sur Pobservation que Popé-
ratenr 7™, considéré comme fonction définie sur le groupe additif des
nombres entiers #, est de type positif, ¢’est-a-dire qu’on a

(3) EE (’[’('w m)h'"’ h‘m‘
N i
pour tout systéme d’éléments % = {ha}. de H, tel que by, = 0 sauf pour

un nombre fini d’indices # aun plus. Ces systémes forment évidemment
un espace lindaire, et

<]_ly E’> = 22 (’l‘(‘“ . “L)h/lﬂ h’"/m)

oo
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y définit une forme bilinéaire positive semi-définie. En passant & espace
quotient modulo le sous-espace caractérisé par <h, 2> =0 et puis en
complétant on arrive & un espace hilbertien XK avec le produit sealaire
., dansg lequel H peut &tre plongé en identifiant 1’élément h de H avec

0
Pélément {...,0,0, A 0,0, ...} de K. 11 est alors facile i véritier que
Popératenr {7 Aéfini dans K par

(,{h‘nrl( == {h'u 1}

ext une dilatation unitaire minimum de 7.

Cette démonstration a Vavantage d’8tre plus immédiate que la pre-
miere et aussi de plus grande portée (géndralisations possibles b des groupes
et semi-groupes de type plus général).

Une troisiéme démonstration, peut-étre la plus immédiate mais
moins apte & &tre généralisée, a été proposée par J.J. Schiffer. Elle est
calguée sur un raisonnement antérieur di &4 P. Halmos. On envisage
une infinité dénombrable de répliques de lespace H, numérotées par
Tes entiers »n (—oo << 1 < oo), et on forme leur somme directe

H™ = @H,.
13

On plonge H sans H™ en Videntifiant avec H,. Les opératenrs liné-
aires de H™ peuvent 8tre représentés par des matrvices (M) (4, b allant
de o0 & o), composées d’opérateurs lindaires de H. Il est alors facile
a vérifier que la matrice

y 4w (1= et Tes éléments non. marqués (en
dehors la diagonale auxiliaire) sont tous égaux & 0, fournit une dilatation
unitaire T de 7. Blle n’est pas en général minimum; pour qu’elle le soit
il fant et il suffit qu'on ait

2R < [R]

pour tout  heH, b 0.
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Toutefois il est aisé de trouver le sous-espace K de H® (H CK C H™),
rédunisant T et tel que la partie de U dans K soit la dilatation minimum
de 7, on a notamment

K= .. ®MPDMBHOMPMD...
oil My et My désignent, suivant les cas, les complémentaives orthogonaux
dang H des sous-espaces constitués par les zéros de § et Z.

Par exemple si 7 est partiellement isométrique ayant le sous-espace
initial J et le soug-espace final F = T, on a My = F* et My = J*.

La relation (1') entre les puissances de T et celles de sa dilatation
unitaire 7 peut 8tre écrite aussi sous la forme

(4) p(T) = pro(U)
ol @(4) est un polynome quelconque de A, ou, plus généralement, une

série entidre Y o, A" telle que
0

(5) ‘ _2 [0k} << oo,
0

La condition (3) assure notamment que les séries d’opérateurs

o0 oo
¢(T) = ;c,‘, ™, () = Zok ik
0 n
convergent en norme. Ces fonctions p(1) forment une algébre &/ et Pap-
plication. i ,
©(3) = ¢(T)

de o/ dans Palgébre % (H) des opérateurs linéaires bornds de H, de méme
que Vapplication
¢ (3) > p(U)

de o dans Z(K) sont des homomorphismes d’algébre. De plus on a,
en vertu de la théorie spectrale des opérateurs unitaires,

(8) ' .
en vertu de la relation (4) cela entraine
(7 lle (T)]] < sup (A1

Cette inégalité importante a été démontrée pour la premidre fois
et par une toute autre méthode, par J. von Neumann, en 1951,

La relation (4), qui est démonirée pour les fonctions de la classe &7,
peut servir de définition de @(T') pour des fonctions de type plus général,
notamment pour lesquelles p(U) a un sens. Or, d’aprés la théorie spectrale
des opérateurs unitaires, ¢(U) a un sens comme opérateur borné (normal)
pour toute fonction ¢(4) dont les valeurs sur la circonférence unité cons-

llp (D)1l < sap p(A)];
Ml
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tituent une fonetion ¢(e) bornée et mesurable par rapport & la famille
speotrale H(0) de U, notamment on a alors par définition

bl
p(0) = [ @(e")an(6).
]

Bien entendu, il importe ici de fixer que la dilatation unitaire
envisagée dang (4) est celle ménimum.

1’inégalité (6) et alors aussi Vindgalité (7) sont valables pour toutes
ces fonetions et les applications ¢(d) —» @(U) 6t ¢(4) -» ¢(T) sont évidem-
ment lindaires. Mais tandis que la premidre est aussi multiplicative la
geconde ne 'est pas en géndral. 8i, par exemple py(A) == 24, pa(4) =1,
alors g (U) = U, go(U) = U¥ = U™, () (U) = Ix done ¢ (T) =1,
(1) = T, (o )(T) = Iy; or T*T s Iy gauf pour 7' isométrique.

Si I'on veut congerver aussi la propriété multiplicative de lapplica-
tlon @(A) - (1) il faut done renoncer & envisager foutes les fonctions
pour lesquelles ¢ (17) we trouve défini et il faut se contenter d'une extension
moing radicale de la classe o/, extension qui permet néanmoins des appli-
cations importantes.

Trune des possibilités cst d’envigager la olasse Op des fonebions
@(A) qui sont définies, bornées et holomorphes dans Vintérieur du cercle
unité et dont les litnites radiales

@(€) = limg(re)
Ponrl
existent en tout point ¢ de la circontérence sauf peut-étre une infinité

dénombrable de points dont aueun n'est une valeur propre de T. Tel
ensemble d’exception sera appelé ,,T-négligeable”. On peut montrer

* notamment que toute valeur propre de T de module L est une valeur

propre de U7 augsi, avec les mémes vecteurs propres, et qu'il n'y a pas
Wautres valewrs propres de U (V). Done tout ensemble T-négligeable est
aussi U-négligeable et la fonetion @(6%) est bornée et mesurable par
rapport & dK(0); par conséquent ¢(U) et ¢(T) = pre(U) existent.

() En effol, Mimplication {Th = Ay heH, [A] = 1} = {Uh = hA} est imanédiate
puisque Th - PUk, |TH = 1ALIM = Ik = |TA]l. 1/implication inverse {Uf = Af,
Tel} = {Jafl, Tf = Af}, sera démontrée pour la dilatation unitaive minimoum U dds
q'on I'a démontrée ponr une dilatation unitaive quelconque, par exemple pour la
dilatation wnitaive T obtenue par la construetion de Schiffer. Oy {Tf = A\
[ o {I)® ™) veul dire que

Thy +Shy = Mgy Zhy  T*hy M vy by e (et 1, 0);

o0 .
vii que ¥ lbult = IfIF - co, cela nwest possible que si by oo 0 (n 7 0) el alors

00
o e, Tf 3.
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Afin de vérifier la multiplicativité de Papplication ¢ () — (1)
pour la classe ¢, on montre d’abord que cette application est continue
dans le sens suivant. On dira que la suite ¢,(A)e0p ,,T-converge’” vers
¢ (A)eCyp , lorsque cette suite est uniformément bornée dans 1lé cercle
unité et telle que

gu(e”) = g(e?) (1 = o0)

en tout point ¢ de la civconférence unité sauf peut-ttre les points d'un
engemble 7T-négligeable. Or, dang ce cag on

(8) @ (1)~ (1),
En effet, la convergence
eu(U) > ()

résulte de la théorie spectrale des opérateurs unitaires (application du
théoréme de convergence de Lebesgue) et (8) en décounle par application
de la projection P.

En particulier, il s’ensuit de la définition de la classe @p que si
p(A)eCyp , on a pour tout »r (0 << < 1):

@e(A) = q(rA) e,
et & r > 10, ¢.(1) T-converge vers g(4), done
e (1) — o (T).

Par cette relation de convergence, la multiplicativité pour la classe .o/
entraine eelle pour la elasse 0.

On démontre sans peine que dans le cas olt 7' est un opérateur normal,

le caleul fonctionnel ainsi défini coincide, pour la classe ¢, avee la caleul
fonetionnel basé sur Ta décomposition spectrale de 7.

Le caleul fonctionnel pour les contractions de type génédral a été
élaboré dans sa forme ci-dessus dans un travail que j’ai éerit en commun
avee C. Foiag. Indépendamment, M. Schreiber a proposé un caleul fone-
tionnel, ne faisant pas intervenir la dilatation unitaire mais la fonetion
de distribution B(0) de T'; il pose par définition

n

(1) = [ ¢(e")dB(0).
0 *

Puisque B(6) = prB(6), les deux méthodes sont équivalentes.

L’application la plus intéressante du caleul fonctionnel ei-dessus
porte sur les semi-groupes & un paramdtre {Ty},., de contractions
de ’espace H, continus dans le sens que T, — I pour s-- 0.
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On sait que, méme dans le cay dune espace de Banach quelcon-
(ue B, un semi-groupe continu de contraetions {Tg}s.., admet le géné-
ratewr nfinitésimal

1
A = Um (T, 1)

a0 8
qui est un opérateur fermé, de domaine partout dense dang B et tel que
(I—~ed)!

est, pour boub & >> 0, une contraction de Bj; inversement, fout opérateur
linéaire A4 jouissant de ces propriétés osb le générateur infinitésimal
d*un semi-groupe de contractions et d'un seul (théoréme de Hille et Yosi-
da). Dans le cas particnlier B == M la condition coneernant 4 est équi-,
valente i ce que

(a) AT adinet un inverse borné partout deéfini,

(b) T = (A +I)(A—T)"" est une contraction.

Cette contraction 7' n’a évidemment pas la valeur propre 1. Inverse-
meut, on montre aisément que toute contraction 7' dont 1 n’est pas une
valeur propre, est attachée de cette fagon 4 un semi-groupe continu de
contractions {T},.., et & un seul; on peut appeler T' le cogénératrice
infinitésimal de {Tg}y oo L1y & des avantages évidents de considérer le
cogénératenr 7' au lieu du génératenr A qui, en général, n'est pas borné.

La velation mutuelle entre le semi-groupe {7}, et son cogéné-
ateur infinitésimal 7' peut étre explicitée, en écartant le réle intermé-
diaive de A, et cela en faisant usage du caleul fonetionnel ci-dessus.

Appelons % la clagse des fonetions & valeurs complexes ¢(4), définies
ot continues sur Pensemble

O o= {2 A 1, 4 A1)
(disyue unitd privé dn point A = 1), holomorphes et bornées dans I'in-
térienr de . Wyvidemment on &
Uy 2

pour toute contraction 7' n'ayant pas la valeur propre 1. En particulier,
les fonetions ‘

appartiennent & % et on a méme |6, ()] < 1 gur . Comine de plus

‘J’l()v)'ﬁa(/’l) = Gg,g(l), 60(}“) == 1, f’a(/l) - P’!(l)y (3 - 1) '
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sur ¢, il gensuit par le caleul fonctionnel en question gue pour toute
contraction T de H, n’ayant pas la valeur propre 1, les opératewnrs

Ty =e(T) (s >0)

- forment un semi-groupe continu de contractions. (Pest préeisément le
semi-groupe dont 7' est le cogénératenr infinitésimal. Bn effet, on vérifie
aigément que la fonetion

&5 (1) — (1 — 3)

e = Lm=aT

appartient pour ¢ >0 & %, de plus on a v (4)] < 1 et limw, (1) = 4 dans .
80

in vertu du calcul fonctionnel v,(7) est donc une contraction et on

a limo,(7) = T. De la relation

80

2 (T[T — (1 +8)I] = T —(1—8)1

gu'on peut écrire aussi sous la forme
N 7

T.—I LI
0,(T) [”f?" —1] =l

on obtient pour s — 0

T(A—T) = A+1,

ot 4 est le génératenr infinitésimal du semi-groupe {Z}. Done
T = (A-++I){4A—~I)™!, ¢est-d-dire T est vraiment le cogénérateur du
semi-groupe {T,}.

Done les relations explicites entre un semi-groupe continu de con-
tractions {Tg};_, eb son cogénérateur infinitégimal sont les suivantes:
. T= linﬂl[Ta*(l—S)I][Ts——(1+8)1]’1, Ty = e,(T')

S
ot la seconde formule est entendue dans le sens du caleul fonctionnel
pour les contractions. \

On montre sans peine que le gemi-groupe {T;} est constitué d’opé-
rateurs normaux, autoadjoints ou wunitaires si, et seulement si son cogé-
nérateur infinitésimal T est de méme type, suivant les cas. Cela fournit
une possibilité de démontrer les décompositions spectrales de ces semi-
groupes (théordmes de Stone, Sz.-Nagy et Hille) comme conséquences
presque immédiates des décompositions spectrales d'un seul opérateur
normal, autoadjoint ou unitaire. '

De plus 81 T est le cogénérateur infinitésimal du semi-groupe continu
de contractions T, et- U la dilatation unitaire minimum de 7' opérant

icm
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dans lespace K 2 H, aloxs 7 n’a pas la valeur propre 1 (puisque 1' ne
I'a pas), done U engendre le gemi-groupe continu unitaire Uy =-¢,(U).
par la définition méme de e,(T) comme projection de e,(U) on a done

T, =prlU, (s3> 0).

(e résultat, affirmant que tout semi-groupe continu de contractions
admet un semi-groupe continu unitaire comme ,,dilatation”, & été dé-
montré pour la premidre fois dans mes articles de 1953 /534 par d’autres
méthodes.

ILapplication des relations ci-dessus entre un gemi-groupe de contrac-
tions et son cogénérateur infinitésimal a fait possible de traiter, dans
un article récent que j'ai éerit en commun avee O. Foiag et L. Gehér,
des interrelations des conditions de permutabilité de Heisenberg et
Sehrodinger

AB—~B4 = —il
et de Weyl
Ty 8y == E‘Lu 81
posées pour deux semi-groupes continus de contractions {8} et {I}} et
leurs génératenrs infinitésimaux 4 et B.

(8,12 0),

Travaux cités

B. Sz.-Nagy . '
[1] Sur les condractions de Vespace de Hilbert, I, Acta Sci. Math. 15 (1953),
p. 87-92; II, ibidem, 18 (1957), p. 1-15. 3
[2] Transformations de V'espace de Hilbert, fonctions de lype postif sur wn groupe,
ibidem, 15 (I954), p. 104-114.
B, 8z.-Nagy - C. Foiag ’ )
[1] Qur les contractions de Vespace de Hilbert, IIT, Acta Sei. Math., 19 (1958),
p. 26-45. ‘
J.J. Schiffer ]
[1] On unitary dilations of condraations, Proc. Amer. Math. Soe., 6 (1955), p. 822.
¢. Toiag - L. Gohér — B. 8z.-Nagy o
|'l]$0n the permutability econdition of quenbum machanios, Acta Sei. Math., 21
(1960), p. 78-89. ’ °
M. Schreiber ' ) - ‘
[V] A funotional culowbus for genaral opevalors in Hilberl space, Prang, Amer,
Math. Soe., 87 (1958), p. 108-118.


GUEST




