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sequence A-summable to zero belongs to I°. In particular, sequences
convergent to zero are A-summable to zero; moreover, by (4.9), the ge-
quence 1,1, ... is A-summable to 1. Thus 4 is a permanent method and,
moreover, a-sequence is A-summable to ¢ if and only if it is ¢,-summahble
to . :
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Les intégrales de fonctions presque-périodiques
et les sections de séries de Fourier

par

5. HARTMAN (Wroctaw)

R. Doss a démontré que, f étant une fonetion presque-périodique

o0
(p- p.) de Bohr et Zane”'ﬂt sa série de Fourier, si les points « < f sont
=1

& distance positive du spectre{2,}, alors la série partielle 3 a, ¢! constitue
a<iy<p

le développement de Fourier d'une fonction de Bohrln[3]. Doss ajoute
qu'un résultat analogue subsiste pour les fonctions p. p. Stepanoff et
P. p. Weyl. Nous nous proposons de généraliser ce théoréme en atténuant
les conditions et en admettant une notion plus générale de presque-pé-
riodicité. L’auteur tient 4 remercier M. J. -P. Kahane de ses remarques
et de ses utiles conseils au cours de la rédaction de ce travail.

THEOREME 1. 8¢ f(2) ~ Y a,é™" est une fonction p. p. Bohwr, Ste-
n

panoff (8), Weyl (W) ou Besicovitch (B) et si p(t)eL? (—oo, co) est une
Sonction continue paive ow impaire, dont la transformée de Fourier

()~11m—— f{p e it

N—00

est integrable (L) dans (~—oo, co), alors la série Yan,p(d,) e représente
T

le développement de Fourier dune fonetion p. p. de Bohr, Stepanoff, Weyl
ou Besicoviteh respestivement.
Démonstration. Si f est p. p. Bohr, p. p. S ou p. p. W, la fonetion

=)

(1) o) = [ fli—w)pw)dn

~00

(bien définie pour presque tout ) est du méme type respectivement,

- ce qui est facile & vérifier, puisque peL(—oo, co), en partant de la dé-

finition intrinsdque des classes examindes, ¢’est-i-dire d’une définition
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fondde sur l’existence de ,,presque-périodes”. Dans chacun de ces frois
cas on peut évaluer les constantes de Fourier 4 (1) de @ comume il suit:

]

AR hm lT fe”” ff 1 w) g () du dt
-7

T
~—11m f o( 'w)(f“w':L f Flt—u)e=™=" didu
2T
-r
f () e~ du- hm‘— J Fl—u)e™ ™G — L p(A)a(d),
—00

ol a (1) désigne la constante de Fourier de f, relative & 1, et lo gigne -+ ou —
est & prendre suivant que ¢ est paire ou impaire.

La deuxiéme égalité résulte ici du théoréme de Fubini-Tonelli, la
troisiéme ce de que la limite lim est uniforme pour toutes les trois espéces
de fonctions presque-périodiques envisagées, enfin la quatriéme est une
congéquence du théoréme de Plancherel la fonction ¢ étant & carré in-
tégrable.

Aingi, on a

B(t) ~ D) (A 6™,

ce qui achéve la démonstration, sauf pour le cas des fonctions p. p. Besi-
toviteh. Pour traiter ce dernier cas, remarquons que 'on a pour une fone-
cion de Bohr gquelconque, d’aprés (1)

r
1
im oz [ @@la <tim [ g |du— if(t— w)ds
o T =T

— 03

- 1
=_£ ](p(%)[d?&llgnﬁ—! |[f(t—u)|dt = f\rp ()| @i+ llmyp f |f(2ydt,
ol la premidre égalité est une conséquence du fait que la limite

T
1
lim f F(t— )t

est uniforme. On en déduit la conclusion suivante: Popération U,—additive
et homogéne — qui fait comespondre a fe) 2, ay, 6t 1a, fonctmn repré-

sentée par la série Zan(p (An)e W est bornée en norme par l'expression
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f | ()| dus, si on la considére sur Pensemble des fonetions de Bohr muni

de la norme B.

Comme on le sait, I’ensemble des fonctions p. p. Bohr est un sous-
espace linéaire dense de ’espace des fonctions p. p. B. Or si f est p. p. B,
soit {fy} une suite de fonctions p. p. Bohr & spectre contenu dans celui
de f, qui converge en norme B vers f. Grice & la derniére conclusion, la
suite {U,fx est fondamentale, et comme P'espace des fonetions p. p. B
ext complet, elle converge vers une fonction ¢(t), presque-périodique B.
Les constantes de Fourier étant des fonctionnelles continues, celles de
¢(t) sont égales & a,g(A,), ce qui achéve la démonstration(*).

Pour que Von ait @eL(—oo, co), il suffit que @eL*(—o0, 00) Soit
continfiment dériva,ble,tlimqa(t) =0 et ¢ eL(— oo). Cela permet de

200

déduire du théordme 1 le corollaire que voiei:
COROLLAIRE. S5 f(t) ~ Yane™* est une fonction p. p. Bohr, p. p. 8,
n
p.p- Woup. p. Betsilhy >06>0(n=1,2,...), aors, quel que soit

u>% la série

y :Z:‘ it 2{% il

}.,L>0 In<0
représente le développement de Fourier &une foneiion presque-périodique
du type correspondant.

Pour le prouver, on n’a qu’a prendre pour ¢(#) une fonction impaire
continfiment dérivable, égale & 1/¢" pour t = 6.

Remarque. Le cas le plus important est x = 1, le corollaire pouvant
alors étre énoncé sous la forme suivante: si la fermeture du spectre d’une
fonction f, p. p. Bohr, 8, W ou B ne contient pas le point 0, Pintégration
formelle de la série de Fourier de f conduit & une série de la méme classe.
Cette implication est connue pour les fonctions de Bohr (voir, par exemple
[5], p- 91). ’

TugoriMe 2. Si f est une fonetion p. p. Bohr, soi Ste_'pa:wff, Weyl

ou Besicovitoh et s6 pour deua nombres réels o 6t § > a les fonctions [f(£)e™™ di
i3

&
ot f Ht)e~ ™t sont bornbes en nmorme uniforme, soit en morme S = |g,
W= | |l ¢t B =| |lz respectivement, alors 3 a,¢ &t est la série de Fourier
a<iy<p

dune fonotion p. p. appartenent & la classe correspondante.

(%) L’auteur doit & M. Ryll-Nardzewski I'idée de la démonstration dans le cas
des fonctions p. p. B.
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Avant de démontrer ve théoréme nous allons examiner si eb & quel
point il constitue une généralisation du théoréme de Doss mentionne
au début. Or, il Vest en effet dans sa partie concernant les fonctions de
Bohr, Stepanoff et Weyl, ce qui va &tre mis en évidence par le théoréme 3,
partiellement connu. Dans le cas des fonctions p. p. B la situation esg
moins claire, comme on le verra plus tard.

THEOREME 3. 81 f(1) ~ 3 a,6™ et
n

D(1) ~ Z 2 gt
Ty,

n

@)

sont des Jmom’ons . p. Bolw, resp. Stepanoff, alors Vimtégrale indéfinie
Fz) = Df F(e)ds est une fonction p. p. Bohr resp. Stepanoff. Sous los mémes
conditions, st f et D somt p. 1; Weyl, il ewiste une fonction f* telle que
i —Fflw = 0 ¢t que F*(x) =0ff*(t)dt est p. p. W.

La démonstration sera précédée par le théorsme quoe voiei:

TIEOREME AUXILIAIRE. Si {w,} est une suite de polyndmes de Bochner-
-Fejér velatifs & une fonction f (1), presque-périodique Weyl, on peut en extraire
une sous-suite qui converge em um point t*.

Sans nous oceuper de renforeements possibles de ee théoréme nous
en indiquons une simple démonstration: choisissons ly ot m, de maniére
que

1

1
Tf [wp—fldt <1 pour 1>1, b m > My
0

(3)

ce qui est possible vu les propriétés des polynémes de Bochner-Fejér
pour les fonetions p. p. W (I57, p. 242). Un nombre queleongue M . ()
étant, dormé, supposons que [0, (8)] ~ oo ait liow partout. Alors ])‘—mu'
M2y o0 & |w, (1) > M dans un ensemble content dany (0, l(,)’ ot o
mesure surpassant 4. Done, on obfient

10
kl;.). | f | At > 301,
0
ce qui n'est pas compatible avec (3) dans le cas ol

1
1 0
W > 10— [as,
s

icm®

TFonctions presque-périodigques 151

Démonstration du théoréme 3. Nous ne la donnerons que pour
les fonctions p. p. S et p. p. W, le cas des fonctions p. p. Bohr, le plus
simple de tous, pouvant étre traité d’une maniére tout & fait analogue

4 celui des fonections p. p. S.
1

Sif est D. p. 8, il suffit de prouver que P ()= [f(u)du+C presque
0

partout. Or, (2) montre qgue si

Sm

Wy (B) = Z bs:“‘) ¢at
n=1

est une suite de polyndmes de Bochner-Fejér tendant vers f selon la norme

8 et si
Sm

Walt) = 3 B i
wt) = >
N=1

est la suite des polyndmes correspondants, relatifs & &, on a

148
Wi (4 8) =W (t) = f Wy, (1) A,

[

quel que soit s, et de plus

41 4S8
limgup | U {1 (10) dus — [ B (14 8)— ()] | d = 0.
Moo B i
Mais d’autre part, pour un & > 0 arbitraire et pour m suffisamment
grand, on a

z+1 48 &1 L5

s -
sup ! f ‘f Wy, (1) A — lff(u)du{dt gsgp ! tf oty () — F (%) | dudit

< e(s+1),
d’ott
148

D(t+8)—D(l) = ff(u)du
2

presque partout, et enfin
13

o) = [flu)du+0-

0

presque partout.


GUEST


152 S. Hartman

Si.f est p.p. W, le raisonnement est analogue. Pour construire *,
on répéte deux fois, avec des préeautions supplémentaires, la construc-
tion connue de Besicoviteh ([2], p. 110-112), en partant des polyndmes
wy,, & savoir: on extrait d’abord une sous-suite {w,,%} de maniére gue pour
j>ketl=1(k) on ait

x4+l x;L

1
(4) sszf [wn%-wmj.ltlt < e 6t sup f | W, ™ mj\dt <&,
Ed

olt & est une suite tendant vers 0, ce qui est possible vu les Propriéés
des polyndmes de Bochner-Fejér pour les fonetions p. p. W, déji utilisées
dans la démonstration du théordme auxiliaire; ensuite on choisit conve-
nablement les points 0 <i# <ty <ty < (,t on pose f*(8) = w, (1) ot
D (1) = W (t) dans (—ity, 2,), F* (1) = w,(t) et B*(1) = W,(2) dans (— 1ty —1y)
et dans (i, t,) etc. Les nombles i dmvcnt étre soumis aux conditions
suivantes:

(a) E—1_y > T (k) pour & < j,

7
1,
)U (g =00y | < 7 (5 = 2,3, ..,
0

ce qui est compatible avec la conditon précédente, puisque les polynodnies
w; n'ont pas de terme constant.
En vertu de (4) la condition (a) assure la convergence en norme W
de la suite {w,, } vers f* et de Ia suite { W, et Vers 0%, ce qui donne [|[f* — fil,y =
= |&*— ®Hrrf— 0. Reste & prouver que F* est une fonction p. p. W.
Ayant en vue le théoréme auxiliaire, admettons que la suite W my, (1) con-
verge au point 0:

(5) lim ¥,,,(0) = ¢,

ce qui simplifie les notations sans nuire & la généralité. On a, powr b = k(x),
tel que #._, <o <,

(s f Fnd = f Wy () A+ f 0y, () i+

(6) = [Wml(il)—
+ [ Wy, (@) —

f ’“’m/

U1

W (0)1+ [W,nz(tz) Wy ()] ...

m;ﬁl (tk_ 1) ]
k %’—-

mk Z f [w

— Wy, (1B~ (0).

icm®
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La condition (b) implique la convergence de la somme dang (6). Soit
§ la valeur limite de cefite somme. Aingi, on a en vertu de (5)

Hm (F*(m)——ﬂ’,,,k(w)(m)) = —(§40). Douec lim (F*(m)-—@*(w)) = —(8+0),
d’olt i ‘
™~ (@* —8— ) = 0,

eb comme @* cst uue fonetion p. p. Weyl, F* Pest aussi.
TrsoriME 3'. 8¢ le nombre 0 w'appartient pas & la fermeture du spectre
&une fonetion p. p. Bohr, resp. Stepanoff, f(2), alors Dintégrale indéfinie

= [ty

est” une fonction p. p. Bohr vesp. Stepanoff. Sous la méme condition,
si f est p. p. W, il ewiste une fonetion f*, telle que [|f* —flly = 0 et que

,1* ff*
est p. p. W..

Pour la démonstration on n’a quw’a faire usage du corollaire an théo-
réme 1 et de la remarque qui le suit . On a alors (2), @ étant une fonction
p. p- Bohr, Stepanoff ou Weyl, selon le type de presque-périodicité de f. La
partie du théoréme 3’ concernant les fonetions de Bobr est connue, & savoir
elle a 666 démontrée par Levitan ([5], p. 89).

En admettant le théoréme 3’ et en supposant que a et f sont isolés
du spectre, nous voyons que I’hypothése du théordme 2 est satisfaite,
d’ott on obtient le théoréme de Doss pour les fonctions p. p. Bohr, p. p..8
et p. p. W.

L’auteur ignore gi dans la deuxiéme partie du théordme 3 et du théo-
réme 3’ la presque-périodicité Weyl ot la norme W peuvent étre remplacées
par la presque-périodicité et la norme B. La démonstration du théoréme
auxiliaire ne ge laisse pas transcrire dans ce cas.

Remarquons enfin que le probléme suivant, posé par Pauteur encore
en 1951 [4], resto toujours ouvert: f() étant une fonction de Bohr ef

@
Pintégrale indéfinie [f(¢)dt étant bornée en norme B, représente-telle
[

une fonetion p. p. B?

Démonstration du théordme 2. Admettons, sans restreindre la
généralité, que o = —p = —1. Soit d’abord f une fonction p. p. Bohr.
Posons ¢(¢) = 1 pour —1 < ¢ < 1 et ¢(t) = 0 ailleurs. Pour la transformée
de Fourier de ¢ nous avons

N pint
PO = —=
bt
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Les fonctions

T (0 ff w—1)p

sont évidemment p. p. Bohr. Elles forment une suite uniformément con-
vergente. En effet, en vertu du deuxiéme théoréme sur la moyenne on g

m m’

(1) ff( 0 (t)dt=~ff —u;mnu—w ff )sin (w— 0)d,

n

o n < m < metla derniére intégrale est, par hypothése, bornde unifor-
mément par rapport & x, # et m. Ainsi, la fonction

)

[ fla—np @

—0

F(z) =

est bien déterminde et elle est une fonction de Bohr. Pour évaluer ses
coefficients de Fourier évaluons d’abord ceux de h,:

r
1
A™ () = lim — fh
o =gmr [

T—s00

r n
. 1 X ; ;
) 6~ o zlj}n-z-f f ds f Fle—1)p (1) e~ =il gy

—M @—1¥)

(8) —lim f be i f @

dw

7t

f(?) M’fdihm— ff (w—1)e" "Ny = a(A) f«p Yy dt,

-n

ol a(2) désigne la transformée de Fourier-Bohr de f. La quatridme égalité
se justifie par ce que ’expression

----- f fle—1)e™* = gy

est uniformément bornée par rapport & 7. Les autres égalités sont évi-
dentes ou ellg,s ne sont que des définitions. De (8) et du théordme sur la
transformée inverse il résulte que les constantes de Fourier de F sont

=a() [ @)

(Ia fonction @ étant paive). Par conséquent, on a ou bien A (1) = a(4)
ou bien A4(1) =0 selon que —1<2<1 ou A >1 Donc la série

R at — p(A)a(d)

icm
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3 a6’ veprésente une fonetion p. p. Bohr, & savoir la fonction
180yl

F(t), ce qu'il fallait démontrer.

Si f est p. p. Stepanoff, Weyl ou Besicoviteh, la démonstration est
tout & fait analogue: grice & I'hypothése correspondant 3 chacun des
cas examinés, intégrale au troisitime membre de (7) est bornée en norme
8, W ou B respectivement, done la suite , converge en | g, || llw ou || || -
Ainsi F(») est en tout cas une fonction presque-périodique du type con-
sidéré. Le caleul de A™ (1) est essentiellement le méme chaque fois. Dans
le cas dos fonctions B la non-uniformité de la limite

T‘)J;ff

lim — ye~HED gy

par rapport & I (—oo <t < oo0) n'est pas un obstacle: la quatrieme
égalité dans (8) reste valable puisque ¢ varie seulement dans lintervalle
fini (—mn, n).

Nous avons constaté que le résultat de Doss concernant les morceaux
isolés du spectre est valable non seulement pour les fonctions de Bohr,
mais aussi pour les fonctions p. p. S et p. p. W (ce dont Pautenr du résultat
en question se rendait compte) et que cette généralisation est une congé-
quence des théorémes 2 et 3. Nous ne sommes pas capables d’en déduire
une conséquence analogue quant aux fonctions p. p. B. Néanmoins, le
théoréme de Doss reste encore valable ici.

THROREME 4. S F(t) ~ 3 6,d*" est une fonction p. p. B et si les
n

points a et p > a soni & distance positive du spectre de f, alors la sérié par-

 tielle Y ane™t ost la série de Fourier d’une fonction p. p. B-

a<Ap<f
Pozlr la démonstration admettons « = —f et supposons que les
intervalles (—f—e, —f+¢) et (f—e, f-+¢) solent disjoints du spectre

de f. Congbruisons une fonetion paire @(t), continfiment dérivable, égale
4 1 dans (—f—e/2, B-+&/2) et bgale & 0 pour [t > p+e En vertu du
théordme l la série S’anrp(l,,) il ogt la série de Fourier d'une fonetion p.

p. B, vu que f/JeL(-—oo cc). La conclusion résulte immédiatement vu
la deflnluon de . On voit aussitét que cette démonstration s’applique
aussi aux fonetions Bohr, p. p. § on'p. p. W.

Dans la démonstration du théoréme 1 nous avons fait usage du fait
que, w(t) étant intégrable dans (—oc, co), la convolution,

= [ fla—tpHdt

est presque-périodique Bohr, S ou W en méme temps que f. Cette simple
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prémisse n’est plus valable pour les fonctions p. p. B, comme le montre
Pexemple suivant:

Soient I, = (@,,D,) des intervalles tels que a; =0, b,—a, =n,
Oy —Dby =02 (0 =1,2,...). Soit f la fonetion paire égale & n dans I,
(n =1,2,...) et nulle ailleurs. Enfin, prenons pour y la fonction paire
égale & 1/n® dans I, et nulle ailleurs. On voit aisément que [|f]lz = 0,
peL(—o0, c0), mais ||[P|p = oco.

Cependant, si la fonction y est assujettie 4 des conditions pluy re-
strictives, F est p. p. B en méme temps que f. C’est ce que nous nous
proposons de préeiser.

TuhoREME 5. Si f(t) est une fonction p. p. B et p(1) une fonotion telle
que (t)(1+ [t]) eL(—o0, o0), alors la fonction

Flo)= [ fla—t)y(t)dt

est p. p. B. Les constantes de Fourier A (3) de F sont éyales & celles de f mul-
tiplides par 2w (L), ow p est la transformée de Fourier de v (?).

Pour démontrer le théoréme 5 il sera utile de considérer un espace
plus vaste que celui des fonctions p. p. B. Notamment, on supposera
que f est une fonetion pour laquelle on a

1 3
lim — [f(&)| @t < oo,
Tsc0 2T
-7

L’ensemble de toutes les fonctions de ce genre devient un espace de
Banach, si I’on prend pour norme le premier membre de I'inégalité ci-dessus
et si I'on identifie les fonctions dont la différence est de norme zéro. Nous
désignerons cet espace par M (du nom de Marcinkiewicz, voir [1]) et nous

prouverons que I'opération Uf = [ f(w—1)y(¢)dt est une opération linéaire

—00
(continue) définie sur M & valeurs dans M. Bvidemment, on n’a quh
prouver qu’elle est bornée.

Soit I la norme de f et soib
7
1
¥ — — N .
K = sup 5T _lj |f()1dt

=1
11 est évident que K < oco. Dans tout le reste do la démonstration on sup-
posera T' > 1.- Alors on a
o .
(9) [ If(ldt < 2KT.
-

(*) L'étude de la transformation f— F pourles fonctions p. p. B m'a 68 suggé-
rée par M. M. Burnat qui en avait besoin pour I'étude d'un autre probldme.
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Pour un & >0 donné soit 7 > 0 un nombre tel que

[ wwla+ [ lwmla<e.
Ty

_TD

On voit facilement gu’on peut trouver un nombre m, tel que pour
m > mg et pour [t < T, on aib
m

(10) ”2}7,; f f(@—1)|ds < I+s.

En vertu de (9) et (10) on a, pour m = m,,

o0 m Ty .om
1 g 1
w) [z | |f<aa—t>ldm=_ﬂ[n iyl gy | fo—idss
A m—

11 ] m—t
1 1
+ i «lﬂw(t)l%_mf_ t If(w)!'dw+%f Hy(i 5, | Vol
© ~Ty 0
mt 1 m+ It
<@+ [ wwla+E [ TS @R [ S i
’ —o'[ Y ~i m T},f "

00 K o0
<@+e) [ Wwld+aEe+— [ pwld.
—00 —00
Comme la derniére intégrale est finie d’aprés I’hypotheése, on trouve
m m 00

i [ apoig | fo—dido =T [ a0 [ (fo—tp@ia

o0

<z [ wia,

done, 4 plus forte raison,
1 m o0 ?0
fim — f ff(m——t)ap(t)dt]dw <I j v (1)@,
m 2m i o A

Tot T <_f lp(6)| .

Les fonetions p. p. B forment un sous-espace fermé de M. Les fonctiQns
de Bohr y constituent un ensemble dense. Comme Uf est une fonction
de Bohr, si f I’est, nous concluons de la continuité de U que Uf est p. p.
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B, si f est p. p. B. Aingi, la premiére partie du théoréme 5 ge trouve d¢-
montrée. Quant & la seeonde, remarquons que, pour f(f) = % on a

T ="
1 . .
A = lim = f dwee f FHE (4) @
T 7 _%

.. .
=1im-1—f f?/)(t)e"w(ltz%r@(ﬂ).
T 2T~T A

Reste & appliquer le théoréme sur l’approximation des fonetions
p. p. B par des polyndmes trigonométriques.

Remarque 1. Comme pour f({) == 1 on a Uf(l) = Jw(tydt, on trouve,
pour » >0, [[U]| = [yp(t)ds.

Remarque 2. On voit bien que I'estimation (11) se simplifie lorsque

la fonction f est bornée et que la condition y e L (— oo, oo) est suffisante dang -

ce cas pour que F goit p. p. B. C’est le cas qui sera utilisé dans la démon-
stration du théoréme 6.

Remarque 3. Le probléme suivant reste ouvert: si peL(—co, o)

et 51 f est p. p. B, est-il vrai qu’il existe une fonction f* telle que Wf—rllz =0
o

et que la convolution [f(z—t)y(f)dt soit p. p. B?

Maintenant nous allons présenter, avec la permission de Pauteur,
un théoréme de M. J. -P. Kahane sur la régularité des fonctions presque-

a

périodiques 4 spectre borné:

TrkorEME 6. Une fonction p. p. 8% & spectre borné est presque partout
égale & une fonction analytique de Bohr du type émpmwntiel. Une fonction
P. p- W (p. p. B) bornée i spectre borné est équivalente en norme W (B)
& ume fonction analytigue du type exponentiel.

Remarque. Il a été démontre par Levitan ([B1, p. 88) quune fone-
tion p. p. Bohr 4 spectre borné est analytique.

La démonstration du théoréme 6 sera basée sur lo lemme que voici:

Leyve (Kahane). 8¢ la fonction ¢ & support dans Vintervalle fini
(—a, a) est deuw fois contindiment dérivable, alors la transformée ¢ est indé-
fintment dérivable et Von a 1° ™ (u) = O(1ju2) (n = 0,1, 2,...) pour
- %00, 2° p" ()] < 0a™(—oco < u < oo) e 3° [0 9™ (1) < Cynta™t!
(=00 <u < o0), O o Oy étant indépendants de u ef de n.

On trouve en intégrant par parties

ot i f - ot i
W y ? (du)*

2mp() = [ g/t

icm

.
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ot 1a premiére partie de la conclusion pour # = 0. Comme

. 1
(12) W == [p(—irea,

on obtient par la méme méthode

— i

¢
(u)? @,

(13)

. [
2 () = [ 25 (pl)(—iPe)

done ¢ (u) = O(1/u?) et, d’aprés (12), |§™ (u)] < Ca"(—oo < % < co).
Comme .

W’(é: O3] { < Oyn2t",

on déduit de (13) la derniére partie de la conclusion.

Soit maintenant f une fonetion p. p. B bornée, dont le spectre est
contenu dans (—a, @) et dont la transformée de Fourier-Bohr est a(1).
Construisons une fonction paire ¢, deux fois continfiment dérivable & sup-
port dans (—a—e, a-¢), égale 4 1 dans (—a, ). D'aprés le lemme on
& peli(—oo, co), done en vertu du théordme 5 et de la remarque 2 qui
le suit, la fonetion

F(a) =" [ fla—t)pt)as

est p. p. B et ses constantes de Fourier sont ¢(1)a(4). Ainsi, F est équi-
valente en norme B & f. Nous allons prouver que F' est a.na.lytique'du type
exponentiel. Comme f est bornée, nous avons en vertu de la premiére
conclugion du lemme ’

F(a) = [f0)¢ -t

P = [fO)p" (@—t)dt

et aingi de suite, donc, d’aprés la troisidme conclusion du lemme,
F™ () < On*a™ < b,

ol b est un nombre quelconque supérieur & a. Par conséquent,
z’rb
F(g) =~ F™(0)
n!

est une fonction entidre et I'on a
[F(2)] < O€"™.


GUEST


L iom®

160 'S, Hartman

La démonstration pour les fonetions p. p. W est essentiellement 1y
méme. On n’a qu’a tenir compte du fait que F' est alors une fonction
p. p. W et que deux fonctions p. p. W ayant les mémes constantes de
Fourier différent au plus d'une fonction, dont la norme est égale 3 0.
Bvidemment, le méme raisonnement s’applique aussi aux fonctions - P.
Bohr. Cela étant, on n’a plus qu'a prouver gu'une fonction f, p. p. 2
4 spectre contenu dans (—a, a), est presque partout égale & nune fonetion
de Bobr. Voici la démonstration.:

La fonetion ¢ étant définie comme ci-dessus, on g

00 N4l
A= Z[f {(;o(t)fdz]”2<oo.
—-00 N
Considérons V'application
f=>F@) = [flo—upwa,

de Vespace 52 des fonetions telles que
241

Iflse = sup [ [ 1f 0" ] < e,

dans Despace L™ des fonotions borndes. Qette application est continue,
puisque, pour tout z,

0 M4l .

+1
F@ < D[ a—nra]"[[ bora]” <aife.

Comme les polynémes trigomométriques 3 spectre dans (—a, a)
sont invariants dans Papplication, leurs limites dans S et dans L™ coinei-
dent presque partout, c. g. f. d.
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