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Uber die mehrfachen Integrale von Distributionen

yon

Z. ZIELE4NY (Wroctaw)

J. Mikusingki hat in [1] ein allgemeines Verfahren entwickelt, nach
dem in die Distributionentheorie #rregulire Operationen eingefiihrt werden
konnen. Fiir die entsprechenden Operationen auf Funktionen bedeutet
dies eine Verallgemeinerung. Operationen dieser Art sind z. B. der Wert
einer Distribution in einem Punkte und das bestimmte Integral. Das
Verfahren stiitzt sich auf dem Begriff der fundamentalen und reguldren
TFolgen, deren Definition wir hier kurz wiedergeben.

In der vorliegenden Note werden mittels der erwihnten Methode
definierte mehrfache Integrale untersucht. Bs soll gezeigt werden, wann
das mehrfache Integral auch durch hintereinander erfolgte Integration
gewonnen werden keann. Wir erhalten somit eine Verallgemeinerung
des klassischen Satzes liber die Verwandlung eines mehrfachen Integrals
in iterierte Integrale.

Sind & = (@1, ®ay .-y Bp)y & = (Fy, Fay »..y Tp) Punktbe des p-dimensio-
nalen Buklidischen Raumes &7, so schreiben wir @+ = (#,-+ %, #,+ Zs,
...; ©y+7,). Die Ungleichung & < & bedeute o, <%, 8y < Za, ..oy By < T
Fiir eine reelle Zahl 1 wird Ax = (Az,, Ao, ..., Az,) gesetzt.

%" sei die Menge aller Punkte 4 = (%, 91, - ., 7p) aUS &7 mit 7 = +1;
insbesondere sei €, = (1,1,...,1).

Ferner bezeichne k = (ky, ks, ..., kp) ein System von p ganzen
nichtnegativen Zahlen, k| = k,+ky+ ...k, und o* = sf1afz... afe.

Fiir die Ableitung k-ter Ordnung einer Distribution f(a) wird das
Symbol
" f ()

k) —_ e
G "1, 0%240,...0% P,
angewandt. .
Ist f(x) eine ortlich integrierbare Funktion, so bezeichne [ f (@) dze
a
das p-fache Integral iber a <& < b.
Bs ist zweckmiBig auch im Produktraum &% x & erklirte Distri-
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butionen f(x, y)
zu betrachten.

der Verinderlichen ® = (@y,...,%), ¥ = (¥1,...,5,)

Ist f(e, y) eine ortlich integrierbare Funktion, so sei f f fle, y)dxdy

das p + g-fache Integral, erstreckt tiber das Rechteck a < b < re<y<d
b d
und [dx [f(a,y)dy das iterierte Integral.
a e

1. Reguliéire Folgen. Eine Folge {g,(x)} im Intervall @ < = < b
erklarter, unendlich oft differenzierbarer Funktionen heiBt fundamental,
wenn zu jedem Intervall « <@ <# (@ <a <@ <b) eine Ordnung lc
und eine Folge {D, (x)} existiert derart, daB O (x) = ¢, (%) und P (@

n e <2 < g gleichmiBig konverglert Ingbesondere ist eine Folge kon—
stanter Funktionen ¢, (%) = u, fundamental dann und nur dann, wenn
{1} konvergiert.

Zwei fundamentale Folgen (g, (®)} und {y,(x)} sind dguivalent, wenn
die Folge ¢, (@), v, (®), ps(®), wy(x), ... fundamental ist.

Distributionen in @ << 2 < b sind zueinander fremde Klassen aller
dquivalenten fundamentalen Folgen (siehe [1] und [2]). Ist {pn(®)} eine
zur Distribution f(x) gehdrende fundamentale Folge, so schreiben wir
F(@) = [pn(2)].

Eine zur ¢-Dirac Distribution gehérende fundamentale Folge {6n ()}
heiBt regulir, wenn

(1) Tréger 4,(®)C Intervall —eg,e, < @ < ¢,€,, wobei &, — 04,
und

25

(@) fén(m)dw =1, ®)| < My,

Ist f(x) eine beliebige Distribution, so ist jede ihrer reguliiren Tolgen
{pa ()} definiert durch

@ o (2) = ffw —1) 6, (t)dt,

wo die 6,(x) den Forderungen (1) und (2) geniigen.

Bemerkung Sel Z eine lineare Operation, die jeder Distribution

f(=) eine ihrer fundamentalen Folgen {@n (%)} Zuordnet. Wir setzen folgendes
Voraus:

(4) Zf® (@) = (1 ()} tir alle k.

(3)  Aus Zfu(@) = {pnn(@) (m=1,2,.), Lf(@)={p.(x) wd
Jm(2) > f(2) folgt fiir alle festen n und E die fa.st gleichmiBige
Konvergenz i), () = ¢ (a).
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(6) Z5(x) = {0, ()}, wobei {d,(x)} eine regulire Folge ist.

Dann gilt (3), d. h. die Operation % ordnet jeder Distribution f(x)
die durch (3) definierte regulire Folge zu.

Obige Bemerkung folgt unmittelbar aus einem Satz von L. Schwartz
(vgl. [4], S. 18, théoréme X).

Ist @ &P, ne%® und ist fiir jede regulire Folge {g,(x)} aus f(x)
die Folge {¢,(@-+e,%n)} fundamental, so schreiben wir

(7) lim an(a”i' 5n"]) =f(aﬂ)!
wo
o+ falls =1,
@y = (g1 Gyg oy Byp)  UDA Gy = 4— falls 7= —L.

Der Zusammenhang zwischen ¢, und g, (x) ist hier, wie auch im fol-
genden immer durch (1), (2) und (3) bestimmt.
2. Integrale von Distributionen. Eine im (endlichen) Intervall
a < 2 < b definierte Distribution f(a) heille intergrierbar 'i/;be?r a<x<b
wenn fiir jede zu f(x) gehorende regulire Folge {gp,(x)}, die Folge
by
(8)  su= [ gu(®)dm mit
an
fundamental ist. Den Limes von (8) nennen wir das Integral von.f(x)
iiber ¢ < & < b und schreiben

a, = a+¢e,ep, b, =b—6,6,

b—
(9) lims, = f f(a)dax
N—00

Das Integral (9) ist eine Verallgemeinerung des uneigentlichen
Lebesgue-Integrals und des uneigentlichen Lebesgue- -Stieltjes-Integrals.
Wir haben nidmlich .

Sarz 1. Ist fx) eine in a < &< b drilich integrierbare Funktion
und ewistiert das uneigentliche p-fache Integral

Bn

(10) f f(x)de = im f f(oe) deo,
wo a, - a, 6 < a, und 8, — b, 8, < b, so evistiert das Integral (9) und
es gilt

b— b
11 [ flayae = [ f(@)ae.
ot a

Beweis. Fir eine beliebige zu f() gehorende regulire Folge {p, ()}
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ist
b‘n bn
(12) [ [ga@) —f@lde = [ [ [f(e—t)—F(@)]16,(t) dtda =
n ap, *"’; - o,
= [a®)] [ f@ix— [ fa)ax]at.
—00 ap—1 an

Wegen (1) geniigt es die Integration in (12) beziiglich ¢ iiber ein
Intervall —z,e, <1 < 7,6, mit 7, < ¢, durchzufiihren.
Nun ist aber gemiB (2)

mep

[ 18,1t < (22 < oo,
—.’!nap 67!.
und aus (10) folgt
bp—1 by,
lim sup E f f(ae)dae— ff(m)dwi = 0.

=0 —Tpep<E<rtpep an—1t

Unter Anwendung von (12) erhalten wir hieraus

by by b
lim [ g, (@)de =1lim [ f(x)de = [ f(a)dae
N—00 ap =00 ay a
und das ist die Behauptung.
‘Sarz 2. Die Distribution f(x) sei in @ <@ < b ein Maf u(x) und
y (@) set eine in diesem Intervall stetige Funktion. Existiert das uneigentliche
Stieltjes-Integral .
b Bn
[ r(@)ap@) =tim [ yx)du(),
N—+00 a'n

a

wWo &y, = @y @ < oy, UNd By, = b, B, < b, so ewistiert das Iniegral (9) von
y(®)f(x) und es gilt

b— b
[ v@f@de = [ y@)du().
L5 (3

Dfar Bt:aweis dieses Satzes ist dem von Satz 1 weitgehend analog.
) D1e Dlstrib}}tion f(x,y) ist im Rechteck a<x < b, c<y<d
mtegmarb.a,r beziiglich y, wenn fiir jede regulire Folge {p,(x,y)} aus
fle,y) die Folge
dan

- (18) (e = f (@ Y)dy mit ¢, =cte.e, d, = d—e,e,
cn
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in @ < & < b fundamental ist. Das entsprechende Integral

d—

(14) [wal)] = [ flz, y)dy
et
ist eine in @ < & < b erklirte Distribution. Falls nochmalige Integration
von (14) iiber @ < x < b durchfithrbar ist, erhalten wir das iterierte
Integral -
- a—
(15) [ e [ f(m,y)dy.
at e+

Auf dieselbe Weise definiert man das Integral

v(z) d—

L) = [ [ fl@ ydedy,

u(#) e+

(16)

wobel neB?, W(R) = (U, Yay +v+y Up)y V(R) = (D1, Vg, +0vy ¥p) UNA
a4+ falls 9 =1, 2  falls

w; = PV =
"y falls Ty — falls

7 =1,
N = -1, Ny = -1,
§=1,2,..,0; Ip(®) ist elne in a <2< b erklirte Distribution.

3. Der Verwandlungssatz. Zunichst sei bemerkt, da8 der Satz
iiber die Verwandlung der oben definierten mehrfachen Integrale in
iterierte Integrale falsch ist, wenn sogar Existenz beider Integrale voraus-
gesetzt wird. Dies zeigt folgendes

Gegenbeispiel. Wir sefzen p = g = 1 und bezeichnen mit a(x)
eine in & stetige Funktion dergestalt, daf

2(0) =0 wnd (@) > O0<a<Il.

Die Distribution
f@,9) = [oy+ (@) — oy — (@)™

mit %, = (1, 0), ist das passende Gegenbeispiel, denn es ist

1- 1~

[ [ 1@ pasdy =1

0+ 04

1-— 1—
wd [ dy [ fla,y)ds =0.
04 0+

Wir beweisen nun
" Sarz 3. Haistiert Io(2) fiir alle ne¥” und gibt es ein &%, so daf

@an I,(zg) =0 fir alle =% #* —¢
wund
(18) I_g(ey) =0 fir ale n #§,
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wobet fir §e¥”’, zg = (28,1, %62y .-, Bg ) und
a+  falls & =1,
B bi—  falls &= —1,

so ewistiert sowohl das p--g-fache Imtegral diber a < @ < b, c < y<d,
wie auch das iterierte Integral (15) wnd beide sind gleich.

Beweis. Wir stellen fest, daB

8

b— d-
(19) DI = [ [ @ ydedy
1]6@11 a+t+ e+
und
a—
(20) 15 = [ 1tz )dy.

Um das einzusehen geniigt es die entsprechenden Bezieshungen fiir die

Funktionen ¢, (a, y) der zu f(a, y) gehérenden reguléren Folgen nachzu-
priifen.

Aus (19) folgert man, im Hinblek auf (17), daB
b— d—

Igee) = [ [ fle,y)dmdy.

a+ c+
Da aber, gemiB (18), fiir alle » ¢,

(21)

Iﬁg(z,)) =0,
8o haben wir

b
(=) Lg(eg) = D' w21 g(eg)= [ 1% (2)de.
a+

7e4P

(22)

Die zweite Beziehung in (22) zeigt man genau 50 wie (19) und (20).
Unter Heranziehung von (20) erhilt man hieraus

b— -
Tg(eg) = [ dm [ fax,y)ay
a+ e+

und wegen (21) die Behauptung des Satzes.

Lt f(@,y) eineina <@ < b, ¢c < y < d ortlich integrierbare Iunk-
tion und existiert das iiber dieses Rechteck erstreckte uneigentliche
Integral, so existiert Iy (=) fiir alle pe%” und fiir v # —¢ ist Ly (zg) = 0.
Ahnliches gilt fiir das uneigentliche Stieltjes-Integral.

4. Semiregularitit und Y-Integrierbarkeit, Es sei eine fundamentale
Folge von der Gestalt

(28) ol y) = [ [ fe—u, y—v)z,(u)7,(v) dudv

icm
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i ] lar sind und [o,(®)] = §(@), [7.(y)]

eceben, wobei {7, ()}, {v,(y)} Tegu "
g=g6(y).’Wir bezeichnen die {v, (%)}, {v,(y)} durch (1) und (2) zugeordne-
ien Zahlenfolgen mit {z,}, {s ). - ’ )
o Die Folge (23) ist nregulér dann und nur dann, wenn g, = O(e,)

s —_ 0 B, . . '
wnd fgt nur (a:)z-— 0(ey) (bzw. &, = 0(z,)), so nennen wir die Folge (23)
X-semireguldr (bzw. X-semireguldr).

TFiir semiregulire Folgen gilt der )

Hrpssarz. Ist (@n(2,y)) Y-semireguldr und ist {8,(x)} reguldr
mat [8,(@)] = 6(%), so ist die Folge

Pnl@,y) = [ pulx—t, y)oud)at

Y -semiregulir.
Beweis. Wegen (23) ist

"?;n (¢, y) = }o ff(w’—uy y_v);n(u)rn(v)dudv:

wobei w

L) = [ m(u—t)s(t)at.
—00
Bs sei nun {e,} die mib {6n(w)~} verbundfme. Zahlenfolge. Zum Be-
weis geniigh es zu zeigen, daB fiir & = e&nten gilt )
Triger 7,(®)C Intervall —é,e, < @ < &.€p,
[ Zl@wyde =1

—c0

Dies folgt unmittelbar aus (1) und (2). ) ) i
Dieg Distribution f(e,y) heiBe Y-integrierbar ube.W' a < x F<1bé
¢ <y<d, wenn fiir jede zu f(®,¥) gehorende Y-semiregulire Folg
)
{‘Pn(wr y)} die Folge

und MR (@) < My-

by dn
tn=| [ pule,y)dxdy
an ©n ., d
mit a, = a+¢,e,, b, = b—,€p, €y = otz ey dy = d— &, €, funda-
tal ist. . . )
mengie Y-Integrierbarkeit zieht die im P. 2 definierte Integrierbarkeit
nach sich, aber nicht umgekehrs. ; )
Aus (,lem Beweis von Satz 1 ist zu ersehen, dab Ion el;:ltfrdfswé];z;(:;
ie i den Voraussetzung
4 dieine<xz< b c<y<d .
fgim’ﬁgi)s’ die Y-Integrierbarkeit tber & < & < b, ¢ <y < d t()lililaupte
Werdenj kann. Auf dhnliche Weise kann Satz 2 verschirft werden.
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-Wir beweisen

Sarz 4. Ist f(x,y) Y-integrierbar iiber
ewistiert das Imegml’ fmShe<y<dumd

d—
(24) g(@) = [ f(x,yay,
et

s0 ewistiert das iterierte Integral (15) und

b— d— - d—

Beweis. Sei {p,(x,y)} eine regulire Folge von der Gestalt

und {e;}, {e;} die e
konverz}i ; lftr } ntsprechenden Zahlenfolgen. Nach der Voraussetz

(23)
ung

dn
(25) g, (o) = - ' 4
In(x) a_{ on(®, y)dy g(x), wo Cn=10C+t¢, e, dnzd“s;:eq;

;t; gz;l ; x <1; b im 8inn der Distributionentheorie gegen Null. Ist {4, (x)}
e ; mfl [an(ac)J = §(x) und der Zahlenfolge {ea}, 80 folgt higraus
Jedes feste m die in @+, & < b—egye, gleichmiBige Konvergenz

[ onl@—t)5, 0@t 3 0.

Es gibt also eine Teilfolge {9, (@)} derart, daB

bn

26) [ [ gu,(@—t)8,(t)dtde — 0
@y —oo

mit @, = ats,ep, b, = b—¢ne,.

Nach dem Hilfssatz ist die Folge

P (@ Y) = [ g, (@1, y) 8, (8) dt

Y-semiregulir und wegen der Y-Integrierbarkeit von flz, y) ist

B Ay,
(27 : T
) 5{%{,, Pu (2, Y)dae dy "’a.f'_ c{ flx, y)dzeay,

wobel @, = &+ (e,+5, )e,, b, = b— +
nn) €0y Om = B— (e, ¢;_)e,. :
N i i W, h W
un kann abezr die Teilfolge {9n,, ()} 50 gewihlt erden, daB in (27)

@py b, statt a,, b, gesetzt werden kann. Dann erhalten wir aus (25)
!
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(26) und (27}
bzn o b- d-
[ [ ge—b)out)dtix ~ [ ] fla,ydzay.
ap ~% at o+

Damit ist der Satz bewieserl

Bemerkung. Die Y-Integrierbarkeit von flx, y) iber @ <z < b,
¢ <y < d zieht nicht die Existenz des Integrals (24) nach sich. Setzen
wir niimlich p = ¢ =1, 50 ist

fl@,y) = (1—2e)y~*cos(Iny)

Y-integrierbar iiber 0 <& <1, 0 <y < 1 trotzdem das Integral beziig-
lich y nicht existiert.

5. Bemerkungen. Der Begriff der Integrierbarkeit bzw. Y-Integrier-
Dbarkeit steht mit dem des Limes bzw. Limes in Richtung @ einer Distri-
bution in einem Punkte, definiert durch 8. Lojasiewiez in [1], in enger
Beziehung.

Ist f(2)
Intervall

eine in @ < x < b erklirte Distribution, so ist in diesem

b—x
)= [ fat

a+a

eindeutig definjert (vgl. z. B. [5], S.122). Die Integrierbarkeit von flx)
iiber @ < x < b ist der Existenz eines konstanten Limes

lim F(ix) = F(0+)

A0+
auf x > 0 gleichwertig; dabei gilt
b—
Fo+) = [ fla)de.
at
erklirte Distribution

Sei nun f(x, y) eineina<e<b c<y<d

und sei
b—x d—

v
P,y = [ [ fls,dsdt.

atx ety
Die Y-Integrierbarkeit von f(x,y) fiber a <ax<b, c<y< dist
der Existenz eines konstanten Limes in Richtung @,
lim F(ix, py) = F(O+,0+)
0<u<A—>0 )

auf & >0,y >0, gleichwertig.
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Fourier analysis in Marcinkiewicz spaces

by
K. URBANIK (Wroctaw)

The Mareinkiewioz space #° (p > 1) consists of all complex-valued
TLebesgue measurable and locally integrable functions f on the real line
such that

»

Iy = E(Elf f\ f(t)l“dt)l < oo,
-T

J. Marcinkiewicz [10] proved that the quotient space #A?|Q°, where
(® denotes the set of all elements f belonging to 4%, with IIflle = 0, is
a Banach space having || [l as its norm. Tt is easy to verify that for any
p >1 the inclusion 4P C 4" holds. The closure in the norm Il lp of the

gt of all trigonometric polynomials S a6 with arbitrary real expo-
k=1

nents Ay, Ag, ..., A, and complex coefficients @y, @y, ..., @, is the well
known Besicovitch space %7, whose elements are go-called #7-almost
periodic funetions ([4], Chapter I, § 7).

Every Besicovitch almost periodic funection g has the mean value-
m(g), which is defined by the limit

— 00

T
1
m(g) = Im oo [owa.
P

The Fourier coefficients {a,(4)} are defined by the formula
ay(2) = mige™™) (=00 <A < o0).

The Fundamental Uniqueness Theorem says that two almost periodic
functions from %* having the same Fourier coefficients are identical
in the sense of the norm || |, Moreover, there exists at most an enumerably
infinite sot of values A for whieh ag(4) differs from nought.

The mesn value m on £ is a continuous linear functional and |m(g)]
< |gll, for ge#'. Every extension m of the functional m from £
to 4" satistying the inequality |m ()l < Ilflk (fetr™) will be called a ge-
neralized mean value on ' The well-known Hahn-Banach extension
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