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STUDIA MATHEMATICA, T. XXI. (1962)

Asymptotische Auffassung der Operatorenrechnung

L. BERG (Halle/Saale)

W. A. Ditkin hat in seiner Arbeit [5] gezeigt, dal der Korper der
Operatoren von J. Mikusidski [7] einem mit Hilfe von Restklassen und
direkten Summen aus analytischen Funktionen gebildeten Xérper
isomorph ist. Identifiziert man den Operator s von Mikusiniski mit einer
komplexen Verdnderlichen, so wird erreicht, daf man beim Aufbau
der Analysis fiir Operatorfunktionen die klassische Funktionentheorie
verwenden kann. Inshesondere bleiben die Laplace-Transformation und
die komplexe Umkehrformel fir die Rilcktransformation als wertvolle
Hilfsmittel in der Operatorenrechnung. In dem Vortrag [1] wurde bereits
dariiber berichtet, daf man die oben erwihnte algebraische Auffassung
von Ditkin unter Beachtung von [12] auch durch eine asymptotische
Auffassung ersetzen kann. Hierzu sollen jetzt nihere Hinzelheiten
entwickelt werden, wobei zugleich einige Vereinfachungen und Verbes-
serungen gegeniiber von [1] vorgenommen werden, die man zum Teil
auch in dem Buch [2] wiederfinden wird. Verschiedene Anregungen
und Hinweise verdankt der Verfasser Herrn J. Mikusiriski.

1. Die Grundlagen. Wie in [1] wollen wir hier nicht das Faltungsin-
tegral, sondern in Anlehnung an M. Rajewski [10] (vgl. auch [5a])
das Duhamel-Integral

i
da
@ fg == [fa—Dg0)r

als Grundlage der Operatorenrechnung wihlen. Die Menge der fir ¢ > 0
einmal stetig differenzierbaren Funktionen bildet dann mit der gewdhn-
lichen Addition und der Funktionenmultiplikation (1) einen kommuta-
tiven Ring &. Dabei schreiben wir die Funktionenmultiplikation (1)
zur Unterscheidung von der gewohnlichen Wertemultiplikation ft)g (@)
entweder ohne Argument oder mit Malpunkt

fo =f)g =fg(@) =f(#)-g(?)
und bezeichnen Funktionenpotenzen mit f* = f™ (). Jeder Funktion
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f(t)eG ordnen wir die endlichen Carson-Laplace-Integrale

@) palp) = Bof D] = p [ ¢ " f(R)dx

mit a > 0 zu. Interessieren wir uns lediglich fiir die Funktion f(f) in
einem festen endlichen Intervall [0, T, so kénnen wir uns auf den Fall
a — T beschrinken. Allgemein kann o jedoch eine beliebige endliche
positive Zahl sein. Alle ¢, (p) sind ganze analytische Funktionen von p,

die wegen

(3) g(p) = [ F (D) dr+5(0)— e f(a)

in jeder Halbebene Rp > ¢ beschréinks sind:

p(p) = 0Q1)
Etwas allgemeiner gilt mit y > f

fiir  |p| —» oo mit Rp > 6.

p |7 H@de = 0(e)
B

fir  |p] - oo und Rp >e¢.

4)

Wegen

had e a T 2a . a a
pnfe » Efo(f—c:)g(a)cz<;czz+;g>af ¢ gr_faf(;—g)g(c)dudr

=7 f (o) g f 67"y (c)do

erhalten wir daher fiir das Produkt (1)

(5) B, [f(1) 9(1)] = B [f (1) 1Ba g ()] +0(e™™).

Die ¢,(p) sind durch f(t) eindeutig bestimmt. Ist umgekehrt be-
kannt, daB die ¢,(p) eine Darstellung (2) besitzen mit f(t) % und sind
die @, (p) fir unendlich viele a, mit a, - co gegeben, so ist f(#) durch
die Formel

c+ico
10 = Al =5 |

¢—tioo

i
(6) eq“%(q)zg- fir 0<t<a

mit ¢ = «, eindeutig bestimmt, wobei das Integral im Sinne des Cau-
chyschen Hauptwertes zu verstehen ist (vgl. [6], S. 212). Die Existenz
der Funktion f(t) muB allerdings feststehen, da die Beschrinktheit der
. (p) keineswegs ausreicht. Den Beweis von (6) erhdlt man, indem man

icm
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in (6) filr p.(q) die rechte Scite von (2) einsetzt und die bekannte Dirich-
letsche Formel heranzieht, wobei zu beachten ist, daB f(t) sogar diffe-
renzierbar ist. Mit Hilfe der Formeln (2) und (6) konnen wir jetzt stets
vom t-Bereich zum p-Bereich iibergehen und nmgekehrt. Insbesondere
folgt aus der Formel (6) fiir jede in einer rechten Halbebene analyti-
gehe Funktion @(p) mit @(p) = 0(¢~*?) unter Heranziehung des Jor-
danschen Lemmas (vgl. [6], S. 224), daB die zugehorige Funktion im
1-Bereich fiir 0 <<t < ¢ verschwindet und wegen der Stetigkeit auch
fiir ¢t = 0 und ¢ = a. Dies bedeutet in Verbindung mit (4), daB eine
Funktion im i-Bereich dann und nur dann im Intervell [0, a] ver-
schwindet, wenn die zugehorige Funktion im p-Bereich in einer rechien
Halbebene die Ordung O (e~ °F) besitzi. Somit konnten wir zu jeder Funktion
@,(p) eine Dbeliebige in einer rechten Halbebene analytische Funktion
der Ordnung O(¢™ ") hinzufiigen, ohme die zugehorige Funktion f(z)
im Intervall (0, a) zu verdndern.

2. Der Satz von Titchmarsh. Verschwinden f(t) und g(t) in keinem
Intervall [0, a] mit beliebigem a >0 identisch, so besitzt das Produlkt
(1) dieselbe Eigenschaft. Nach einer sehr eleganten SchluBkette von
J. Mikusinski [9] geniigt es, folgende schwichere Fassung zu beweisen:
Aus f2(1) =0 in 0 <t < a folgt f(t) =0 in 0 <1< af2.

Dies ist aber leicht einzusehen. Wegen (5) folgt namlich aus f-2() =0
fiir die Funktion (2)

7a(p) = 0(e™)
und hieraus

gu(p) = 0(¢7).
Somit liefert uns der am SchluB von 1 stehende Satz
) f(ty=0 fir o<t<§.
Damit ist unsere Behauptung bewiesen.

Erwihnt sei, daB wir hier keinen Momentensatz explizit benutzt
haben und in dem zweiten Teil dieses Beweises in [9] lediglich noch
der Satz iiber die verschwindenden Momente benttigt wird. Mit die-
sem Beweis haben wir zugléich ein Beispiel fiir die Fruchtbarkeit der
agymptotischen Methode in der Operatorenrechnung gegeben. Wir stel-
len uns jedoch keineswegs als Aufgabe, alles im p-Bereich zu entscheiden,
denn wenn eine Fragestellung bereits im ¢-Bereich leicht beantwortet
werden kann, so hat man es nicht notig, sie im p-Bereich zu behandeln.

Der Satz von Titehmarsh 148t sich im p-Bereich folgendermafen
formulieren: Ist ,(p) ya(p) = 0(67™), @u(p) =0(¢7) mit <7,
aber o, (p) # 0(e~#+9%) fir jedes & >0, so dst wa(p) = 0(e~ 77y,
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Die Existenz einer solchen Zahl § ist fiir jede nicht identisch verschwin-
dende Funktion ¢,(p) gesichert. Es sei aber darauf hingewiesen, da8
wir diesen Satz nur fiir Funktionen der Gestalt (2) bewiesen haben.
Fiir beliebige Funktionen ist er falsch, wie das Gegenbeispiel

p(p) = sin®p,  p(p) = cos™p

fiir reelle p und ¢(p) = ¢(Rp), y(p) = »(Rp) fir beliebige komplexe
p zeigh. Obwohl némlich beide Funlktionen £ O(¢~%) sind fiir jedes
g >0, ist

1

—=§in"” 2y = 0(47?) mit

p(P)y(p) = o

z=Rp.

Die Bedeutung des Satzes von Titchmarsh besteht darin, daB bei
dem Produkst (1) keine Nullteiler auftreten. Damit ist der Ring & sogar
ein Integrititsbereich und wir kénnen zum Quotientenkorper 2 iiber-
gehen, dessen Elemente Operatoren genannt werden. Sofern Verwechs-
lungen mit der Wertedivision zu befiirchten sind, fiir die wir den iibli-
chen Bruchstrich verwenden, schreiben wir die Korperdivision mit einem
Doppelpunks.

3. Eine isomorphe Darstellung. Eine Folge von TFunktionen
@1(p), 93(p), ..., die je in einer rechten Halbebene analytisch sind,
aber nicht unbedingt eine Darstellung der Form (2) zu besitzen brau-
chen, heiBt eine Fundamentalfolge {¢,}, wenn

(7) Pu(?) = ea@)+0(e™™)  (Rp = 0mp, 1] > o)

gilt fir beliebige m >n > 0 mit @y(p) = 0. Fiir 2 = 0 folgt aus (7),
dal jede einzelne Komponente ,, (p) in einer rechten Halbebene beschrinkt
ist. Definieren wir fiir Fundamentalfolgen Gleichheit, Addition wnd Mul-
tiplikation komponentenweise, d. h.

@uHv} = (Pava)

80 bilden sie offenbar einen Ring. In diesem Ring bilden die durch
P (D) = 0(e7™)

fir alle n erklirten Nullfolgen ein Tdeal. Wir betrachten den nach die-
sem Ideal gebildeten Restklassenring <R, in dem zwei Fundamentalfol-
gen {g,} und {y,} als gleich angesehen werden, wenn ,(p)—g,(p) =
= 0(e™™) gilt fiir alle n. In diesen Restklassenring 148t sich & wegen
(5) homomorph abbilden, wenn wir der Funktion f(¢) diejenige Restklasse

zuordnen, die als Vertreter die Fundamentalfolge mit den Komponenten
(2) besitzt.

{@a} +{vn} = {pa+ v},
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Gibt es speziell in einer Restklasse einen Vertreter {p(p)}, dessen
Komponenten von n(> 1) unabhingig sind, so ist dieser eindeutig
bestimmt. Gébe es nidmlich in dieser Restklasse noch einen solchen
Vertreter {w(p)}, so miilte fiir die Differenz ¢(p)—u(p) = 0(e"?)
gelten fiir jedes » und somit

c+ioco

le@)—v(@)— =0

ot '

c—ico
fiir alle ¢, woraus ¢(p) = y(p) folgt. Die Menge aller Restklassen, die
einen Vertreter mit konstanten (d.h. von 7 unabhingigen) Komponen-
ten besitzen, bildet offenbar in R einen Teilring, der zu dem Ring aller
in einer rechten Halbebene beschrinkten analytischen Funktionen
isomorph ist. Folglich konnen wir in R alle Restklassen, die einen Ver-
treter der Form {p(p)} besitzen, durch die Funktionen o(p) ersetzen. Hier- .
durch wird erreicht, daB bei dem oben erwihnten Homomorphismus
beispielsweise der Integrationsoperator ¢ auf die Funktion 1/p und
allgemeiner " auf n!/p" abgebildet wird.
Der Ring R 1406t sich auch umgekehrt in den Quotientenkérper
Q von & homomorph abbilden, wobei diese Abbildung zugleich
die Umkehrung der vorhergehenden lefert. Ordnen wir nimlich
einer belichigen Restklasse mit dem Vertreter {p,} zunfchst die
Funktion

e+ico

d
o)  fir 0<i<n

@® p

Sol®) = m J

C—100
zn, so ist sie stetig differenzierbar und nach 1 von = sowie von dem
speziellen Vertreter der Restklasse unabhingig. Ordnen wir der betrach-
teten Restklasse jetzt das BElement fy(f):12/2 von Q zu, so ist diese
Abbildung wegen (6) und 1/p® — 1?/2 der gesuchte Homomorphismus.
Da bei dieser Abbildung eine von Null verschiedene Restklasse niemals
auf die identisch verschwindende Funktion abgebildet wird, ist R ein
Integritéitsbereich. Der zugehérige Quotientenkérper muB dann nach
den vorhergehenden Ausfithrungen zu £ isomorph sein, wenn wir die
betrachteten Abbildungen auf die Quotientenkdrper fortsetzen. Im
folgenden wollen wir die bei diesem Isomorphismus einander zugeordne-
ten Elemente wmiteinander identifizieren, und somit beispielsweise
t=1[p setzen.

Die Division zweier Restklassen 148t sich fiir die Vertreter eben-
falls komponentenweise durchfiihren, wenn man am Anfang notfalls
endlich viele Komponenten weglaBt, bei denen der Nenner identisch
versechwinden kénnte. Auf endlich viele Komponenten kommt es natiir-
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lich nicht an (vgl. [1]). Folglich sind die Vertreter {p,}/{y,} der Ele-
mente des Quotientenkérpers Folgen der Form. :

{ﬂ}zf%(]’) Por1(P)  Pu1a(D) }
) T @) () Bra()

mit hinreichend groBem », wobei die Komponenten beschrinktartige
Funktionen sind, d.h. Quotienten von (in einer rechten Halbebene)
beschrinkten Funktionen. Die analytischen Funktionen @n(p) und
yn(p) rofissen natiirlich den notwendigen und hinreichenden Bedingungen
(7) gentigen (vgl. [1]). Zwei Vertreter {p,/w,} und {pr/vi} bestimmen
offenbar genau dann dasselbe Element des Quotientenksrpers, wenn

(10) Pu(P) ¥ (P)— #a (2) pu (p) = O(67™)

gilt fir alle natirlichen Zahlen n. Einen solchen Vertreter schreiben
wir auch kurz in der Form y = {7, (p)} mit z,(p) = p (P)/vn(p).

4. Der Konvergenzbegriff. Eine Folge von differenzierbaren Funk-
tionen f;() nennen wir komvergent in § gogen die Gremzfunkiion f(,
wenn die Folgen f,(¢) und fi(f) in jedem endlichen Intervall [0, 7
gleichmiBig gegen f(¢) bzw. f'(t) streben. Die Grenzfunktion gehort dann
offenbar wieder zu & und es gelten fiir zwei konvergente Folgen f;(t)—
= f(1), gx(?) = g(t) die Beziehungen

(9)

Fe®+00) > FD+90),  fill)-galt) > £(0) g(0),

wie aus bekannten Sitzen der Analysis unmittelbar hervorgeht. Dieser
Konvergenzbegritf in § wurde in [1] folgendermaBen auf O ibertragen
(vgl. auch [117]): . )

Eine Folge von Operatoren ¢, heilt konvergent in Q gegen Q = }(1):
g(t), wenn es ‘ein Darstellung @, =fi(1): q(f) gibt mit f.(1) > f
und- g(f) - g(t)== 0 nach der vorhergehenden Konvergenzdefinition.
Der Grenzwert @ hingt offenbar nicht von der Wahl von fr(?) und
gx(t) ab, da aus Q = a;(t): b, (f) mit a(t) = a(t), b(t)— b(f) wegen
Ful®) b () = 0. (1)-gic(t)  sofort f(t)-b(t) = a(t)-g(t) oder Ft):g(t) =
= a(1):b(2) folgt. Ebenso leicht kann man auch beweisen, daB dieser
Konvergenzbegriff mit den Rechenoperationen in vertriglich ist,
also beispielsweise aus P, — P und @ —Q mit Q£ 0 auch Pj:Qp—
— P : @ folgt, was bekanntlich bei der in [7] getroffenen Konvergenzde-
finition falsch ist. Nach unserer zweiten Definition kénnen natirlich
Folgen konvergent sein, die es nach unserer ersten mnicht sind, bei-
spielsweise ist jetzt die Bedingung der gleichmiBigen Konvergenz der
Ableitung iiberfliissig.

Der Konvergenzbegriff in £ lautet im zugehérigen p-Bereich: Eine
Folge von Elementen y, heiBt gegen ein Flement 5 mit dem Verireter

icm®
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5 = {pa/tpn} konvergent, wenn es eine Folge von VertI.'.ete.m B = {Fnr/Pnr}
gibt, bei denen die Funktionen ¢, x(p), vnx(p) .fur_Jedes feste k& den
Bedingungen (7) geniigen und fiir jedes feste n in einer rechten }.Ialb-
ebene Rp = ¢, >0 gegen ¢,(p) bzw. y,(p) gl;emhmaﬁlg konvergieren.
Dabei mubB natiirlich w,(p)==0 sein fiir hinreichend groBe =. )

Zum Beweis beachten wir einerseits fiir Rp >0 die Unglei-

chung

| f e (f () —fal@) de) < nlf (5 — ()

mit passendem Zwischenwert 7. Hieraus ist wegen (3) ersichtlich,‘ daB
aus Q,— Q stets yx — y folgt. Die durch (2) definierten Funktionen
(pn(p),v'zpn(_'p) geniigen dann automatisch den Nebenbedingungen (7).
Andererseits kénnen wir nach Erweiterung der Komponenten von y;
mit 1/p? (vgl. (8)) in

ep+ico
D=re [ o)
fo,k( = ot . nk ¢

fir 0 <t < n bei festem n den Grenziibergang & — 00 unter "dem Igte-.
gralzeichen vornehmen, da die @gny (p) gleichmiBig beschrinkt sind

wmd M %}rm idq/q¢®] fir ¢, >0 mit passendem M eine integrierbare
Cp—ico

Majorante ist. Da die Konvergenz insbesondere in bezug auf ¢ gleichr.rlléi;ﬁig
ist und wir eine analoge Uberlegung in bezug auf die vy durchfithren
konnen, folgt aus y, — y auch umgekehrt @y — Q.
{blicherweise heift eine Reihe > P, mit P, konvergent, wenn
=1

* k
die Folge der zugehérigen Partialsummen ¢, = ;P,, konvergiert. Dies
bedeutet, daB es bei einer in Q konvergenten Ra}:he eine in & konvergente
Folge g(t) — g(t)s= 0 gibt, so daf fk(f) = é‘l g, (t) P, ebenfalls in &

! i i ir nimlich nur auf die
konvergiert. Um dies einzusehen, braﬂlchfsn wir niml
Darstellung Q; = fi(t): g (¢) zurickzugreifen und die Konvergonzde-

)

finition in O anzuwenden. Entsprechend heiBt eine Reihe 3 w, mit den

®x=1
Vertretern o, = {0, ,(p)} im p-Bereich konvergent, Wenn es In CIMer
rechten Halbebene “$ir F— oo gleichmfig komfergente Folgen von
analytischen Funktionen w,z(p) mib Formel (7) gibt, so daB @,z(p) =

}]E_,' Yoz (D) 0, (p) dicselben Eigenschaffen besifist. Dabei kann man
x=1 ? B

notfalls zu jedem Summanden eine Funktion der Ordnung O (¢~"") hin-
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zufiigen, so daf unser Konvergenzbegriff mit der asymptotischen Kon-
vergenz aus [4] verwandt ist. Die Reibe

oo

p= Y a-emr-a—ery,

=1

bei der alle Partialsummen gleich O (¢™?) sind, ist hierzu kein Gegenbei-
spiel, da sie nicht in einer rechten Halbebene konvergiert.

5. Absolute Konvergenz. Der zuvor eingefiithrte Konvergenzbe-
griff erweist sich bei gewissen Problemstellungen als zu allgemein.
Deshalb wollen wir jetzt unter den konvergenten Reihen eine spezielle
Klasge aussondern. Fithren wir unsere Betrachtung zunfichst im p-Be-
reich durch, so ist es naheliegend, die Reihe > w, als absolut konver-

x=1

gent zu bezeichnen, wenn

D 19np (@) onu(2)] = l9ns (0)] D) |wnu(p)]

x=1 x=1

fiiv jedes p mit Rp > e, konvergiert. Ist dies der Fall, so ist

k 1
[pn 20N X 10an(®)] < [902(D)] D) l0nn(p)] < M

bei festem n und p fiir alle | > k beschrinkt. Folglich liefert uns der
Grenziibergang ! -+ oo, daB dann auch

k
[9a (P} D 10n(0)]
#=1

als monotone beschrinkte Folge fiir & — co konvergiert. Da wir es
jedoch in der Operatorenrechnung stets mit gleichmé#Biger Konvergenz
zu tun haben, wollen wir jetzt folgende Definition aufstellen:

Die Reihe 3’ o, heilit absolut konvergent, wenn es von k unabhin-
=1
gige Funktionen y,(p) gibt, die fir Rp > ¢, > 0 analytisch sind und
k
die Eigenschaft (7) besitzen, so daB @u(p) = 3 () wa,(p) die-
#==1

%k
selben. Eigenschaften besitzt und auBerdem |y, (p)| 3 | ()| flr
1

Rp > ¢, gleichmibig konvergiert. Dann ist die Reihe natiirlich erst
recht im gewdhnlichen Sinne konvergent.

Mit dieser Definition im p-Bereich ist die folgende Definition im
t-Bereich vollig gleichbedeutend:

icm
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o0
Die Reihe } P, heilt absolut konvergent, wenn es eine von k unab-

#=1
13
hingige Funkstion g(t) gibt, so daB g(t)P, «F ist fiir jedes x und 3 |g(f)P.|
»x=1

fiir k¥— co in jedem endlichen Intervall [0, T] gleichmiBig konver-
giert. Dies geht in der iiblichen Weise aus den Abschitzungen

1 11 1 optico p
1 q
Swwrd= D= [ Fn@on@F
x=k r=k T £y~ q
ot Cptico 1 \d
6 | 6g
<5 [ @ Yol
Cp—ico x=k

1 .
nmit go(t) = —zg(t) und 0 <t < n sowie
p

;‘1—;—%@)%,”(@)‘ - Zl] f o7, (1) e

n 1
< [ow Y if @l
b b
nit f, = gP, und Rp > ¢, hervor.

Die absolut konvergenten Reihen konvergieren auch im Sinne von
[7], was bei den einfach konvergenten Reihen nicht der Fall ist. Sind
speziell alle P, Funktionen, so braucht jedoch absolute Konvergenz

keineswegs dann vorhanden zu sein, wenn ' P, (%) konvergiert und alle

=1

P, (#) positiv sind, wie das Gegenbeispiel P, (t) = xe*—(x—1)¢*™? mit

E
k
S t) = ket = 2

(11) P—k

x=1

zeigt. Diese Reihe kann nicht absolut konvergent sein, da ket micht
im Sinne von [7] konvergent ist (vgl. [7], S. 135-136).

Fiir absolut konvergente Reihen gilt beispielsweise der folgende

wichtige Satz: Ist i’oP,‘ absolut konvergent und Py, eine Folge mit |7 HP;} <
x=1

< |f(@)| fiir alle & (1), so ist auch Z’P,‘Pn absolut konvergent. Der Beweis
x=1

ergibt sich unmittelbar aus der Abschitzung
1 7
N itg)-§0)-PuPul <t [F@)1- 3 19O P
x=k x=k

(* D. h., gibt es eine Funktion g(t) (aus % oder aus =), 80 daB §.(t)P;¢ fiir a..}le
% ebenfalls eine Funktion ist und dem Betrag nach Kleiner als eine gewisse Funktion
f(t) ist.
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Dieser Satz gilt nicht fiir beliebige einfach konvergente Reihen mit po-
sitiven Gliedérn, wie das Gegenbeispiel

’ = 1
P,(t) = we*—(x—1)e" V', P (1) = "

wegen (11) und

k k-1 k-1
— 1 P P
VPP, = ¢ E L. E
x=1 b ’ +x=1 xt+1 ’ p_k +n=1 <”+1)(.’p—'%)

zeigt, da die Grenzfunkfion fir k¥ — oo in den mnatiirlichen Zahlen der
komplexen p-Ebene Pole besitzt, was nach dem Momentensatz (vgl.
[8]) im p-Bereich nicht moglich ist.

6. Ableitungen nach einem Parameter. Hingt die Funktion
f(t) noeh von einem Parameter A ab, so kénnen wir nach Stetigkeit
und Differenzierbarkeit in bezug auf A frageén und entsprechende Begriffe

tir die Elemente von L einfilhren. Wir nennen einen Operator fiir 1, <

< A < 1, stetig, wenn er als Quotient zweier Funktionen darstellbar
ist, die fiir 4; <A <A, und t > 0 (zweidimensional) stetig sind. Wegen
(2) und (8) bedeutet dies im p-Bereich, daB es im Falle der Stetigkeit
mindestens einen Vertreter gibt, dessen Komponenten aus Quotienten nPn
bestehen, bei denen ¢, wnd w, flr 2, <A <1y, und Rp = ¢, stetig sind
und umgekehrt. .

Bezeichnen wir Ableitungen nach 1 mit einem Strich und setzen
wir Ableitungen f'(¢, 1) von Funktionen stets als (zweidimensional)
stetig voraus, so konnen wir die Ableitung eines Operators f(t, A):g(t, 4)
durch die Formel :

(1)' _ a1y
g g

definieren. Im p-Bereich gibt es wegen (2) und (8) im Falle der Differen-
#terbarkeit mindestens einen Vertreter, dessen Komponenten stetig diffe-

renzierbar sind und bei dem die Ablestung komponentenweise gebildet wer-
den kann

E_{ﬂ} _ {Wn‘li;;—‘%w;}
04 Ly, p?

und umgekehrt. Diese Definition ist von dem speziell gewahlten Ver-
treter unabhingig.

Sind zwei. Funktionen ¢, (p, 1) und on(p, 2) stetig differenzierbar,
so folgt aus

(D, Z)—??::('P: i) = O(G_np)
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auch , ~
%(P:l)’“‘ﬁu (py ) = Of(e "),

wie aus der Gleichung

c+ioo c4ioco
~

d dg
[ #mang= [ ewawny
e~1i00 &—ioo

fir hinreichend groBe ¢ und 0 <t <n durch Differentiation na.eh A
sofort ersichtlich ist. Hier bleibt also die Abschdtzung O _(e‘"”) bei der
Differentiation wnverdndert (was sonst im allgemeinen nicht der Fall
ist). . . L
o Die Umkehrung der Differentialrechnung macht allerdings gewisse
Schwierigkeiten, da es bisher noch nicht gelungen ist, den grundlegen-
den Satz, aus (—f—) = 0 folgt —Ji = const (in bezug auf 1), zu beweisen.
g g ‘ ) o
Wir kénnen hier lediglich drei Spezialfalle anfithren, bei denen jedesmal
eine Zusatzvoraussetzung aufiritt. ’
1. f und g sowie f' und g’ sind transformierbar. Dann folgt aus gf' —

¥ i iden-
—fg' = 0 sofort yp’'—@y’ =0 und daher (;) =0, da v nicht iden

tisch verschwindet. Hieraus ergibt sich
pp, 4 _o@ 4

v, D) pps k)

Lh g, Np(@,A) =@, )pp, s wd somit ft2)-glt4h) =
=f(t77~1)'g(tyl)- ) L

1L f und g sind in A analytisch. In diesem Fall f'olgt aus gf —1 f.g hﬁ 0
durch vollstindige Induktion gf®™—7g™ = 0', (]n))le 1&%1)‘:6 G(ﬁlﬁ ﬂg
lefert namlich nach einer Differentiation g™ —fg ’ + qf ;)4 fq (“)—dje;
Weiterhin ergibt die Multiplikation von fg’ = af Imt _gf( = fg .
Gleichung fg(g'f™ —f'¢™) = 0, aus der wir nach Dlﬁill?n d(ﬁ% _‘fg
(der Fall f = 0 ist trivial) g — g™ = »o.und somit gf"? - I{g ) {-,%19
erhalten. Die Behauptung folgt jetzt unmittelbar aus der Reihenen!
klung

gty Ao) f(t, D—F(t, ko) g(t, 4)

> ‘ (A— )"
= 2 (g(2, 20)-F(t, 20)—F (85 Ja) g (85 Jo)) == = O-
n=0

IIi f und g sind bei festem A Treppenfunktionen von ¢ mit Lonstanter
Stufenbreite. Setzen wir die Stufenbreite gleich 1 und

£ty 2) = o (A), glts &) = bal2)
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mit % = [t], so gilt nach [3]
n—1
7, 26 ) = D), (1) (Basy ()= bu_soy (1)) + @ (2) by (2).
v=0
Indem wir g notfalls mit einer passenden negativen Potenz des Verschie-
bungsoperators multiplizieren, konnen wir erreichen, daB b,(1) an
einer Stelle A, von Null verschieden ist. Fiir n = 0 folgt aus a, ()b, (1) —
—ay()by(2) = 0 Zhnlich wie im Fall I unmittelbar a,(2)b,(1) =
= ag(A9)by(A) und somit ay(l) = ¢pby(1). Unsere Behauptung Ilautet
fn-1

a(B) = D) 6, (basy ()= ba_soy () + by (),

y=

(12)

wobei die_c,,_ von 1 unabhingig sind. Nehmen wir an, da$ diese Behaup-
tung bereits bis zu einem Index n— 1 bewiesen ist, so folgt aus

n—1
2 &2 (B (A= Vs, (D) + 0, () B} ()
v=0
n--1
= 2 2 (1) (Brs (D)= By (W) 4 @, (2) Bo (),
»=0
indem wir fiir a,(1) und a,(3) die Gleichung (12) benutzen,
n-1
(13) __Z; €,bo(2) (Bn_y () — B r, (A)) + @ (2) b (2)
"= n_1
= Z0,06(l)(bn_,(l)~bn_lav(l))Jr“;(l)bo(l%
v=0
Wegen
n—1 n—1
D b, = Y.,
y=p+1 v=p+1
gilt némlich
f -1 y-1 n-1 »—1
2 Z cpdr—-yd;t—v = 2 Zcpd;—pdn—vi
v=0 p=0 v=0 p=0

80 fia;'B sich fur d, = b,—b,; alle iibrigen Summanden wegheben.
Plv%dleren wir jetzt die Gleichung (13) durch die Funktion Bi(1), die
}2 temert‘Umgebung von 2, von Null verschieden ist, so ergibt sich durch
egration und anschlieBende Multiplikation mi i
Behenptung (19). p mit by(1) gerade die
) Damit haben wir ein erneutes Beispiel dafiir, daf sich schwierige
Sitze der Operatorenrechnung bei dem in [3] betrachteten Spezialfall

de}’ Operatorenrechnung fiir Funktionen einer diskreten Verinderlichen
leicht beweisen lassen.
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7. Unabhiingigkeit von n. Bisher hatten wir im p-Bereich zwei
Fundamentalfolgen {p,(p)} und {y,(p)} als gleich angesehen, wenn
die n-te Komponente ihrer Differenz in einer rechten Halbebene die
Ordnung O (¢~") besitzt (n =1, 2,3, ...). Es geniigt jedoch, wenn diese
Ordnungsbeziehungen lediglich fir reelle p — oo erfills sind. Dann
gilt namlich mit ph(?) = @, () — vu(p)

[ eThz)ar = 0(™)
0

oder
n

[ #h(n—o)do = 0(1)

[}
fiir p - oo. Hieraus folgt aber nach dem Satz iiber die beschréankten
Momente (vgl. [7], 8. 12) h(t) =0 fiir 0 <? < n. Jetzt kionnen wir
also die Veridnderliche p auf die reelle Achse beschrinken und auch
die Voraussetzung fallen lagsen, daf die Funktionen ¢, (p) in einer rech-
ten Halbebene analytisch sind. Es muB lediglich zu einer gegebenen
Funktion ¢, (p) eine in einer rechten Halbebene analytische und dort
beschrinkte Funktion w,(p) existieren, so daB fiir reelle p — oo die
Darstellung wn(p) = ¢, (p)+0(e™"?) gilt. Es diivfte aber wohl kaum
leicht sein, allgemein bei einer gegebenen Funktion g,(p) zu entschei-
den, ob dies der Fall ist oder nicht. Somit entsteht die Frage, ob diese
Verallgemeinerung der p-Funktionen tiberhaupt zweckméfig ist.

Die neue Betrachtungsweise bietet jedoch den Vorteil, daf jetizt
zu jeder Funktion f(f)«F eine von n unabhingige Funktion o(p) mit
g(p) =p [ e f()ar+0(™)

0
fir reelle p — co und beliebige n > 0 existiert. Wir brauchen namlich

nur
()

po)=p [ e fn)ar

zu wihlen, wobei z(p) eine Funktion ist, die fir p - co gegen Unend-
lich strebt, aber so schwach, daB

=(p)

p [ T = 0(™)

ist fir jedes feste m. Dies leistet beispielsweise die Funktion #(p) =
= Max 2, mit

@) < ¢ fir 0 <t <o
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wie die Abschitzungen
n4+1 (D)
o[ eTRa <M, p [ eS| <o
n n41
zeigen. Natiirlich gibt es auch noch andere Maglichkeiten, x(p) fest-
sulegen, wie etwa Dbei dem Beispiel (vgl. [9a], (11))

2
plp)=p [ " dr,
0

s0 daB ¢(p) nicht eindeutig bestimmt ist. Insbesondere kann man zu
¢(p) eine beliebige Funktion p(p) hinzufiigen, fir die p(p) = 0(e™™)
fiir jedes n gilt wie bei den Funktionen

gﬂepy _’:‘L‘_v
’ I'(p)

zu denen im ¢-Bereich die Funktion f(t) = 0 gehort. Nebenbei ergibt sich,
daB die hierzu reziproken Funktionen wie ¢»® nicht existieren.

2
e pasv , e P

8. Nachtrag bei der Korrektur. Wie Fenyd [6a] bewiesen hat, kan jeder
Operator f(#):g(f) als Grenzwert im Sinne von [7] von Funktionen ¢, () aufgefaBt
werden. Dieser Satz gilt erst recht bei unserer Konvergenzdefinition, wobei der

1
Beweis unmittelbar ausf @B +g(t) g, () = f() fir k—>o0 hervorgeht. Wihrend

in [3] auch ein entsprechender Satz fiir diskrete Operatoren bewiesen wurde
(vgl. 6e), kann a,:b, im Falle a # 0, b, =0 kein Grenzwert von gﬂ) im Sinne
von [7] sein, da sonst ba"gf)"’ a, streben miiBte.
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