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Sur les équations involutives et leurs applications

par

D. PRZEWORSKA-ROLEWICZ (Warszawa)

Introduction. Dans le travail présent nous étudions les équations
involutives, ¢’est-a-dive les équations qui contiennent wune opération S,
dite involution, identique & son inversion, vérifiant done Pégalité suivante:

8 =

(ot T désigne lidentité). Toutes les considérations abstraites ont leur
ovigine dans 1'étude des équations intégrales singulitres (avee Pintégrale
au sens de la valeur principale de Cauchy). Ces équations linéaires (qui
nous intéressent ici), ont été étudiées par plusieurs mathématiciens, entre
autres par Carleman, Vécona et Muskhelichvili, qui a exposé tous les prin-
sipaux résultats dans sa belle monographic [8]. On sait que ni la transfor-
mation intégrale de Cauchy, ni aucune itération de celle-ci, ne sont des
opérations complétement continues. Pourtant, on a obtenu des formules
effectives pour la solution des équations singuliéres: dans un cas particulier
3 l'aide du probleme de Hilbert (pour les valeurs limites d*une fonction
holomorphe), dans le cas général en ramenant 1équation singuliére & une
équation intégrale & singularité faible. :

Halilov [5] a généralisé cette derniére méthode pour le cas des équa-
tions singulidres dans les anneaux unitaires en supposant, entre autres,
que la transformation singuliere est une involution. Cette propriété d'une
transformation intégrale de Cauchy, bien que connue, n’a Pas trouvé
d’applications. Nous allons montrer qu’elle est fondamentale et que plusieurs
des résultats connus peuvent dtre obtenus par les méthodes simples de
Valgébre linéaire.

En général on a étudié Pinvolution sous des hypothéses particulidres
(voir les travaux [6], [91), qui ne sont pas satisfaites dans le cas d'une
transformation intégrale quelconque; par exemple, on a supposé que
Iinvolution est maultiplicative. Mais ces hypothéses ne sont pas néces-
saires pour étudier les éguations involutives. Les algébres des opérations
singulitres ont été étudides par Calderén et Zygmund [4], mais sans
admettre ’hypothése 82 = I et sans 'appliquer aux équations intégrales
singuliéres.
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96 D. Przoworska-Rolewics

Dans les paragraphes de ee travail, marqués d*un astérisque, on ne
profite pas de la topologie et des propriétés métriques des espaces et des
opérations considérés.

Dang le paragraphe 1 (*) nous étudions involution dans les espaces
linéaires en établissant le théoréme spectral pour opération S. Dang le
paragraphe 2 nous nous occupons des propriétés de l'involution dans les
espaces unitaires. Le paragraphe 3 (*) contient une étude des équations
involutives dans les espaces linéaires. Dans le paragraphe 4 (*) nous
trouvons les conditions suffisantes d’existence d'une solution de I'équation
involutive, qui ne sont pas formulées dans le cas classique. Dans le pa-
ragraphe B (*) nous établissons une condition nécessaire, qui est aussi
suffisante dans le cas classique. Le paragraphe 6 est une extension des
résultats de Halilov [5] pour les espaces de Banach et pour une classe
d’opérations plus générale.

Remarquons encore que l'application des propriétés d’involution
simplifie congidérablement les raisonnements et permet de trouver des
propriétés nouvelles.

Toutes les notions et notations algébriques adoptées sont celles du
travail [9]; pour les espaces unitaires nous renvoyons au travail 7] et
enfin, pour ley espaces de Banach au travail [1].

1(*). Involution dans les espaces linéaires. Soit I'espace .X linéaire
(sur le corps des nombres complexes) et une opération lindaire S, qui

transforme 1’espace X en X et telle que son carré est égal & D'iden-
tité:

(1) 82 =1.

On appelle une telle opération imvolution.
Dégignons par X+ et X~ les ensembles suivants:

@ X+=FKe=®+ny], X-=Er=@E-Iy ).

x

fividemment nous avons

o s weXT,

reX,

(3) Sp = .
—a, #

Done, on peut représenter tout élément #¢X dune maniére unique
sous la forme suivante:
(4) o =gt+2", ol ateXt, X,

en admettant

(5) ot = 3(I+8)z, o= =3I—-S)=.

icm
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Nous allons résoudre une équation, dite fondamentale, de la forme
suivante:

(6 (I+28)x = ay,

ol myeX est donné, 2 désigne un paramdtre complexe.

TuBOREME. 1. L'égquation fondamentale (8) admet
1) pour A =1, une solution

@ = {my-tar (7 X~ est arbitraire)

sous la condition nécessaire et suffisante (I—S)my = 0;
2) pour A = —1, une solution

# = dw,+a7 (2] e X+ est arbitraire)

sous la condition nécessaire el suffisante (I+8)my = 0;
3) pour L #% 41, une solution unigue

1
— (I—8),

1—242

=

pour x, arbitraire.

Démonstration. Il y a trois cas i considérer.
1) 2 = 1. Nous avons l’équation

(7) (I+8)2 = x,
d'olt @+ = }m,, @~ est arbitraire, si x,eX+, d’olt la condition suffisante
(8) (I—8)zy = 0

pour Pexistence d’une solution de I’équation (7):
% = o~ ("X~ est arbitraire).
Inversement, s'il existe une solution x de ’équation (7), alors
(I—8)wy = (I—8)(I+8)w = (I2—8%2 = 0,

done la condition (8) est aussi nécessaire.
2) 2 = —1. Par analogie, nous trouvons que la solution

(9) T = §py+xt  (2te Xt est arbitraire)

de Péquation (I —S)x = x, existe sous la condition nécessaire et suffisante
(10) (I+8)w, = 0.
3) A 5% +1. Alors
(I—28)2y, = (I—AS)(I+AS)® = (1—22)m,

Studia Mathematica XX
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done la solution de Péquation (6)

1
HE Aj}ﬁ (] AAS)J/“
exigte pour x, arbitraire.
Remarquons que

(11) X = Xt+@x-

(o Y@Z désigne la somme directe des espaces Y et Z, ¢.-d-d. 'ensemble
de tous les éléments de la forme y -2, ol y <Y, zeZ). En outre, d’'aprés le
théoréme 1, Vopération S admet deux valewrs propres: -|-1 ot —I1, qui
coincident avee les egpaces X+ efi X~ Done le théoréme 1 joue le rdle de
théoréme spectral pour Popération §.

2. Involution dans les espaces unitaires. Supposons maintenant
que X soit un espace wnitaire (¢.--d. wn espace lindaire sur le corps des
nombres complexes muni du produit scalaire). Soit le produit scalaire
(w,y) dans D'espace X. Posons
(12) (®, y)s = (2, y) + (S, Sy).

La forme bilindaire (2, ¥)s représente wn nowuvean produit scalaive,
sl 'on observe que, pour «, y,# arbitraires, nous avons

(#,9)s = (¥, ®)s,
(%2, 9)s = 2(x, Y)g,
(@+2z,9)s = (@, ¥)s+ (=, ¥)s,

(z,2)s>0 pour & £ 0 el (w,2)g =0 pour # =0

(@ désigne le nombre complexe conjugué au nombre a).
Désignons par Xg 'espace X avec le produit sealaire (2, ¥)g.

THEOREME 2. Les espaces X& et Xg (qui coincident avec les valeurs
propres -1 et —1 de Vopérations S) sont orthogonaux dens Vespace Xg.

Démonstration. Soient xeX{ et y <Xy arbitrairves. D’aprés la Aé-
finition S8z =2 et Sy = —y, done
(@, ¥)s = (¢, y)+ (82, Sy)
e q.t d.
Alors nous avons

= (2, y)+ (@, —y) = (2, 0) =0,

(13) Xy = X$®X5 et X&LXg

L’opération § dans Pespace Xy admet les propriétés suivantes:
PROPRIGTE 1. S est une opération unitaire.
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En effet, nous avons

(14) (S, Sy)s = (Sw, Sy)+ (825, 82y) = (82, Sy)+(z, y) = (¥, Y)s.

PROPRIETE 2. 8 est une opération auto-adjointe.
D’aprés la propriété 1, nous avons

(15) (Sz, y)s = (8, S2y)s = (&, Sy)s.

Réciproquement, nous avons:

TuEOREME 3. 87 Popération 8, unilaire et auto-adjointe transforme
Lespace X en lui-méme, elle est une involution.

Démonstration. Par hypothése nous avons maintenant (S2z, y)
= (8%, 8y) = (», y), d’onr résulte D’égalité proposée: §% = 1.
PROPRIETE 3. § est une isoméirie.
PROPRIETE 4. L'opération S admet une norme || |ls égale & Punité:

I8ls =

THEOREME 4. Les espaces X+
néeessaire et suffisante
(18)

(17)

et X~ sont orthogonauz sous la condition

18] = 1.
Démenstration. 1° Soit X+ 1 X~ Alors pour & arbitraire

(xt,37) = (&=, 2t) =0
el .
= (Szt+Se—, Sz++Sx)

=(wt—zr,xt—z") = (2t

I8z = (Sx, Sx)
yat)+ (w7, 27)

= (@t +u", 5t +u7) = (v, 2) = |@/?,
d’ol Dégalité (18).
2° Soit ||S8]| = 1. Remarquons que S% = I, done
el = 8% =< 1S - {181 = ISl << llal]- 18] = [l
par conséquent 'opération § est une isométrie: ||Sz|| = |z|.

Soif un element arbitraire & = a++~, de projections non nulles:

0 #pteX+; 0 £ eX—.

Nous avons
0 = [|Szf— [lel? = (Sw, Su)— (@, %) =
—2{*, %)+ (o

= —4re(zt, 7).

(t—a~, #t—27)—

ya)] = —2((@*

(wr 42—, ot —+z)
y &)+ (717+a .’I;“)il

I

En posant (o, #7) = a+1b, nons avons donc a = 0 et (x+,z~) = ib.
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Supposons que b 5% 0. L'élément « ébant arbitraire, nous pouvens
considérer un élément y = yt-+y- tel que y* = dxt, y= = v~ ¢t on a aussi
néeessairement re(yt, y~) = 0. Mais

(ty y7) = (i, a7) = i(o*, 07) = i-ib = —b
et
re(yt,yT) # 0,
d’olt contradiction. Doune b = 0 ot

(19) (', @) = (@, @t) =0 powr @ arbitraire.

Soient @t eX ', y—eX— avbitraives. Si nous admetbons w == b}y,
nous auvons, d'aprés (19), (wt,y~) = (ut, w") =0 ot los espaces A+
et X~ sont orthogonaux, e. q.f d.

3(*). Les équations involutives et le probléme de décomposition.
Etudions maintenant deux formes d’équations avee Pinvolution S:

(20) (A +BS)w
(21) (A—8B)y = o,

I

&Ly,

olt @y, Ype X Gtant donndes, X est un espace lindaire, 4 et B sont des opé-
rations linéaires qui transforment X en X.
Les équations (20) et (21) nous appellerons équations involutives.
THEOREME 5. 8¢ B =4 ou B = —A ¢t si Vopération 4 admet unc
opération inverse A, les égquations (20), (21) admettent les solutions:

o = %A“l%"!-mf‘ sous lo condition néces- ‘(I——S)A—lwo =0, st B=4

» = YA-1g, 4| saire et suffisante (I4+8)A-tgy =0, i B= —4
¥ = 341 Yo+ 9 sous la condition néces- [(L+8)Y =10, st B=4
¥ = 4"y, +9y7) saire et suffisante (I—=8)y, =0, st B=—A4

af, YT e X—, a7, Y7 <X~ sont arbitraires.

Démonstration. Nous obtenons la conclugion du théoréme 5, en
substituant dans Péquation (20) @, = A, dans D’équation (21) Ay =¥’
et en appliquant le théoréme 1.

Soient deux opérations 4, B lindaires, commutatives (¢’est-d-dire
AB = BA) et telles que les opérations (4 -B)~2, (4 —B)~ inverses des

opérations (4 +B), (4—B) existent. Done nous pouvons éerire pour
Péquation (20):

(4+ BS)z = (A4 BS)(#t+a~) = (A+ B)at+ (4 —B)a-.
En substituant # = Su, nous avons
U = S!B,

wt = Sot =at, u-=8p = —a

icm
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et nous obtenons une égalité équivalente & 1’équation (20):
(22) (4 +B)ut— (4—B)u~ = x,.

Nous dirons que 1’élément u <X est une solution du probléme de décom-
position, si w+,u~ vérifient la condition linéaire

(23) Cut—Du— = 1y,

C, D étant des opérations lindaires commutatives données, admettant des
opérations inverses, u,eX est donné.

Nous appellerons probléme de décomposition associé aun probléme
(23), le probléme donné par la condition:

(24) Dut—Cu— = uy
u, étant donné.

11 est évident que le probléme associé au probléme associé est le pro-
bléme donné. Ensuite nous démontrerons que 1’équation (21) conduit
au probléme associé au probléme (22) pour I'équation (20).

Si le probléme (22) admet une solution u, alors 'équation (20) admet
une solution & = Su.

Inversement, si1’équation (20) admet une solution z, alors le probléme
de la déecomposition (22) admet une solution u = Su.

Iréquation (21) conduit an probléme de décomposition d’une maniére
plus compliquée. En transformant cette équation & l'aide de Popération
S: 8(4—8B)y = Sy,, nous obtenons équation )

(253) (—B+84)y = Sy,.

En ajoutant et en soustrayant les équations (21) et (25), nous obfenons
les équations suivantes:

(26) (I+8)(4—B)y = (I+8)Y;
27 (I—8)(4+B)y = (I—8)y,-
Daprés le théoreme 1, nous avons
(A—B)y = 3(I+8)y+w, (4d+B)y = $(I—8)yo+ w*
(wteX+, w—eX~ sont arbitraires) pour ¥, arbitraire, si I'on observe que

(L= I+8)y = I+ ST —=8)y, = (I*—8%)y, = 0.

En posant w = w*-w~ nous avons wt = }(I+8)w, w- = 3(I—-8w,
d’olt
(4—B)y = $(I+8)y+3(I—8)w,

(28)
(A+B)y = HI—-8)y+4(I+8)w.
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iom
En transformant ces équations, la premiére & Paide de Dopération
(4+B), la seconde & Vaide de Vopération (4 —B), nous avons
‘ (A2—BYy = §(4+B)[(L1-8)yo-+ (L—8)w],
=) (A2—BY)y = $(A—B)[(I —8)yo+ (L +-8)w].
Les seconds membres doivent &tres égaux, nous avons done
HAABY(L+8) o+ (I—=8)w] = $(A—-B)[(1—8)yy+ (L+8)w)
d’olt 1égalité
[(A+B)([—8)—(Ad—B)(L+8)|w = [(4—B)(I—8)~
ou, en réduisant les terines semblables,
(B—A8)w = (~—B-—4AN)y,.

Mais nous pouvons écrire

l5

(4-4-B)(L8)] Yo

B—AS = B2~ AS = (BS—A)§ = — (4 —B&)S,
—B+A8 = —(4+BS)S,
Qo léquation '

(30) (A —BN)Sw = (A-+BS)Sy,.

Done pour que 'équation. (21) ait une solution il suffit qu'il existe
un élément w, satisfaisant & Péquation (30). Si cette condition est véri-
fiée, nous obtenons (en ajoutant les Gquations (29)) la solution

24P —BYy = $[(A+B)(I+8)+ (4 —B)(I—8)]y+
AHA+B) (L =8)+ (A —B)(L+8) Jw
= (4+B8)y,+ (4 —BS)w,
d’otr finalement
(31) Y = }(A2—B%-L[(A 4 BS)yy-+ (A —BS)w].

On peut ramener Péquation (30) an probleme de décowmposition,
en éerivant

(4 —BS8)Sw = (A —BS)S (wt-- w*) =
= (4 —B)wt— (4 +B)

(A —B8) (whr—w™)

Ent posant
(32) wy = (A+BS)Sy,
nous obtenons le probleme suivant

(33) (A—B)wt— (A4 B)w~ = w,

associé au probléme (22).
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En outre, si y est donné par la formule (31), nous pouvons caleuler .
En effet, d’apres les formules (30), (31) et (32) nous avons les deux égalités
(A—B8)Sw = wy,, (A—BS)w = wy,

ol I'élément w, est donnée par la formule (3:
suivante:

2), Pélément w, par la formule

wy = 2(A2—B%)y— (4 -+ BS)y,.

Nous avons ensuite
(4 —BS)(wtr—w~) = wy,

(34) (d—BS)(wt+w~) = w,.

En ajoutant et en soustrayant les équations (34), nous obtenons
(4 —BS)ywt = (4 —BS)w—

F(wi+wg), = F(w1— 1)

et finalement

(33) = }(d—B)7(w; + we)+ F(A +B)~* (1w, — )
%(AZ Bz) (A +B) (w0 +wy) + (4 —B) (w,— wy)]
= (42— B?)~1[ 4w, + Bw,] )
= (A2—B2) 7 {A[2(42 - B2y — (4 +B8)y,]+B (L +BS) Sy}
— (42— BY1[2 (42— BYy + (42— ABY+BAS+ B2y, ]
= (A*—B2)71 24 (42— B2y — (4*—B?)y,]
= 24y — 1y,

si 'on observe que AB = BA.

Nous pouvons écrire les formules analogues aux formules (31), (30),
(35) pour DPéquation (20), mais sous I’bypothése supplémentaire qu’il
existe une operation B! inverse de l'opération B. Dans c¢e cas nous
pouvons écrire 'équation (4--BS)zx = x, de la facon suivante:

B(B1A+8)w = &,
d’ol, en posant

(36) 4" =B"14, B =-I, u=DB"g,

Péquation équivalente & ’équation (20) devient:
(37) (4"—8BYx = x.
D’aprés les considérations précédentes, nous obtenons une solution

(38) & = }(A"2—B)1[(A +B'S)wy+ (4’ —B §w']

'l existe un élément ' tel que ’équation suivante soit satisfaite:

(39) (4'—B'8)Sw' = (4'+B’'8)8z,.
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Mais, daprés (36), nous pouvons éerive la solution sous la forme
(40) W= (BrAR—IL[(Bt A —8) g+ (B A 8)w' )

1
1
1B A Bz)—~1 [(A—8B)B- oy (4 +-8B) B-1w']
1

li

‘ = B (A2 — B2 (A —8B) B-2wy+ (A-1-8B) B-2¢],
oil
(41) b= Bw'.
La conditiorn. (39) peut 8'éerive sous la Lorme
(BAA-8)Sw' == (B4 A —N) Sy,
d’olt
(42) (AA-SB)BL8B-Y = (A -8B B-1SB L.
Nous voyons ainsi que la solution de 'éguation (20)
(43) ¢ = }B*(A42—B2)"1[(4d —8B) B2y~ (A -8 B) B-2¢]

cxiste, si ¢ satisfait & Véquation (42).
Inversement, si # est donné par la formule (43), alors nous pouvons
exprimer w’ gous la forme

(44) w = 24" w—w, = 2B~ do— B-1w, = B-1(24w— m,),
d’olt
(45) t = 24w —u,.

Done les formules (42), (43), (45) jouent pour Péquation (20) le mémwe
role que les formules (30), (31), (35) pour I’équation (21), sous Phypothése
supplémentaire que 1'opération B admette une opération inverse.

On peut facilement résoudre le probléme de décomposition. (23)
dans un cas particulier, notamment pour les opérations ¢ et D qui ont
les propriétés suivantes:

X+ C X+, i UX-C X-,
DX-C X-, (1) DX+C X+,
Dans le cas (I) Pégalité (23) est dquivalente aux deux dgalités

Out = wuf, —~Du~ =y,
d’olt la solution:

= wtu~ = O-lyf — Dty = 0-1D-1(Dug —Cuy’).

En outre, le probléme associé (24) aura la solution suivante (sous la con-
dition (I1)):

u = O-1D-(Ou;f — Duy).
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Par exemple, le probleme (22) sous la condition (I), aura la solution
suivante:
u = (4*—BY)~[(4—B)aj — (4 +B)ay ]
= (42— By (—B+48)a,
= (A*—B*)~1 (4 —B8) S,
d’ol la solution de 'équation (20):
@ = Su = S(42—B2)~1(4d —BS) Sz,
Le probléme (33) aura, sous la condition (IT), la solution suivante:
= (4*—B*)~ [(4d+B)wi — (4 —B)wyg ]
= (A*—B) 3 [(4+B)(I+8)— (4 —B)(L —89)](d + BS) ¥y,
= (42—B2)~1(B+A8)(4+BS)Sy,
(42—B2)~1(4 +B8) 8 (4 + BS) 8y,

d’ott I'on obtient une nouvelle formule pour la solution de I'équation

(21):
¥ — B2 (A +BS)yy+ (4 — BS) (A2 —B) 1 [(4 +BS) 8Ty}

(A2—B2)1{(4 +B8)+ (4 —BS) (42— B~ [(4 +B8) 812} 9.

[CE T
—

4(*). Les conditions suffisantes. En s’appuyant sur les considéra-
tions précédentes on peut formuler les théorémes suivants:

THBOREME 6. Si les opérations A, B, linéaires et commutatives, ad-
wetient des opérations inverses aum opérations A-+B, 4 —B, Péquation (21),
(4 —8B)y = y,, admet pour chaque y, une solution

(46) y = $(42—B3)"1[(4+BS8)+ (4 —B8)S(4 —B8)* (4 +BS) Sy,
sous la condition suffisante que Vopération
(47) A—BS
admette une opération inverse (A —BS)-*
Démonstration. D'aprés la formule (30), (31), léquation (21)
admet une solution, s’il exigste un élément w tel que
(A—BS)Sw = (4 +B8)Sy,.
Mais, d’aprés Phypotheése (47), Popération (4 —BS) admet une opération
inverse, d’ou
Sw = (4 —BS)"1(4 +BS) Sy,
et
= §(4 —BS8)*(4+BS)8y,.
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Done, Q’apres (31), la solution existe pour tout y, of clle a la forme
(46), ¢. q. £. d.

Par analogie nous obbenons, d’aprés (40), (42):

THROREME 7. Séles opérations A, B linéaires et commutatives, admettent
des opérations inverses aum opérations A --B, A —B, si en outre Vopération
B admet une opération inverse B-1, alors Déquation (20), (A -+-BS)x = x,,
admet pour tout @, une solution
(18) @ = LBA2~B2 (A —SB) B2}

4 (A+SB) B1SB YA SB)y (A —~SB)BI8B

sous la condition suffisante que Popération
(49) - A-+SB
admette une opération inverse (A --8B) .

5(*). Les conditions nécéssaires. Soit dans Uespace X une forme
Dilinéaire {xz,y)> ayant les propriétés suivantoes:
Pour o, y,zeX arbitraires

1 Kyywy =@, 90

(2) ey yy = Aw,y> (A est un nombre complexe),
@ Loty =L, D4y, 9,

(4)

oty = 05 o=y g = 0.

Nous appellerons cette forme pseudo-prodwit scalaire. Si <@, y)> =0,
nous dirons que les éléments x, y sont pseudo-orthogonaue. Si {dz,y) =
= (&, By) (pour tout &, y < X), nous divons que les opérations A et B sont
pseudo-adjointes.

Remarquons ensuite que (d’aprés la propriété (4)) la forme (o, ¥)
dépend de Vinvolution S.

TagorEME 8. Lopération —8 est pseudo-adjointe & Vopération S:
(50) (8w, Yy = <w, —8)
pour %, yeX arbitraires.
Démonstration. D'aprés la propriété (4), nous avons
Bwy yy = Sot 488~ 4> = (ot —a~, yd= (b, y)>— <™, i)
= @, Y+, Y=o, Yy~ gy = Gt Y=oy )
= —[H e =, e = -8y, @) = (w, -8y,

d’olt la conclusion.
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Soient les opérations 4, B pseudo-autoadjointes, ¢’est-a-dire satisfaisant
aux égalités:

Az, y> = <, Ay>,  (Bwyy> =<z, By>
pour x,yeX arbitraires.

TakoREME 9. Si les opérations A, B sont pseudo-autoadjointes, les
opérations A-+BS et A—BS le sont aussi:

(A +BS)z,y)> = <=, (A—SB)y>
pour z, y arbitraires.
Démonstration. Nous avons
(4 +B8)x, y> = (s, y>+{BSx,yy = <, 4y>+ Sz, By)
= (w, 4y>+ (&, —SBy> = (=, (4 —8B)y>.
THEOREME 10. Si les opérations 4, B sont pseudo-auioadjointes, la
condition nécessaire dexistence d'une solution de Végquation (20) (ow (21))
(A+B8)os =2, (ou (4—8B)y = yo)
est la pseudo-orthogonalité de Lélément x, (0w y,) & chague solution déquation
pseudo-adjointe homogeéne:
(A—8SB)y =0 (on (44+BS)x = 0).

Démonstration. Soit y une solution arbitraire de P’équation ho-
mogéne: (4 —S8SB)y = 0.

Si équation (A +BS)e = », admet une solution x, alors, d’aprés le
théoréme 9, nous avons:

@y, 4> = (A + BS)x, y> = (&, (A —8B)y> = <r, 0> =0,

done la condition est néeessaire. La deuxiéme partie de la conclusion
s’établit par analogie.
Remarquons que la condition

(53) oy yy =0

‘n’est, en général pas suffisante. Par exemple, si {a, ¥> = 0, cette condition

est toujours satisfaite, alors que I'équation (20) peut ne pas avoir de solu-
tions. .
Considérons encore une fois les opérations:

A+BS, A—-SB, A+SB, A-—BS.
Nous avons démontré (dans le théoreme 6) que les opérations

(54) A—8B, A—BS
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ou bien admettent tountes denx des opérations inverses, ou bien n’en ad-
mettent pas. Bn substituant —B au lien de B nous obtenons ce résultat
pour les opérations

(55) A--B8, A-+8B.

Dautre part, chaque opération (h4) admet nne opération pseudoadjointe,
respectivement 4 +BS, A-+SB done les opérations (55). En outre,
les opérations (54) conduisent au méme probléme de décomposition (ce
qu’on peut facilement constater) ot les opérations (55) auw probléme associé
au précédent. Done, on peut dire que le couple d’opérations [4 - BS, 4 -
+8B] est pseudo-adjoint an couple [A —8B, A —BS] et que les composan-
tes d'un couple ne différent pas essentiellement. Kvidemment, pour
I'opération B commutative avee linvolution §:

(56) SB = BS,

les composantes d'un couple sont identigues. Mais, en général, Iégalité
(56) n’est pas vraie et il faut considérer, ‘outre V'opération A4 --BS, anssi
Popération 4 --SB. Remarquons que ’on peut éerire

A+BS = A+8B--(BS—SB),
ol la composante BS—S8B n’a pas d’influence sur Pexistence d’une solu.
tion de l'équation consgidérde.

6. Régularisation d'une équation involutive. Théorémes fonda-
mentaux. Soit X un espace de Banach (c’est-a-dive un espace linéaire sur le
corps des nombres complexes, normé et complet). Soit X* 'espace adjoint
4 l'espace de toutes les fonectionnelles linéaires définies dans X. Soit une
opération linéaire T qui transforme 1’espace X en lui-méme. Considérons
les équations suivantes:

(1) (I+Ta =0, (1"
(1) T+T)z = 2, (1

(I4+-Tye* =0,
I+TY 2" = ay,
ol @, myeX, o, ay e X" T est une opération lindaire, adjointe & l'opéra-
tion donnée T

On appelle T' opération de Fredholm, si T véritie les trois théordmes
sunivants:

(a) Le nombre des solutions linéaires indépendantes de 1équation (1)
est fini.

(b) Les équations (1) et (L) ont le méme nombre de solutions linéaires
indépendantes.

(¢) La condition nécessaive of suffisante pour que Dégquation (1') (resp.
(1)) @it une solution, est la suivante:

ai(m) =0 (resp. ot (my),

icm
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o #i (£=1,2,...,n) désignent toutes les fonctionnelles linéaires indé-
pendantes qui sont les solutions de Déquation adjointe homogéne (1) (resp. w;
désignent toutes les solutions linéaires indépendantes de Uéquation (1)).

On sait gue D'opération adjointe & une opération de Fredholm est
aussi une opération de Fredholm.

Soit X l'anneau de toutes les opérations linéaires sur Despace X et
J C X un certain idéal des opérations de Fredholm, c’est-a-dire un en-
semble qui satisfait aux deux conditions:

(i) 8i Ted, alors T est une opération de Fredholm.

(if) 8i Toe X, Ty, Tyed, alors aTy+ plyed, T.Tyed , ToTied , Ty Toed
(a, B désignent des nombres complexes arbitraires).

Nous appellerons T' opération réguliére, s’il existe un idéal J C X des
opérations de Fredholm tel que TeJ (1).

Si T est une opération réguliere, Iopération adjointe T* est aussi
régulidre. En effet, en désignant par J* I'ensemble de toutes les opéra-
tions 7% qui sont adjointes & T'eJ, nous avons (Tye Y, T, Tyed)

alf+ 8BTS = (aTy +FTs)* e J*,
TITY = (TyT) ed*,  T3TF = (T, Ty)*eJ™,

done J* est un idéal des opérations de Fredholm.
Evidemment, toute involution S n’est pas végulidre, mais d’aprés
la propriété (ii), pour tout TeJ on a
S8Ted, TSed.

Remarquons ensuite que ’opération S, adjointe & l'involution S
est aussi une involution, puisque

7

(82 = (8 =TI"=1.
Considérons une opération involutive:

(57) K = A+BS+T

ou Tel, 4, B satisfont aux conditions suivantes:

(58) SA4—A8eJ, SB—BSed.

11 suffit de considérer les opérations de la forme (57) d’aprés Pégalité
suivante:

(59) 8B = B8+ (SB—BS),

() On ne sait pas si 'ensemble de toutes les opérations de Fredholm est un
idéal.
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dlolt
(60) K o= A-|-BS|-T = A+8B4-1T,,

ot Ted, T = T—(SB— BS)ed.

Si les opérations A B et A -1 admettent des opérations inverses
of Tes conditions (58) sont satisfaites, nous appellerong Popération K —
opération normale.

Dans la suite nows allons considérer seulement les opérations K nor-
maleg. Remarquons que

(61) (N = AR = AR e A T
si SA~AS8eJ. Done, si Vopération K est normale, Popération adjointe
I* = A* 4 §* BT est aussi normale.
Posons:
(62) S =A+B, D=d-—B.
TatorEME 11. 8% les opératdons Ky = A, +B,S+T, ¢t Ky, = 4,1+

+ By ST, sont normales, leur superposition K, = I K, est aussi
normale et

Ay = A, A,+B,B,
(63) 3 14+ By By,
By = A, By-- By B,,
) 8; = 8,8,,
(61) ) (8 = Ai+B;, Dy = 4;—B;; i =1,2,3).
D, =D, D,

Démonstration. Nous pouvons éerire:

K=K, K,= (4,+B,8-+-T,) (Az‘}“BzS‘FTz)

= A Ay A ByS+ A, Ty-By S A+ By SByS +By 8T+ Ty Ayt -

+T,By8+T,T,
= Ay Ay+B, By+ (A, Byt By Ay)§—B, By— By Ay 8-+ B, S A,+
By SB S+ By STy +- Ty Ay Ay Ty 41y By ST, T,

= A3 +B,8+ T,
on

Ty = By (84,—~A4,8)+ B, (8ByS — By) 4 By STy -1, By S - T, Ty-+-
A, Ty T A,
= By(84,—4,8)+B,(8B,— B, 8) §+ B, 8T, - T, By 8-
+ T Ayt Ay Ty + T, T,

et, en vertu des hypothéses et de la propriété (i), Tyed.
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En outre
Sy =A3+B; = 4, 4,+B,By,+A4,B,+B, 4,
= (4;+By)(4,+Bs) = §,8,,
Dy=A;—B; = A, 4,+B,B,—4,B,—B, A,
= (4,—B,)(4,—B,) =D, D,.
Les opérations K, et K, sont normales, done les opérations inverses

exigtent:
87 = (4;+By)t, Di' = (4;—B) (i=1,2),

d’on résulte Pexistence des opérations inverses:
S:{_I — S‘l’ 1S1_1, Ds—l — —DE_IDTI

ot Dopération K, est aussi normale.
Nous appellerons P’opération normale

K, = 4,+B,8+1T,
régularisateur gauche de 'opération normale K, si pour leur superposi-
tion K, = K, K = A;+B,8+T, on a
(65) - B, = B,A+4,B = 0.
Par analogie, 'opération normale Kz = d4,;+BgS+T est un 7é-

gularisatenr droit de Popération K, si pour Ky = KK; = Aj+BiS+T;
on a

(68) Bj = AB;+BA; = 0.

Si les opérations 4, B sont commutatives, nous obtenons évidemment
les régularisateurs en substifuant:

(67) By=B,=—B, d;=4,=24,
d’olt )
(68) K;=EK,=A—BS+T,, Ted,
ou: bien

(68") K;=K,=A—8B+T,,

o T, =T,+8SB—BSedJ.
Alors Iopération
(69) ° K,=A-8B
(on A et B sont commutatives) sera dite régularisateur simple de Vopé-
ration normale K.
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CoroLLATRE 1. 8¢ pour les opérations A, B, on a AB = BA, Vopé-
ration normale K = A-+-BS+T admet towjours wn régularisatenr simple
K, =A—8B.

THBOREME 12. Le nombre & des solulions linéaives indépendantes
de Déquation normale homogéne

(70) Ep=10

est fini, si Vopération K = A+BS+T est normale (AB = BA).
Démonsgtration. Soit K, le régularisatenr simple de Popération K.
Alors KK =K, = (A*—B)(I+-I') ot 1"¢J et Péquation homogeéne
K,z = 0 admet un nombre fini &, des solutions linéaives indépendantes,.
Mais, si &k désigne le nombre des solutions linéaires indépendantes de
léquation Kz = 0, nous avons évidemment % < k., d’olt la conclusion,
TugoriME 13. Sous les conditions du théoréme 12, I'éguation
(71)
(@ye X est donné) admet une solution, si la condilion nécessaire et suffisante
sutvante est satisfaite:
(72) i (m) =0,
oyt (4 =1,2,..., k%) désignent towtes les solutions linéaires indépendan-
tes de. Uéquation homogéne adjointe
(78) E*y* = 0.
Démonstration. En régularisant 1’équation (71), nous obtenons
Péquation
(74)

Ky = u,

Ko = K,

ol K, = K, K. L'équation (74) admet une solution sous la condition
nécessaire et suffisante que

{75) Z*(.Krwo) =0,

ol #* est une solution arbitraire de 'équation (K,)*z* = 0 adjointe
A }’iqua.tl’?n (T4). Mais on a (K" = (K, K)* = K*K}, d'oh, en posant
K;2" = 4", nous obtenons, d’aprds (75), la condition suivante:

0 = 2*(K,.m) = K}e(m) = 4*(a,),

oh y* d_ésigne une solution arbitraire de 1’équation (73). Il en résulte la
c.onel.umon du théordme, si nous désignons par &* le nombre des solutions
linéaires indépendantes de Téquation (73).

TeRoREME 14. Sous les conditions du théordme 12, la différence

= k—k" du nombre k des solutions linéaires indépendanies de 1équation
homogéne

icm
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et du nombre k* des solutions linéaires indépendantes de U'équation. homogéne
adjointe
(77)
ne dépend que de A, B et S.

Démonstration. En régularisant les équations (76) et (77), nous
obtenons les équations suivantes:

(78) E,Kz =0,
(78" K*Ers* =

E*'y* =0

(y = :3*):

ot K, = A —S8B désigne un régularisateur simple. En. désignant le nombre
des solutions linéaires indépendantes de 1'équation (78) par ¥ et de
Péquation (78') par k', nous avons évidemment

(79) Ty =Tk
(K ,KEed, By E* ¢ J*). Mais, ’aprés le théoréme 12, nous avons

Fr=Fk+a (a0, I =L+b(}=0),

d’oti, d’aprés (79), k —k* =b—a.

Les nombres a, b sont déterminés par le régularisatenr simple K.,
qui ne dépend que des opérations 4, B et S. Il en résulte la conclusion
du théoréme 14.

7. Exemples des applications. I. Soit X I'espace des fonctions f(%)
bornées dans lintervalle (—oo, o). Soit une involution S déterminde
par 'égalité:
(80)

Nous aurons

Sf(t) = f(—1).

FH) = %(I+S)f(t) = ff(i)i:f(;”,
) = %(I—S)f(t) = I(_t)lgf_(i?)

et 1a fonetion f* (1) est paire: f+(t) = f+(—1t), la fonetion f-(¢) est impaire
f-(—1t) = —f(t). Donc lespace X+ se compose de toutes fonetions
paires, Pespace X+ — de toutes fonctions impaires et la décomposition
connue d’une fonction f(f) en une somme de fonetions, paire et impaire,
correspond & la déeomposition de l'espace X par Iinvolution (80).

II. Soit X l'espace des matrices carrées (a;) de rang n. Soit linvolu-
tion § suivante:

S(au) = (o),

Studia Mathematica XX 8
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c.-a-d. 8 est une transposition de la matrice (ay). Alors
(@)t = F(L+8) () = Sy - @),
(a)~ = (L —=8) (@) = Hay—a).

Ta matrice (ag)" est symélrique, car a-- ay = @y + ay, la matriee
(o)~ oSt antisymétrique, car diy— ay = — (@ — ;). Done la décompo-
sition connue d'une matrice en sorame de matrices symétrique et antisy-
métrique correspond & la décomposition de Uespace X par la transposi-
tion 8.

III. Soit L un are régulier et fermé de Jordan. Soit X Despace
des fonetions f(¢) complexes, vérifiant sur L la condition de Iolder:

(31) PO —=Fl < elt—1]",
0 < pu <1 est fixé, Soit la transformation intégrale de Canchy:
(82) sf=— (I g Ly {f ) g,

i 7 T—1 T gs0 0, T—1

ol I, désigne la partie de Parc L située & l'intérienr du cercle |2 —1| < e
On sait que cetfie transformation est une involution [8]. On peut facilement
constater que X+ est l'espace de toutes valeurs limites intérieures des
fonctions holomorphes dans le plan de la variable complexe (sans l'are
L) et bornées & Vinfini; X~ est 'espace de tontes valeurs limites emtérieures.
BEn effet, la fonction f(t) est une fonction limite intérieure d>une fonetion
holomorphe sous la condition nécessaire et suffisante:

1 rf)
(t)“:c.i“if T—1

En éerivant cette condition sous la forme (I — 8)f = 0, nous obtenons
FF=3I-8)f=0, f+=}I+8)f.
Par analogie nous obtenons pour les valeurs limites extérieures
fr=4I+8)f =0, f=3I-8)f.
Done toute fonction f(t) satisfaisant & la eondition (81) peut étre
reprégentée sous la forme suivante:
(83) @) =@ +f-)

ol f*(f) est la valeur limite intérieure d’une fonction holomorphe, f- (1)

}fa valeur limite extérieure. Dans ce cas le pseudo-produit sealaire a la
orme

(84)

dr = 0.

S = [fgma
L

icm
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le produit scalaire est

(83) ;9 t)ds,

= | flvgl

i
oll ds désigne 1'élément de longueur de I'arc L. Si les opérations 4 et B
désignent une multiplication par les forctions A4 (t) et B(t) (qui vérifient la
condition (81)), alors nous obtenons la théorie bien connue des équations
intégrales singulidres (voir [8] et [5]). Le probléme de déeomposition est
alors le probléme de Hilbert aux limites pour les fonctions holomor-
phes.

IV. Si L désigne Pensemble de p ares réguliers et fermés de Jordan,
qui sont disjoints, et X l'espace des fonetions complexes qui satisfont
4 la condition (81), toubes les considérations de lexemple IIT sont
vraies.

V. Si L désigne un arc de Jordan, régulier et fermé & Pinfini (voir
[11]) et X est lespace des fonctions complexes satisfaisant sur L aux
conditions suivantes:

(86) Tm f(#)] < +o0,
{0
. ‘ ‘ 1 1
(87) W =ft) < e~ — |
[ ] 10 !
(0 < p < 1 est fixé, z, n'appartenant pas & L, est arbitraire), alors toutes

les considérations de ’exemple IIIL sont vraies.
VI. 8i 'are I n’admet pas de tangente continue aux points ey, ¢,
.y Cpy OU AUX PoOints ¢, ¢y ..., ¢, les fonetions données ne sont pas
continues (par exemple, si en ces points 42— B? = 0) on peut aussi appli-
quer considérations précédentes. W. Pogorzelski ([10], . 598) a notamment
démontré le théoréme suivant:

Si L est une ligne fermée Jordan, composée d’ares réguliers ;, orientés
d’accord avee lorientation positive sur L et ¢y, ..., ¢, désignent leurs
points communs, si X désigne un espace i, c'est-d-dire lensemble de
toutes les fonctions complexes f(t) déterminées pour t'# ¢, (v =1, 2, ..., 03
teL), satisfaisant aux inégalités suivantes:

(i
o< —

Ty

[n1t—‘6),,_1l |t“‘(/’vHu
FO—f)] <~y 2Bl
{H = oy | [t — s i]“*"

(ot le point ¢, vient aprést; 0 <a <430 < p < L1—a; €yl =45 01, Cs
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sont des constantes positives), alors la transformation intégrale (82) est
une involution (¢ # e,).

Bvidemment, dans ce cas, on peut appliquer toutes les considéra-
tions de l'exemple IIL. La supposition « << § w’est nécessaire que pour
la détermination du produit scalaire (85) (et évidemment du produit
(84)). Le théoréme cité est vrai pour o < L.

VIL. Soit X l'espace de toutes fonctions continues dans Pintervalle
[0, oo] et satisfaisant a Pinégalité suivante:

(90) [ F@#as < oo

0
(le nombre natuvel & est fixé). Soit wne transgformation intégrale:
(o1) Sf = [ FO8 Vo yplst) d,

0

ol Vi(w) = Jy(w)fa"y J(w) est une fonction de Bessel (de premier genre)
de rang k. S. Bochner ¢t Chandrasekharan ([2], p. 75) ont démontré que
S8feX et S(Sf) = f, done 82 = I. En outre, si B, désigne espace eucli-
dien & %k dimensions, 7f désigne la transformation de Fourier dans ceb
espace, 8l f est une fonclion radiale, ¢’est-&-dire, pour z = (2, ..., n,),

fl@) = fVat .. 4af),

alors la transformation (91) est aussi une involution et nous avouns, entre
cefte involution et la transformation de Fourier la relation:

8 = (2m) T,

Tous ces exemples se généralisent facilement pour les systéwes de
fonetions et d’équations.
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