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where ©
81y 400y S 81y .09 8
(67) '0 ( 1 y n) n m( 1 H n).
Biyeeey mZ= m! By eeny ity

If every one-point subset of I’ h a positive measure, then 6(s, ¢) and

815 enes & Sy eer
consequently, also &, ( tl t” ( tl’
n 1 -

series (66) converges pomtvnse n=1,2,

's”) are functions, and the
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Réfractions non-hilbertiennes
d’une transformation symétrique bornée

par

G. L. KRABBE (Lafayette, Ind.)

1. Introduction. Dans tout ce qui suit, x4 est une mesure sur un clan
de parties d'un ensemble w, et L est ’ensemble des fonctions étagées
wp-mesurables sur o. Remarquons que I’ est partout dense dans l’espace
de Banach %, = {z: o] <;<< o0}, o1

lalye = (f loPan)’s

nous supposerons désormais que 0 < » < 1. Soit % I'ensemble des trans-
formations symétriques bornées de lespace hilbertien %,,. Posons
HE et

|H|, = sup{]|Ha|y: weLl’ et o]y, <1}

Roit H® la restriction de H & L°, et désignons par H, le prolongement
linéaire continu de H° & X,; nous dirons gue H, est la ,réfraction” de H.
Précisons: H, est Punique prolongement de H® appartenant & I'ensemble
&, des endomorphismes continus de X,. Il est clair que H possédera une
réfraction si et seulement si |H|, 7= oo.

Rappelons qu'il exist une bijection H — FE de 9¢ sur Vensemble des
familles spectrales (cf. [13], pp. 174-176). Nous noterons “; l'ensemble
des transformations H appartenant & % telles que

(i) co # sup |B¥ (D))

oo<i<oo

lorsque 0 <s <1.

Nous supposerons désormais que HeW;. On verra (au n°. 2.8) que H
posséde une réfraction H,; en outre, H, admet une décomposition spec-
trale (bien que H, ne soit pas nécessairement un ,spectral operator”
dans le sens de N. Dunford: voir n. 3.4 et § 5). La réfraction hérite de H
d’autres propriétés spectrales (1). Par exemple, H, posséde un ,,caleul

(%) I serait intéressant de déterminer quelles antres propriétés spectrales de H
sont heritées par Hy. A ce propos, voir § 5.
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functionnel”: il existe une représentation f-f(H,) dans l'algébre Ery
dont Pensemble de définition F(H,) est une algébre qui contient toute

fonection & variation bornée (2). D’aillenrs,
n n
() si f(A) = D @A’ est un polyndme, alors f(H,) = 3 a,(H,).
g : ; g s (H,)

Iy

Le caleul fonctionnel de H, se rattache & celui de H:
st f(Hyp)eU;, alors f(H,) est la réfraction de F(Hyp)

(pourva que fe%(H,): cf. n° 3.2). La transformation f(H,) peut étre
représentée sous forme d’intégrale, et cela dans le sens de la convergence
uniforme (n°. 2.3).

L’algébre 7(H,) s’agrandit & mesure que I’indice r (de ,,l'espace
réfractant” X,) se rapproche de ,l'indice hilbertien’ 3. 1 n'est pas
étonnant que le calcul fonctionnel f—f(H,) s’enrichisse ainsi & mesure
qu'on se rapproche du cas hilbertien. Préparons-nous & énoncer cette
derniére propriété d’une maniére plus préeise.

Soit JJ un sous-intervalle compact de ] —oo, oo[. Soit W, (J) la famille
des fonctions complexes (sur J) telles que Vo (f) # oo, o1

ol = sup | N1 —Feu P,
Z k=1

ol z pareourt I'ensemble des partitions de J en un nombre fini d’inter-
valles. 8i 0 < p <1, on vérifie facilement que W,(J) est une algébre
de Banach munie de la norme

W = Vu()+ sup (A
Posons
Fold) = U{W,(J): 2Ir—3| < p <1}.
Soit JZ le plus petit intervalle fermé contenant le spectre de H; nous

écrirogs F(H,) au lieu de F,(J¥). Notons que F(H,) contient la famille
Wi(J7) des fonctions & variation bornée. Il est facile de vérifier que

r—H <ls—3| entratne F(H,) ?3& F(H,).

Rema,rqu?n§ enfin que, si les indices des espaces réfractants %, et X

sont symétriques par rapport & lindice hilbertien 4, alors F(H,) = F(H).
T@OREME PRINCTPAL. Supposons que H e¥;: il emiste alors un homo-

morphisme f — f(H,) de Dalgébre F (H,) dans Valgébre C.; cet homomor-

(2) On a évidemment H — K 1/2- Rappelons que H posséde un calcul fonctionnel
trés ,,riche” (cf. [12], chapitre 9).
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phisme satisfait & la condition (ii). Si 2[r—%| <p <1, alors f— f(H,)
est une représentation continue de Dalgébre de Banach Wy, (J%) dans ¢,.

1.1. Applications. Soit {P,: new} un systéme orthonormal, ot w
est une partie du groupe additif w, des entiers rationnels. Prenons pour u
la mesure de Haar dans w,. Ainsi, %, est maintenant un espace de suites
complexes, qui est couramment noté Iy,. Si wel’, alors fi.(z) désignera
la suite des coefficients de Fourier de la fonction f-, oi -

Fa0) =F0) Y @, 0,(4).
L’application fu: #— f.(¢) s’appele une ,multiplier transformation®’
(cf. [4]). Soit I' la fonction identique I'(1) = 1; dans certains cas
(d examiner dans le §4), I}, posséde un prolongement H de L' & %,
tel que

(iti) st feF (H,), alors |fyle 5= oo, el f(H,) est la réfraction de f,.

C’est, par exemple, ce qui se passe quand {D,: new} est le systéme ortho-
normal des polynoémes de Legendre (cf. no. 4.2). I1 en est de méme si
{®,: new} est le systéme orthonormal trigonométrique sur J = [0, 1]
{voir le no. 4.3).

2. Préliminaires. Dans tout ce qui suit, 0 <7< 1 et He¥,;. En
vertu de Phypothése (i), nous pouvons définir une fonction B, telle
E, (1) = B¥(2), (pour AcJH), ott BF(1), est la réfraction de BZ(1). Le
présent paragraphe est, en grande partie, un résumé de certains résultats
qui se trouvent dans mon article [8]. Posons

Vo(f) = sup sup |f(2e)—f(2x1)l
2z 1<gk<n
oll z parcourt ’ensemble des partitions de J% en un nombre fini d’inter-
valles. Soit T une transformation linéaire de X3 DOUS pouvons poser

(2.0.1) Tey= [y To-du (pour zeL’ et yeLP).
¥

Notons que

{(2.0.2) [T, = sup{|Tayl: 6 Uy ot ye Uy},

ot U, = {eL’: |lo],; <1} lorsque 0 < s < 1. Posons
(2.0.3) Vip,r) = sup{V,(BL,): welU, et yeU,_},

ot E;, est la fonction telle que EZ (1) = EY (M)s,y (pour AeJ¥).
Puisque B¥ est une famille spectrale, il s'ensuit que V(1, ) # co. D'un
autre cOté, on voit facilement que la fonction (p,r)—logV(p,r) est
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convexe dans le rectangle 0 < p, » < 1 (voir [8], n°. 5.2). Mais V (0, s) s2co
lorsque 0 <<s <1 (en vertu de (i)). Par conséquent, V(p,r) # co si
le point (p,7) appartient & l'adhérence du segment de droite joignant
le point (0, s) au point (1, $) (voir fig. 1). Nous noterons N la réunion
de 10, B[ avee l'intérieur du triangle OPB (il est entendu que le segment
de droite ]0, B[ = {(0,s): 0 <s<1}).

2.1. Remarque. Supposons que 0 <<« < 1. Il est facile de vérifier
que

(a,7)eR  si et seulement si

2r—% < 1—a.

-
(01)=8 ‘

9) P=(14)

(0) S) 1
00)~0

<y

bv

a=1—p
Fig. 1 Fig. 2

2.2. LEMME. On suppose que 0 < r < 1 et que v # . Alors la condition
2lr—3l < p <1 entratne Vexistence @ un couple numérique (o, m) tel que:

r 0<o<let0<m<l,

20 2o—}<p <1, et

3 r=m-3+(l—m)o.

Démongstration. Pogons ¢ = 1—p. Du mno, 2.1 il découle que
(a, r)f%; en vertu de la configuration de la région R on voit facilement
(cf. flg' 2) qu'un point @ = (a, ¢)eN peut toujours étre choisi de telle
maniere que 7 se trouve entre ¢ et 4. La démonstration s’achéve en appli-
quant le n° 2.1 une derniére fois.

_ 23. Notations. Soit 3 (resp. 3) l'ensemble des couples (¢,0) de
suites ¢ = (Eplocken O 6 = (Orharen telles que —oo < fp_; < By <
< < oo (resp. —oo < &y <6y, < £y < 00) pour 0 < k< . Si FeF (Hyp)
et 2 = (£, 0)e3, nous poserons

8(fr2) = ) F(0) (B (L) — BT (5y.,)).
k=1
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Si les couples & = ({, 0) et 2’ = ({’, §) appartiennent & 3, nous écrirons
2 <z sl {{p: 0<k<n}C{f: 0<%k <n}. Lensemble 3 (resp. 3)
est un ensemble ordonné filtrant pour la relation <, et nous noterons A,
(vesp. 4,) la limite (dans Iespace normé ¢&,) de 'application z — § (f, 2)
suivant 'ordonné filtrant 3 (resp. 3). Remarquons que 4, est I'intégrale
de Pollard-Stieltjes (cf. p.261 dans [1], ou bien p. 79 dans [7]), tandis
que A, est ce que T.H. Hildebrandt appelle ,l'intégrale modifiée de
Pollard-Moore-Stieltjes” (cf. [2], pp. 269-273).

La définition de 4, est équivalente & celle qui distingue (dans [8],
§ 9) Pintégrale

(&) f £-aB,;

done cette intégrale coincide aveec A, (dans le cas qui nous occupe, bien
entendu, ¥ = B¥). Posons

FE) = () § (1) AB7 (1), = 4, = (&) § B,

2.4. Remarque. Si f est une fonction complexe continue sur JZ,
il est facile de vérifier que

F(H,) = [f(2)-aB" (2),,

ot 'intégrale & droite est une intégrale ordinaire de Stieltjes (définie comme
dans [12], p. 270). :

2.5. LeMME. Supposons que feF(Hy,) et € > 0. Dans ces conditions,
il ewiste un element z, de 3 tel que, si 2y < 2e3 et 2, < 2' 3, alors

(2.3.1)

(2.4.1)

IS(fy z)—S(f, zl)tlﬁ < E'V(ly 3.

Démonstration. Voir [8], no. 8.6.
2.6. THROREME. La condition feF (Hyp) entraine Vemistence de f(H,;).

2.7. LemmE. Supposons que 0 <o <1l et 2|o—%] <p <1. Dans
ces conditions, il existe un nombre ky, , > 0 et un point pe[0,1] tels que

I8(f; &) < kp,a'v(iﬁa o) W(f)y < o0

pour chagque feW,,(JH) ot chaque ze3.

Démonstration. Voir [8], no. 7.6.

Remarques. La démonstration du n°. 2.7 s'appuie sur une inégalité
décounverte par L. C. Young [14]. Rappelons que W(f), est la norme de
Pespace de Banach W,(JZ). Nous avons déjd noté que V(1,}) s oo
(puisque E? est une famille spectrale): le n°. 2.6 découle done immédia-
tement du n° 2.5.
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2.8, THEOREME. 87 He%; et 0 < o <1, alors |H|, 5 oo.

Démonstration. Soient #eU, et yeU,_,; il s'ensuit que z et y
appartiennent & espace hilbertien %,,. La notation (2.0.1) nous permet
@’exprimer le théoréme de la décomposition spectrale (cf. [12], pp. 270-271)
comme suit:

(2.8.1) Hyy = [ 2-dB(h),,,.

Posons f(A) =1 et p=1 (doit feW,(J™). Bn vertu de (2.8.1),
il est immédiat que H,, est la limite de 'application z— 8(f,2),,
suivant U'ordonné filtrant 3. Il découle done de (2.0.2) que |H, ,| <k,
V(p, o)W (f);. La démonstration s’achéve en appliquant (2.0.2) une se-
conde fois.

3. Théorémes principaux. Dans tout ce qui suit, nous supposerons
O<r<l,r#*4%et2r—f <p<1 On a vu (au n°2.2) quil existe
un couple numérique (o, m) tel que
(1) r=3%m+to-(l—m) e 0O0<o m<1,

(2) 2lo—} <p <1
11 sera commode de poser

3) F®,0) = Tpo V (D, 0) W (-

Le lemme 2.7 exprime donc le fait suivant:

(4) si feWo(J®), alors |8(f, 2)l, < f(p, 0) < oo (pour ze3).
Une derniére remarque: en tenant compte de (1), la relation
(5) IDly < (IDLh)" (ID1,)' ™™ (pour DeCy),

est une conséquence immédiate du théoréme de Riesz-Thorin (cf. [15],
Pp. 95). ‘

3.1. TutomriMmE. L’application f—f(H,) est une iransformation
Unéaire continue de Vespace de Banach W,(JZ) dans C,.

Démonstration. Soit feW,(J%): il suffira d’établir Dexistence
de f(H,). Posons D = §(f, 2)— S(f,#'). 1l ressort de (5) et de (4) que
18(f,2) <(I8(f, )= 8(f, ) )™ (2 F(p, )™,

et la conclusion découle de (4) et du no. 2.5.

3.2. TeBOREME. Supposons que Te%;. Si T = f(Hy,) et feF(H,),
alors T, = f(H,

Démonstration. Posons D = T— §(f, 2); d’aprés 2.8 et (4), on a
(6) IDle < 1 Tlat+ 18(f; 2)lo < |T]o+f(p, 0) < 00

Réfractions non-hilbertiennes 353

En vertu de (5) et (6), il ressort donec que
|1T—8(f, &)l < (IT—8(f,# |1/2 (|T|c+f D, G)}l_m,

et la conclusion découle ainsi de (6) et de I'’hypothése T = f(Hp).
3.3. TEROREME. Si g, 6t g, appartiennent & W, (JF), alors gy g, Wy (J m,

)

(90°9:) (Hy) = go(Hyr) g1 (H,)-

Démonstration. Définissons d’abord la fonction g, = g, g, telle
que ¢,(2) = go(2)-g:(2) (pour —oo << 4 << o). Il est facile de voir que
W{gs)p < W(ge)p- W (g1), (d’01 notre remarque, dans le §1, que W, (JE)
est une algébre de Banach assujetie & la norme f— W(f),). L'égalité (7)
se vérifie de la maniére suivante. Posons 7', = ¢,(H,) (pour ¢ = 0,1, 2):
vu Dexistence de g,(H,), il ressort que

—
-
—

(8) IT)r #o0 e |T,—8(g,2),<e (1=0,1,2)

pour chaque z suffisamment grand (dans ’ensemble ordonné 3). Ensuite,
on voit facilement que
k3

8(g0,2)8 (g1, 2 Z (00 (B (L) — B (L120)) = 8192, 2),

s
ce qui entraine |g,(H,)—T,Tyl, < |To—8(ga, #)e+N (2), o1
N(2) < [8(goy e 18(g1, #) —Talr+ [T4lr 18 (go5 2) =Ty

La conclusion (7) résulte done de (8) et de (4).

3.4. Conséquences. Les théorémes 3.1 et 3.3 montrent que
Papplication f — f(H,) est une représentation continue de I’algébre topo-
logique W, (J7) dans &; @’olt le ,théoréme prinecipal” que nous avons
énonecé dans le §1. Sin >0, soit I" la fonction telle que I"(1) = A™ (pour
—oo < A < o).

En vertu de la remarque 2.4, nous pouvons exprimer le théoréme
de la décomposition spectrale de la maniére suivante: H = II(Hllg)
(voir [12], pp. 270-271). Or, I'e 7 (H,) et H %¥;; en conséquence, on peut
déduire du théoreme 3.2 que

(3.4.1) H, = I'H,) = [ 2dE™ (A);

les notations ci-dessus ont été définies par les formules (2.3.1) et (2.4.1).
Remarquons que I°(H,) est la transformation identique, et I™(H,)
= I""Y(H,I'(H,) (pour #» =1,2,...). Donec, on voit facilement que
I"(H,) = (H,)" pour tout entier positif n. La propriété (i) du § 1 s’ensuit
immédiatement.

Studia Mathematica XX 23


GUEST


354 G. L. Krabbe

4. Applications. Dans ce paragraphe, nous allons établir leg pro-
priétés annoncées au n°. 1.1. Dans tout ce qui suit, x est mesure de Haar
dans le groupe additif w, = {0, 41, 4+2,43,...} des entiers rationnels.
11 s'ensuit que L° est dorénavant la famille des fonctions (sur w) & support
compact.

Soit J un sous-intervalle compact de ]—oco, co[. Considérons un
systéme (orthonormal complet) {®,: new} de fonctions continues sar J ;
ce systéme est numéroté de telle manidre que w C wy. Si feL*™(J), alors f
donne naissance & Popérateur fy: ® — f.(¢) que nous avons défini au
10 1.1 81 % = (&,),c0y 2lOrs fu(@) est une suite (f#(w),b)ma, telle que

Felah = D o, [f(2)-@,(1)-0,()ar  (pour new).
veEw J
Soit AeJ. Désignons par e(2) la fonction caractéristique de lintervalle
J ~ ]—o0, oo, eest-d-dire:
1 powr

(W) = 0  pour

g0 < 1,
J20 > 2.

4.1. THBOREME. Soit HeW; tel que J7C J, et supposons que, Pour
tout Aed, la restriction de B2 () a L° coincide avec e(A)y. Pour chaque
FeF (J);, il S’ensuit que f(H,) est la réfraction de fa-

Remarques. Nous allons montrer que le 19. 4.1 découle directement
d’un théoréme établi dans un travail antérieur ([8], no. 10.4). Rappelons
d’abord que J7 est le plus petit intervalle fermé contant le spectre de H.
Posons B = B7; il Sensuit que & est une fonction constante au dehors
de JZ, et que

oo # sup |B(1)

~00<<A<00

lorsqgue 0<s <1

(puisque He;, ce qui implique que E¥ vérifie la relation (i)). Supposons
que feF,.(J). Il exists donc un espace Wy, (J) tel que feW,(J) et 2|r— 3|
<P §1. En vertu du théoréme mentionné ci-dessus ([8], no 10.4), il
‘ensuit que f, posséde une réfraction Jyr telle que

Fyr = (&) § f-aB,.

Rag)pelons enfin q}le F(H,) est une abréviation de F,(J). Puisque
feF (H',), }a conclusion f,.. = f(H,) résulte donc de (2.3.1) et du théoréme
3.1. Aingi, nous avons établi la propriété (iii) du §1, c’est-a-dire:

(4.1.1) st feF (J), alors fu, =f(H,)eC,.

D’ailleurs, pm‘sq}w l.lotre systéme {&,: new} est complet, on voit facile-
ment que Papplication f — Ty est biunivoque; il en résulte que DPappli-
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cation. f— fu, est un isomorphisme topologique de Valgébre Wp(JE) sur
une sous-algebre de &,.

192. Premiére application. Soit {P,: new} le systéme ortho-
normal des polynémes de Legendre (en tant que fonctions sur
J = [—1,1]); posons o = {1,2,3,...}. Dans ces conditions on peut
définir une transformation 4 (voir la formule (2) dans [3]), et la formule
T, = €(A)4 définit (pour chaque Aed; cf. formule (5) dans [5]) une
famille spectrale correspondante; c’est-i-dive, B est la fonction 1 - I7.
1. Hirschman [5] note que A4 est une transformation symétrique bornée
dont le spectre coincide avee J; l'article [5] & eomme but de montrer
que la relation (i) est veritiée pour B¥ = H. Il en résulte que A% et
J4 = J; le théoréme 4.1 montre done que

feFe(J) et fur=F(A)eCr.

4.3. Seconde application. Dorénavant, o = w, et @,(1) =
= exp(2mini) pour Aed = [0,1] et new. I. Hirschman a découvert
la relation suivante: |ful. 5= co lorsque feF,(J). Nous allons en dire
plus (3). Si wel,, alors HY% sera la suite (HP,),., telle que

entratne  |ful, 7 oo

A, = @(—Zn)Z D (M), — :

(4.3.1) Py

ol v 7 n. Posons H = H". On vérifie facilement que H est une trans-
formation symétrique bornée dont le spectre coincide avec J, et BE ()
= ¢(A)ap (pour AeJd). Posons xeI’; il est également facile de vérifier
que EZ(Nw = A% —H%%--3z. Il en résulte que |B¥(1), < |HO|,+
+HO, 4 2] <14+2|H9, < oo (cette derniere indgalité a été prouvée
par M. Riesz [11]). Done, la propriété (4.1.1) découle du théoréme 4.1.

5. Autres propriétés spectrales. Dans ce paragraphe, nous retien-
drons les hypothéses du n°4.3: o = wy, J = [0,1], et H sera encore
1a transformation de Hilbert H® (définie en mettant 2 = 0, dans (4.3.1)).
Puisque He%;, il s’ensuit de (3.4.1) que

H, = fl-dEH(l)T.
On tire de [9] qu'il n’existe aucune mesure spectra.lé I telle que
H, = [2-20(&2).

En fait, nous avons établi (ef. [9], p. 461) que E¥ n’est pas & variation
bornée (autrement dit, il se montre que V(1,#) = oo, ot V(1,7) est
T’expression définie par (2.0.3)). Soit 7. la transformation telle que

(*) La découverte de Hirschman est & lorigine du présent travail.
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T2 = (Bpir)neo (pOUr tout ze¥,); done T,eé,. Un des résultats de
Particle [9] aide & montrer facilement que

T, = [ e aE" (2), = D, (H,)

(voir [9], p. 461); ici, nous avons fait usage des notations (2.4.1); la fone-
tion @, est définie au n°. 4.3. Enfin, en ce qui touche les catégories de
N. Dunford, notons que H, et 7, ne sont pas des ,spectral operators”
(cf. [9], p. 462, la remarque de Ciprian Foias).

Notations. 8i R.e&,, notons o(R,) le spectre de R, (en tant qu’élé-
ment de lalgébre ¢,). 8i K est un ensemble quelconque, notons f{K]
Padbérence de image de K par f.

Soit feF(H,). Il découle d’un article de Devinatz-Hirschman (cf. [6],
théoréme 3.2) que o(fy,) = f[J1; on a done o(f(H,)) = f[J] (en vertu
de (4.1.1)). Puisque H, = I'(H,) (voir (3.4.1)), il en découle que o(H,)
=I'[J] =J, don

(iv) s feF(H,), alors off(H,) = flo(H,)].

Remarquons que (iv) est une généralisation naturelle du ,,spectral map-
ping theorem” de N. Dunford (cf. [12], p. 426).

6. Probléme non-résolu. En vue de la remarque ci-dessus, il serait
intéressant de connattre la réponse & la question suivante: La propriété
(iv) est-elle vérifide, en général, quand He¥,? En particulier, (iv) est-elle
vérifide quand H = 42
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Regu par la Rédaction le 7. 11. 1960

Ajouté pendant la correction des épreuves. L'espace-base %, n’est pas
nécessairement un espace d'intégration et opérateur H n’est pas nécessairement
borné; dans un artiele 4 paraitre je vais généraliser les résultats de ce travail au
cas out %, est un ,,espace intermédiaire” au sens de Gagliardo (Inferpolation d’espaces
de Banach (I1I), Comptes Rendus Acad. Seci., Paris, 248 (1959), p. 3388-3390) et
Calderén (Intermediate spaces and interpolation, Varsovie, septembre 1960). Une
note du Bulletin Amer. Math, Soc. (67 (1961), p. 214-218) contient le résumé des
prineipaux résultats établis dans ce travail.
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