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auf seinen Teil abbildet, so besitzt die-Operation x— U(x) so
viele linear unabhingige Nullstellen, wie die zu ihr konjugierte
Operation x*—U* (x*). %)

Gleichzeitig erwihnt Herr Riesz, dafi dieser Satz auch in
vielen anderen lincaren, normierten und vollstindigen Réumen
seine Giltigkeit behilt. Nun hat Herr J. Schauder in einer in
dieser Zeitschrift zu erscheinenden Arbeit den Beweis des Satzes
des Herrn Riesz in ganz allgemeinen Riumen der zitjerten Art
erbracht. ,

Wenn wir aber die Voraussetzung der Vollstetigkeit der
Operation U(x) weglassen, so ist der Satz falsch. Man kann
namlich beweisen:

1. Wean r eine reelle Zahl ist und 7>1, ferner p,q zwei
beliebige aus der Folge ©,0,1,... herausgegriffene Werte sind,
dann gibt es eine im Hilbertschen Raume erklirte lineare
Operation U(x), die ihn auf seinen Teil abbildet, die Norm
gleich r besitzt und dabei haben die Operationen x—U(x) bzw.
x*—U*(x*) p bzw. g linear unabhangige Nullstellen.

2. Im Raume der konvergenten Zahlenfolgen ist jede be-
schrinke Menge schwachkompakt; dieser Raum ist aber nicht
schwachvollstindig. Im Raume der absolut konvergenten Zahlen-
reiher findet der umgekehrte Sachverhalt statt. Wenn nun p, ¢
zwei beliebige aus der Folge ©,0,1,... herausgegriffene Werte
sind und p < ¢ ist, so existiert in jedem der angegebenen Riume
ie eine lineare Operation U(x), die diesen Raum auf seinen Teil
abbildet, die Norm 1 besitzt und dabei ist die Anzahl der linear
unabhingigen Nullstellen der Operation x — U (x) bzw. x*—U*(«*)
gleich p bzw. q.

Wir bemerken endlich, da8 die Satze 1 und 2 unter der
zusitzlichen Bedingung, daBl der Raum X separabel ist, wie auch
der aus ihnen folgende Satz 3, unabhingig auf ganz anderem
Wege frilher von Herrn S. Banach bewiesen worden sind; diese
Resultate sind noch nicht verdffentlicht.

% F. Riesz, Uber lineare Fumktionalgleich , Acta Math, XLI (1
p. 71—98, insh. p. 9598, gleichungen : L (1918)

{Regu par Ia Rédaction le 71. 10, 1929).

Sur la probabilité de la convergence de séries.
par
H. STEINHAUS (Lwéw).

Premiére communication.

Il s’agit du probléme suivant:

Etant donnée une suite de nombres complexes ia,}, on de-
mande quelle est la probabilité, que la série

2o (=y=0)

soit convergente, quand Fargument réel ¢, est déterminé par
Phasard; on suppose que la probabilité que ¢, appartienne i un
ensemble (mesurable ,,L“) situé dans (0,2 7) est égale i la mesure
de cet ensemble divisée par 27 et que le choix de chacune des
phases @, est indépendant du résultat des choix portant sur les
autres phases ¢, (m == n).

Le théoréme qui résount la question, dit que la probabi-
lité cherchée est égale d l'unité, si la somme ' |a.?| est finie,

n=l1

et gu'elle est zéro, au cas contraire. Ce théoréme — que nous
voulons établir dans cette Note — est analogue au résultat d'un

travail antérieur?); la il était question d’une série Y c, a termes
n=1
réels donnés et on cherchait la probabilité de la convergence de

la série 3+ c,, en supposant que I'hasard fournit les signes

=l

1) Les probabilités dénombrables et lear rapport i la théorie de la mesure,
Fund. Math. 4 (1923) p. 286—310.
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avec une probabilité égale; un travail de M. H. Rademacher?)
sur un systéme orthogonal spécial permet de tirer la conclusion

presque immédiate, que la_ condition 3 c,?<<w est suffisante pour
que la probabilité de la convergence soit 1. Le probléme de telles
séries a été repris plus tard avec quelques généralisations impor-
tantes par M. Khintchine et par M. Kolmogoroff?), qui

a montré la nécéssité de la condition J'c,2< 0 si cette condition
n'est pas remplie, la probabilité de la convergence devient nulle.

Dans le travail actuel j’emploie les méthodes de M. Kol-
mogoroff dans le § 3 pour démontrer la convergence ou la
divergence des séries orthogonales; or, ces séries ne sont plus
celles de M. Rademacher. La ,phase® ¢, ayant, dans le cas
actuel, tout un intervalle de valeurs possibles, j'étais conduit
a attribuer 4 une suite {¢,} comme son image géométrique un
point d'un espace cartésien 4 s, dimensions.t) Ainsi la question
d'une mesure dans cet éspace s'imposait; j’ai résolu cette question
au § 1 en établissant une correspondance entre les points d’un
scube“ de l'espace considéré d'une part et ceux d’un segment
d’une droite de l'antre, par une sorte de ,courbe de Peano®
Les équations, qui donnent cette ,courbe“ sous une forme para-
métrique, donnent le systdme orthogonal, dont les propriétés sont
traitées au § 2. ‘

Une objection se présente: on-pourrait éliminer 'espace et
introduire  du début les fonctions orthogonales pour ramener le
probléme de la probabilité de la convergence d’une série numé-
rique au probléme de la mesure de Iensemble des points de
convergence d’une série de fonctions. Or, on verra que l'image
spatial permet de prévoir les propriétés de fonctions orthogonales
presque sans calculs. On pourrait objecter aussi que la notion
de la probabilité est superflue, car les recherches aboutissent
a des théorémes d’analyse pure: contre cette objection il faut
remarquer qu’il y a une infinité de systémes orthogonaux (comme
il y a une infinité de ,courbes de Peano“ différentes) qui n’ont

!) Einige Sitze iiber Reihen von allgemeinen Orthogonalfunktionen
Ann. 87 (1922) p. 112—138; spécialement Chap. V. » Math.
%) Uber Konvergenz von Reihen, deren Glieder durch den Zufall hestimmt
werden, Recueil Math. de Moscou 32 (1925) p. 668—677.
. %) Les topologues n’acceptent pas cette dénomination. Voir p. e, W, Hu-
rewiesz: Uber unendlich-dimensionale Punktmengen, Proceedings of the Konink-
lifke Akad, van Wetenschappen te Amsterdam 31 (1928) p; 916922,
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en commun que la propriété de résoudre le méme probléme du
calcul des probabilités. C’est donc bien ce probléme — d’ailleurs
fort naturel — qui doit &tre considéré comme essentiel.

‘.§ .

La réduct’on ﬂu_ probléme général des probabilités de suites
3 la théorie de la mesure.

Fn écrivant ¢,=2%3,, nous mettons la série sous la forme

(1) g, et

n==l
avec 0<<¥, <1, et on a & déterminer la probabilité de la con-
vergence de la série (1), étant admis que le choix de 3, successifs
est mutuellement indépendant et que la probabilit¢ de ¢ @,

est toujours égale 3 | ©,] = mesure (L) de ©,, © étant un ensemble
mesurable (L), linéaire et contenu dans {0,1), d’ailleurs quel-
conque.

Il s’agit donc de la probabilité que la suite {+},} appartienne
4 un certain ensemble de suites, (3 savoir i la totalité de celles
qui rendent (1) convergente). Or, méme dans les raisonnements
classiques, comme p. e. celui de la ruine de joueurs, on admet
les postulats suivants, d'une maniére plus ou moins explicite, qui
ne sont qu'une ,extrapolation logique® de postulats classiques au
cas ol il y a un nombre infini d’épreuves:

1. La probabilité est un nombre nonnégatif fini.
2. La probabilité, pour que l'on ait simultanément
G a0, He0;, ..9he0,, (n=1)

est égale a ‘
‘ _ | |0,].10;]...|Oal. ‘
Ce postulat exprime en méme temps I'hypothése de la probabilite
élémentaire de 9.8 @ et Phypothése de l'indépendance des .

3. Si les ensembles de la suite {Ez} sont disjoints et si la
probabilité x (Ex) de la relation {#.} 6 Ex est déterminée pour tout
k naturel, alors la provbvabil:i’cé‘ i (2 Ek) est déterminée et égale

k=]

a i, «(E. (Postulat de la probabilité totale).

k=1
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4, Si EDE, et u(E) et u(£;) sont déterminées, alors
u(E,—E,;) est déterminée. (Postulat du complémentaire).

5. Siu(E)=0 et EDE,, alors u(E;) est déterminée.
(Postulat de la probabilité minima). -

6. Si §* est une classe des £ telle qu’il est possible de
définir #(E) pour tous les E de &%, en restant d’ accord avec
les postulats 1—35, et si ® est le produit de tous les §* jouissant
de cette propriété, alors u(F) n’est défini que pour les £ de R.
(Postulat de l'irréductibilité du champ).

Ce systéme différe par la forme du postulat 2, du systéme
donné dans un travail antérieur?); la cause de cette différence
est la structure du jeu: ld c'était le rouge el noir, ici c’est la
roue continue; dans les deux cas le nombre des épreuves est
infini {(x,).

Nous ferons voir plus tard que la fonction u (E) est définie,
par les postulats précédents, d’une maniére univoque.

Maintenant nous allons quitter le probléme spécial de la
série (1), pour nous occupper seulement du probléme général de
la probabilité des ensembles de suites.

Faisons correspondre & toute suite {9,} un point de Pespace
d’ %, dimensions, en prenant les J, pour coordonnées de ce point;
les ensembles £, dont on a parlé tout a 'heure et dont les &lé-
ments sont des suites, obtiendrons des images géométriques. Ces
images seront certains ensembles ponctuels situés dans un ,,cube®
de Phyperespace, la longueur d’une aréte quelconque du cube
étant 1. La question de la probabilité est réduite dés lors 3 la
détermination de la mesure des ensembles spatiaux ponctuels
situés dans le cube. Si nous désignons les images des E par les
mémes lettres que les ensembles eux-mémes et si nous appellons
u(£} la mesure de E, alors les postulats 1-—6 pourront étre inter-

prétés comme conditions auxquelles est assujettie la solution du
probléme de la mesure.

Solation du problime de la mesure,

Etablissons la correspondance suivante entre Pintervalle réel
(0,1} d’une part et le cube de Phyperespace d’autre part: si {J,}
sont les coordonnées d’un point du cube 0<9 <15 i=1,2 )
et si : T

5 Le travail '),
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O =0, % e Figennn.. i
19'3 =[O,19'21 &223}! ...... ]2 #ikzo ou 1&

33 = [0’ ’931 332 &as R --}2
sont leurs développements dyadiques infinis, on définira le point
correspondant § de Pintervalle (0,1 par le développement dya-
dique infini
52[0,*9'11321 e P ...l 9&135:—1,2---31.&”.]5

et, inversement, un & étant donné par son développement dyadi-
que infini

on pourra déterminer les %, en fonctions continves de & par les

formules:
¢ 31 (§)=[Os §1 §3 §5 10 ----]3
@ H (6)=1[0,5 55 2k

193 §) == [0, §4 58 §13 515 ]1

i

1.
urr
.

Quand on exclut de Pintervalle 0 < &1 les £ qui condui-

sent aux développements finis pour un %;(§) quelconque (p. e.
§=0, 101101110... qui fournit un développement fini pour H(£)),
on obtient une correspondance biunivoque entre le cube |{0<C%;< 1}
et l'intervalle 0<<§ <1 privé de certains points, qui forment un
ensemble de mesure linéaire nulle; nous parlerons donc dans la
suite d’un ,intervalle diminué®; les fonctions &; (£) seront définies
presque partout dans (01}.

Cette correspondance (qui utilise le fait que I'on peiit ranger
en suite simple les termes d’une suite double) nous met en &tat
de définir la mesure des ensembles hyperspatiaux situés dans le
cube: Nous attribuons par convention une mesure & ces ensembles
E et seulement 3 ces ensembles £ dont les images linéaires H
possédent une mesure lebesguienne linéaire | H| et nous définissons
la valeur 1 (£) de cette mesure hyperspatiale en posant, par con-
vention, u(E)=|H]|.

Pour que la mesure ainsi définie puisse servir 3 calculer la
probabilité, il faut et il suffit qu'elle remplisse les postulats 1—6.
Or, 1, 3, 4 et 5 sont évidemment remplis, on n’aura donc qu’a
vérifier 2 et 6.

Démonstration de 2. Pour obtenir Iimage linéaire 5
de ensemble X situé dans le cube et défini par



26 H. Steinhaus.

9,60y, $80,...9,60, $,16(0,1), Fut26(0,1)...
4 faut ranger de la maniére décrite tout’ a Iheure les chiffres
dyadiques de ,...%,... en suite simple; on trouve ainsi le
point § de B correspondant au point {#:} de X, selon la conven-
tion "adoptée. Comme il est ~conyyenu aussi. de poser p(X)==|5|
et comme le postulat 2 exige que Pon ait '

y(‘X):\lQ;l.}@21...[@"[,

tout .reyiént 4 démontrer que = est mesurable (L) et que I'on a
Iglzi@l’-l(ag' ...... I@nl,

Considérons le cas n==1; on aura & prouver que les nom-
bres £ obtenus en mettant les chiffres successifs du développement
infini d’un & (¢ ®,) a la 1%, 2@, 6vc... place et en disposant
d’autres places de toutes les maniéres permises, constituent un
ensemble 5 de mesure égale-a celle de O,

Simplifions encore la question, en supposant que @ soit un
ptl
29
naturels ou nuls et p < 29); le développement de ¥, commencera
par les chiffres &, &, & ... & (les mémes pour tous les &, de 6,).

Quand on éerit ‘ : : ‘

E=0, T 060008 can... aql]....[]...

et 'on remplit les places libres [] de toutes les maniéres permises,

on obtient 'ensemble & cherché; dans le cas spécial cet ensemble
: g{g—1) . ‘

sera donc constitué de 2 ? segments égaux de longueur totale

1 . . ' ‘ o .

§;=] ©;|%). Si O, est une somme des intervalles dyadiques sans

intervalle ,dyadique 2% <L (p, g étant deux nombres

points communs (m&me une somme infinie), la généralisation du
raisonnement est immédiate. On obtient adséi facilement 2 leur
tour les ©; de mesure nulle et par des ‘additions et soustractions
tous les ensembles @, mesurables (L). Le c‘as' n=1 est donc
établi. ‘ ' -

.Pour traiter le cas n= 2',1 supposons d’abbrd"qﬁg O, est

quelconque (mesurable (L)) et que @, est I'intervalle %<8<£}l
. . q "

%) Les segments 3 S5 de’ certains - !
mesure)nulle. g r VSOn'l:. Pﬁves de ‘certarms .po_mts‘formaAnt. ug. ensemble de

. Probabilité de la convergence. 27
Cette fois-ci, I'image = de X pedt é&tre obtenue en cherchant
d’abord 5, image de '

X,={%eb, $a(0l), 95¢(01)...},

et en remplissant certaines places libres dans les développements
des éléments £, de F par &, &...4. Or, la mesure de 5 est
| @[, comme il a été établi. Il suffira donc & démontrer qu'en
&crivant toujours &, &...8, a la 2, 5™, 9™ ., place du déve-
loppement des & (au lieu d’y écrire foutes les séquences permises),
Iensemble = obtenu aura une mesure 27fois plus petite, & savoir

|

(la deuxiéme égalité étant évidente). Supposons g-=1; nous
avons & faire voir quen fixant un chiffre libre, on réduit a la
moitié la mesure d’un ensemble. Or cela est évident, car » étant
l'indice du chiffre libre, les ensembles

I

1, -
‘=‘2—ql¢‘~1‘:\@1\-|@2|>

sont congruents, disjoints (2 un ensemble de mesure nulle prés)
et leur somme donne lensemble primitif. On achéve la démon-
stration comme pour n=1. L’induction permet a étendre la
conclusion 2 tout »n fini.

Démonstration de 6. Il faut prouver que la classe & des
ensembles £ mesurables selon la nouvelle définition directe est
contenue dans toute classe ®* remplissant 1—35. Supposons donc
que lon ait trouvé une classe &* et une fonction d’ensemble
w*(E) définie pour tout E de &% de maniére que les postulats
1—5 soient remplis par u* et 8% Je dis que 8*D & et que

1*(E)=p(E) pour Ee®; u signifie- maintenant la mesure ‘selon

Ja définition directe. De ce fait, la mesure adoptée pour Yhyper-
éspace apparait comme une solution unique du probléme.

Considérons un ensemble E hyrerspatial, dont les points
ont pour coordonnées o L

( Jp— £ F : :
'\)1~-0,5153 ...... e
L/ — r b
1)2»‘0,5255-..- .....
[ - kEE
'\)3 = 0, Sy Spess/ vttt
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les chiffres &, &...§, étant données et les autres variant de
toutes les maniéres possibles. On voit que #; parcourt un inter-
valle dyadique ©,, de méme J;... jusqu'a un certain &,, tandis
que Fnt1, Fut2... sont libres dans (01). On a donc

E={%¢0,, %60,,...9,80,, J416(0D...},

les © étant mesurables, il faut donc que £ appartienne a &*
selon le postulat 2, et que l'on ait

W E)=10,1.18]...| 01 =55

(cette dernitre égalité résultant immédiatement de la définitior
des @). D’autre part, la correspondance, établie entre les points
du ,cube“ et ceux du segment, qui sert a définir u (E), fail

correspondre & £ I'ensemble 5, dont les éléments £

§=Os§1 §2 §B---§q---

ont tous les mémes ¢ prémiéres chiffres, les suivants étant libres

(sauf la restriction mentionnée au début). 5 est donc un inter-

valle dyadique de longueur % (diminué d’un certain ensemble de’

mesure -nulle). On a donc
A 2 1 .
uw(E)=|5 | =57 &* (E).

En employant les postulats 1—5, on démontre Pexistence des £
dans &% dont les images linéaires sont tous les ensembles lebes-.
guiens (diminués), et chaque fois u*(£) est égale & la mesure (L)
de l'image 5. D’autre part, la correspondance biunivoque fait
correspondre aux ensembles lebesguiens lingaires (diminués) fous
les £ de 8 On a donc bien 8*> & et W (E)=u(E) pour
Esg c.q. f d.

Il faut remarquer que tous les raisonnements subsistent, si
Pon introduit les fonctions &(§) par d’autres formules que (2),

pourvu que la définition utilise la possibilité de ranger la suite.
double des chiffres en suite simple.
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§ 2.

Les fonctions orthogonales et leurs propriétés,

La question de la valeur que Pon doit attribuer 3 la proba-
bilité de la convergence de la série

]

‘ (1) 37 278,

Lw An€

n=}
a été ramenée dans le § précédant a la mensuration de 'ensemble
C de ces points du ,cube®, dont les coordonnées

T()'1: ‘9'2 -a'.'\()'n...

rendent (1) convergente. Cette mensuration a été effectuée (théori-
quement) par l'intermédiaire de fonctions (2) qui font correspon-
dre & tout ensemble lebesguien linéaire 5 (diminué) un ensemble
spatial E (mesurable selon la convention adoptée). Il n'y a donec
qu'a déterminer un ==K qui aurait C pour son image spatiale.
Or, ce que nous disons, n'est qu'une autre maniére de poser la
question suivante: ‘

Quel est l'ensemble 5 des points de convergence & de la

- série de fonctions

& .
(3) ZaneZﬁiﬁ‘n(?) »
ne==l
les ¥, (§) étant définies par (2)?
Nous aurons donc a étudier les propriétés de fonctions
prop
complexes
fo(B) =%,
de la variable réelle &.

Trois relations, qui démontrent que ces fonctions sont ortho-
gonales et normées™) et qui résument d'autres propriétés utiles
dans la suite, sont les suivantes: ‘

Si Z est 'ensemble des & vérifiant les inégalités simultanées

(4) e <G d) ((=1,2...4),

F; étant le symbole d'une fonction analytique (p. e. linéaire),
réguliere pour |f,| <1 (p==1...k), alors

1
%) Cela veut dire telles que I'on ait [fm (9 a8y dE=1 ou 0, selon que
0

mesgooum-|ing fesl; conjuguée & f.
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©)] ffm(g)ﬁ(g)d§=0 pour m = n, m > k¥,
®) [-OF-@ ds=17] pour m=n$k,

) ffm(E)d'g':O pour m > k.

Démonstration de (5) (6) et (7).

La rélation (6) est évidente, car fn.fn=1. Pour évalue
Pintégrale (7)
ffm (g) dg____Z/\eZ!ﬁﬂ'm(s) dé."
zZ

nous P'approchons par la somme

2h—1 P
2 \ZEP162M-27:
=0

h étant grand et E, étant un ensemble des £ défini par
D 1
Si l'on savait que
®) |1 ZE,|=|ZBp]  (p=0,1...h—1),

on pourrait écrire la somme sous la forme

o RTIL IR, /) Wt
278, (¢h ) <5 | 28] .00
2

qui conduit immédiatement a la relation (7).

Pour vérifier (8), remarquons que Pimage spatial Z de I’en~
semble linéaire Z est défini par des inégalités (4) qui ne portent
que sur les coordonnées ¥, Jy... % et que m est > k. Le pro-
duit Z£, est donc un ,cylindre® dont la »base® est un ensemble
k- dimensionnel (Z) ayant une mesure lebesguienne k- dimensjon-

nelle (ordinaire) et dont la ,hauteur” paralléle a I est 1 Or, la
2h 7

nouvelle mesure de ZE, est égale 3 la mesure (k + 1)~ dimensjo-
nelle de ce ,cylindre“ (comme il suit aisément des postulats 1—¢

P s
) @ signifie le nomhbre conjugué 2 a
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en remarquant que la mesure nouvelle est égale & la mesure ordi-
naire pour les parallélepipédes d'un nombre fini de dimensions)
qui est égale 4 la mesure ordinaire de la ,base® multiplige par
Jla ,hauteur®. Or, cette mesure de la ,base” est égale i la mesure
nouvelle (cf. la parenthése précédente) qui est égale — selon la
convention — & |Z| en désignant par ce symbole la mesure
lebesguienne de Pensemble linéaire Z (comme dans les formules
(6) et suivantes). Il s’ensuit que la nouvelle mesure du ,cylindre®

est égale a
1

2h
D'autre part, cette mesure est |ZE,| selon la convention.
On aura donc

Z

S 1
Z B, = 5:12].

1,
Un raisonnement presque.identique donne la méme valeur ﬂlé |

au symbole | Z B, x|, ce qui implique (8).
L’intégrale (5) est égale 2

f R NCEYNCIE
%

elle est donc la limite pour A~ de sommes

2h

i
9 X |6, %]e" 5,

. P="'2h

les ensembles disjoints G, étant définis par les inégalités

P 9n () — 9u(E) <PEL(p=—2,—21+1,...0,1...22—1).

2k 24
En écrivant la somme (9) sous la forme
' h
2h—1 p 2R p
. 2= 2AE—
516y 2+ Gt 2 EHEX 1,7,
p==0 o=1
on voit que 'on pourrait I'identifier a
Cogher
alliises
Ay 2{ e 2k =0,
p=0

si I'on savait que les facteurs
b= 6,21+ | 6,21
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/17 ' . ne changent pas avec p. La
" ' relation (5) serait alors établie.
Or, quand on considére, dans
le ,plan® (¥, .) de Uhyper-
espace, l'ensemble-image spa-
tial G, de G,, qui est défini
par linégalité double

41
%<3m_&n < th y
0<In<L, 0K <)
(fig. 1) ) on obtient comme profil un tra-
péze, tandis que G,—3» fournit
un autre trapéze, et la somme des aires (planes) de ces deux trapézes

disjoints est o5 comme on vérifie en faisant le dessin (fig. 1).

5 G, + G,—3h est donc un ,cy-
™ lindre” dont la base est une

figure plane de laire 21,; , et

I',hauteur” dans toutes les di-

rections orthogonales a (3, 9,)

est 1. En mettant 4, sous la

forme

10 (G + G Z|
,17 (ce qui est licite, car les G,
(fig. ) ™. sont disjoints), nous voyons

que nous avons 3 étudier le

produit du ,eylindre“ par Z; or, dans les inégalités qui définissent
Z, la coordonnée ¥, n’intervient pas, car m > k; il Sensuit que
si un point appartient &4 Z, tout le segment paralléle & 'axe Sy
(contenu dans le ,cube®) et passant par ce point appartient 2 Z.
Coupons le produit (G, + G,—3%) Z par un plan paralléle i (9., 9,)
et désinons ce profil (fig. 2).

Les deux trapézes obliques sont Iimage du profil de G, -
+ G,_2%, les colonnes verticales (paralléles a I'axe 9,,) sont I'image
du profil de Z, Paire noircie est Pimage du profil du produit.
L’aire (L) plane de ce profil est donc égale 4 la largeur totale
de colonnes multipliée par I’épaisseur verticale de trapézes qui
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est %ﬂ-';'la largeur de colonnes ne dépend que de Z, de maniére

que l'aire du profil ne dépend pas de p; cette indépendance ayant
lieu dans tous les plans parallelles & ($, ¥.), on conclut par le
yprincipe de Cavalieri“ que la mesure spatiale (10) ne dépend

‘non plus de p. (Le principe est applicable, car le produit (G, -+

+ G,—2) Z est défini par des inégalités analytiques portant sur un
nombre fini de coordonnées ¥,, ce qui fait qu’au lien de la nouvelle
mesure on pelit considérer la mesure lebesguienne n-dimensionelle
(n étant fini) en ignorant les coordonnées ,libres® d’indice > n;
or, le principe de Cavalieri s’applique & cette mesure (L)).

- »

Au cas spéceial ot Z est l'intervalle 0 < £ < 1, les démonstra-
tions deviennent plus simples et conduisent évidemment aux rela-
tions '

an £ ®F.©d5=0 pour m+n,

1
a2 [17@1rag=1,
0

. 1 ‘
(13) fa(§)dE=0.
|

La suite {f,} est donc orthogonale et normée.

§ 3.
La démonstration du résultat principal.

Le probléme posé au début a été réduit parle§1a la question
de la convergence de la série orthogonale
S IR LILNG)
(14) 2 anf &)= 2;: ane .
neel s
Le théoréme énoncé au début sera donc établi complétement,

si I'on démontre que ‘
() la mesure de l'ensemble C de points § rendant conver-

gente lu série (14) est 1 au cas oit la somme

Studin Mathematien, T. IL 3
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(15) | }:’\aul’*

n==l

est finie et que

() la mesure de C est nulle au cas contraire.

Démonstration de L.
- Soit D Pensemble de la.divergence de (14) et |D|> 0.

Ecrivons par définition

sp (&) =2 akfk (§) .

» 1l existe une constante ¢ >0 et un ensemble D, de mesure
positive tel que

(16) ' hm sup [5p () —sa(E)| >,

quelque soit §6D, et n. En effet, en supposant le contraire, on
aurait pour tout ¢> 0

lin;_iup lsp(G) — a0 ) | < e

presque partout, donc ,
15, (8) —s,(5) | <3¢

presque partout pour p>>g¢>>q.; ¢ étant arbitraire, cela implique
déja la convergence presque partout de la série (14), contre I’ hypo-

thése |[D] > 0.
En fixant n==n, dans (16), on obtient

(17) |5 E — 5, | >

pour tout §eD), et pour p=p(5). Si D* désigne l'ensemble de
tous les § pour lesquels il est possible de trouver un p (&) véri-
fiant (17), on aura

[D* > |D:| > 0.

]?c?fxr‘ussons les ensembles 7y, Z;, Z,,.. par les conditions
caractéristiques

(18);  |snt1(8) =s,, ()| > ¢ pour £6Z,,
(18)s  [sat2(E)—sn (5)| > ¢ pour §8Z;, ZXZy=0,
(18)s !S,,+3()—sn()|>c pour £eZ,, Z,XZ, ‘—~Zg><Z“—~

@ desxgnant lensemble vxde
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On aura
2'Z=D  ZLXZ=0  (j+k),
fe ]

donc, pour k assez grand,
|Z1+Zz+---+zk|> s |D*| > 0.
Si k> j, alors

f|5n+k“s"|2d¢mf|(snu+k s"+])+(sn+l—3n)lgd§'""

%
Mfls"'l“ s""l“ |2d§+f‘sn+]‘_5n‘ d§
car
(19) f(snn-]—k"-' snn~{~j) (S,,n_]..j s S,,“) d§ == O
Z:].
et ‘ .
(19) (Snct e = Snghef) (Snej —n) dE =0,

%

En effet, I'intégrale (19) est une somme de termes

N AGYACY N
4

avec m > my-t+j, Z; étant défini par des inégalités (18);...(18);
portant sur les fi, fa...fo 45 (5) implique donc (19) et (19).
Il résulte de ce qui précéde et de (18)

[isnx—sa, > [|sn— s, p &> 151,
Z %

donc, & cause de (11) et (12),

1

lan 41 P4 anp2 [P oo F] an i |”=f] $n & Sa [PdS >
é
k

%
> [’5"0-1-"”“3:1 P dE 02 22| > et |D* | > Yy e |De[ >0
jxﬂd] wal

et, A fortiori, ;
(20) 2a 2> yet|De| > 0.

= -1
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Or, c et D, ont été définis mdépendamment de n,, (20) est
donc une inégalité vraie pour tout np, ce qui implique la divergence
de la série numérique (15).

Démonstration de IL

Supposons que la série (14) soit convergente dans un en-
semble C* de mesure positive. (Cela implique a.~0, car | £, (§)|==1).

Il existe un ensemble C, partie de C*, de mesure positive, dans’

lequel la convergence de (14) est uniforme 9% il existe par con-
séquant un nombre d tel que

‘Sk(§)|<ds

quelque soit £& C et k naturel. :
Soit C;. Pensemble ol I'on a simultanément

9 @1<d, 9@ <d..ooo.[2@] <d,
et G, l’ensemble {01>; on aura

CGoCioGCo..., ]w]CkJC,
1

done '
I Gl=IC>0.
1
Posons maintenant £} = C;— Ciy1 et calculons I'intégrale

[ [lsn@—snoypdsan=[ flsm(§)——s,¢+1(n)i“dédn——

Crt1 et Cr Cr
—2[ [l @—sn@rdia— [ [lo,®—sold
Ck+1 P Fp 8y

On a aussi

jflsk+1(= sk+1(77)|2d§d’?—ff|sk(§)-—sk(n)|ﬂd§d:7+

CrCr C O,

+ [lewfun® = o fop O dedn
Cp Cp
car l'intégrale

f JANGIOT

%) Théoréme de E ff Comptes Rend y i
150 (o e e goro omptes Rendus de I'Acad. des Sc. de Paris,
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diSparait suivant la relation (5) démontrée au § 2. Il s'ensuit

------ E{ (5042 ©) = ss P i — [ 15,0 — s, d =
Crt Crge

&, G,
==f 1t @ —aufnoPdEd—2[ [1o,@—s0+
Cr Cre CetrFe -
+ s o O —apfon O P — [ [15,©— 5,00+

+ (AR f k41 (§) i /, JAT (m ‘ dSdn.
Tenant compte de ce que

@1) f;fk.‘_1 & dE=0, f @ P dE=ICal,

suivant (6) et (7), on obtient, en désignant par a un nombre
plus grand que tous les |q,],

4, /2|ak+1‘ 1CP—2(2d+2a)2|C, +1| |Fol—Q@d+2a)2. |F,|*;
jci la prémiére de trois intégrales doubles composant 4 a été
calculée & Paide de (21), tandis que les autres ont été majorées
en utilisant l'inégalité |s,| <d qui sappliqueici, C,, et F,, étant
contenus dans C,. On aura donc A fortiori

$h>2|a P |C P —2d+2a) . [(|Cy,y |+ F D —ICis ]
(22 >2|al IOk —4(d+ PG, —

" En faisant la somme de différences

ff|sl(g)-—sl<n>|2d§dn+z/1+dg+...4~1-—=.

C G
=(fcf\sn(§>—sn<n>lﬂd§dn

|Cegt -

et en appliquant (22), on obtient

n—1

[ ﬂsn()—sn(n)l%fddn/fdk 2(CP o
—4(d+ar G =G,

ce qui donne

AICup a2 0P i —4(d+ar,
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CPE e <248+ 26+ 0.
k=1

L’hypothése |C| >0 conduit immédiatement &
' 2lalP<mw,
k=1
c. q- £ d.

Une interprétation géométrique du résultat obtenu est la
suivante:

Quant un point mobile parcourt une ligne brisée dont les
cdtés successifs sont donnés quant a leurs longueurs, mais dont
les directions (dans le plan) dépendent du hasard, toutes étant
également probables et indépendantes une des autres, alors la
probabilité pour que le point tende vers une position-limite est
1, si la somme de carrés de longueurs est finie, et 0 si cette
somme est infinie. Dans ce dernier cas on pelt méme dire qu’il
est ,presque certain® (probabilité = 1) qu'il s’éloigne indéfiniment
du point initial (limite supérieure de la distance == ). Pour obtenir
cette interprétation, il suffit de considérer les a, comme les lon-
gueurs des vecteurs dans le plan et ¢, comme leurs arguments;

les sommes 3 a,¢% donnent alors le vecteur de la position du
1
mobile, aprés qu’il ait parcouru n c8tés. Pour voir que le point
» 3 . e . o ‘ &,
s’éloigne indéfiniment (avec une probabilité 1) quand 3 a? == oo,

. 2251
il faut remarquer que la démonstration Il de ce § utilise le fait

que |5, (§)| < d dans C et [C|>0, et quelle prouve Iincompa-

tibilité de ce fait avec la divergence de j’ la,|?; ainsi il est dé~

. k=1
montré que I'on a

lim sup [s, (€)== o

o
presque partout. On a done, au cas 3/ al=r0,
' k==l
I n
lim sup i‘g,.wczke“l’k =00
=1

avec une probabilité égale a Iunits.
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Une généralisation pour le cas ol I'on choisi au hasard la
direction du vecteur-unité j,, toutes les directions de I'espace
3 trois dimensions étant également probables et ot 'on considére
Peffet de tels choix sur Pallure de la série 3 anjn, les a, étant
donnés, ne serait pas, sans doute, sans applications physiques.

En suivant le procédé employé par M. Rademacher
dans ses études sur les séries orthogonales'?), on pefit démon-
trer que 1'on a presque partout

37, (8) = O (nh (log ny),

k=l

ce qui permet de formuler un théoréme correspondant sur la
n .

somme J ¢« en employant le langage du calcul des probabi-
kel
lités. La démonstration est une application immédiate d’un théo-

réeme de Kronecker 3 la série
2 logn)™ T, (8)
k=1

qui est convergente presque partout. La question se pose, s’il est

possible d’étendre  la ,roue continue® les résultats obtenus par

M. Khintchine pour le jeu alternatif (,rouge et noir“), en particu-

lier, s'il est possible de démontrer que

e

1im sup ———k—:——'——____l___...._.*——“
nse V2nloglogn

est une constante positive avec une probabilité 1 1),

10) Mémoire ?).
1) Uber einen Satz der Wahrscheinlichkeitsrechnung, Fund. Math. 6
(1924) p. 9—20.

(Regu par la Rédastion le 24. 10. 1929).





