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Das zweite Glied ist ebenfalls gleich o(1), und dasselbe

betrifft das erste Glied auf Grund der Relationen
sl b, <+ o0 .

om,‘l—f—cm,g-[-...—{—am,,,=0(p\/lgm) .

Ganz analog erhalten wir

Sm, n— Sm, 2k —0,
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- Chapitre I
§ 1.

1. Soit @y, P1s Pay-.. Pry... UDE suite de fonctions réelles,
définies dans un intervalle (a, ). Si l'on a .

Sk ‘ .
o =0k
f(pm([’ndle (m=n) (myn=0,1,2,...),

on dit que les fonctions ¢,(i=0,1, ...) forment un systéme ortho-
gonal et normal dans l'intervalle (a,8). On connait beaucoup de
systémes orthogonaux: systéme trigonométrique, fonctions de
Sturm-Liouville, polyndmes de Legendre, fonctions de
Bessel etc. :

Dans la théorie des séries de la forme

o0

@ ' ' @n Pn

n=0
on ‘peut distinguer deux points de vue. Le premier d’eux — on
peut Pappeler celui de Fourier — s'occupe des séries (1), ol

les coelficients a, sont donnés par la formule

b
an Sff Pr, dx ’

f désignant une fonction définie dans (g, 5). Dans ce cas on appelle

les a, — coefficients de Fourier de f, et la série (1) — série de

Studia Mathematica, T. IL, 7



98 A. Zygmund.

Fourier de f. Le probléme central de la théorie de Fourier est
celui de représentation d'une fonction par sa série de Fourier;
le mot ,représentation peut &tre employé dans divers sens:

celui de convergence (partout ou presque partout), convergence

en mesure, sommabilité etc. ‘

Le second point de vue, qui peut étre appellé (en empruntant
ce mot a la théorie des séries trigonométriques) celui de Rie-
mann, s'occupe des séries générales de la forme (1). Le pro-
bléme central de la théorie de Riemann est le probléme d'unicité
de la représentation d'une fonction par les séries de la forme (1).
La question la plus naturelle ici est la suivante: si la série (1) ,repré-
sente” zéro dans (a,b), peut-on en déduire que ¢, =a,=...==07?
Une autre question étudiée dans la théorie riemannienne est celle
de localisation pour les séries (1); il s'agit ici des propriétés
des séries (1) qui représentent une fonction g(x) dans un sous-
intervalle (2,8) de (a,5). Cétait Riemann qui s’occupait le pre-
mier des problémes de localisation (dans le cas de séries trigono-
métriques).

2. Le probléme de représentation d’une fonction f par sa
série (trigonométrique) de Fourier a &té résolu pour une vaste
classe de fonctions par Dirichlet. Les résultats de Dirichlet
€taient complétés et généralisés par divers mathématiciens, dont
il suffit de citer les noms*de Lipschitz, Dini, De la Vallée
Poussin, Fejér, Lebesgue, M. Riesz, Hardy etc. Beau-
coup de’ résultats obtenus pour les séries trigonométriques étaient
ensuite étendus aux autres systémes orthogonaux, p. e. ceux de
Sturm-Liouville, Legendre, Bessel, Jacobi etc. Les
démonstrations étaient modelées sur celles des propositions corres-
pondantes pour les séries trigonométriques.

Cest M. Haar qui le premier a posé justement la question
— dans le cas de fonctions de Sturm-Liouville?). Il a dé-
montré que les développements d’une fonction £, intégrable L et
définie dans (0,7), en série de cosinus et en série de fonctions
de Sturm-Liouville se comportent d’une fagon complétement
analogue; plus précisement: la différence de ces deux développe-
ments converge uniformément vers zéro dans (0, 7). Ce théoréme
réduit 1'étude du probléme de Fourier pour les séries de

) Haar [1,].
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Sturm-Liouville au celui pour les séries trigonométriques.
Bien que ce dernier probléme parait &tre assez loin de sa solution
compléte (en particulier, en ce qui concerne les questions de con-
vergence), il est évident que I'étude du systéme trigonométrique
est plus simple que celle d’autres systémes orthogonaux. On peut
donc dire, dans un certain sens, que M. Haar a résolu le probléme
de Fourier pour les séries de Sturm-Liouville en le rédui-
sant au probléme plus simple. Les théorémes de type de M. Haar
ont été ensuite démontrés pour quelques autres systimes ortho-
gonaux: celui de Legendre (Haar, W. H. Young), Bessel
(W. H. Young), Laguerre (Szeg). :

3. Actuellement la théorie riemannienne de certains systémes
orthogonaux se présente sous I'aspect analogue 4 celui de la théorie
de Fourier avant les travaux de M. Haar. Pour divers systémes
orthogonaux (fonctions de Sturm-Liouville?), polynémes de
Legendre?), polyndmes ultrasphériques?), fonctions de Bes-
sel®)) on a démontré des propositions analogues aux théorgmes
bien connus de Cantor, Du Bois Reymond, De la Vallée
Poussin etc. Dans les démonstrations on utilisait les raisonne-
ments analogues i ceux dont on s’était servi dans la théorie
d’unicité des séries trigonométriques. En particulier, on appliquait
la méthode (convénablement modifiée) de la seconde dérivée géné~
ralisée. o _

" Cette voie ne me parait pas étre la plus convenable, carle
procédé de la double intégration formelle, bien qu’assez simple
dans le cas des séries trigonométriques, dévient plus compliqué
si 'on lapplique aux autres systémes orthogonaux. Les difficultés
augmentent si, au lieu des séries convergentes, on considére les
séries sommables, p. e. par le procédé de Cesaro ou de Poisson.
Il est done naturel de chercher des propositions qui permettraient
de réduire la théorie riemannienne de certains systémes orthogo-
naux a celle des séries trigonométriques.

4. Pour fixer les idées, envisageons le probléme des ensem-
bles d’unicité. Rappelons quelques définitions. On appelle un
ensemble E, situé dans Pintervalle (— 7, 7%), ensemble d'unicité de

%) Haar [1,].

% Plancherel [1], {2]; Kogbetliantz [1].
Y Kogbetliantz [1

%) Plancherel [2].

7*
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type de Cantor, ou bref: ensemble U, si toute série trigono-
métrique (bref: s. t.)

.
2) —12——a0 + 23 (a, cos nx + by sin nx)
=1

convergente vers zéro en dehors de E, posséde tous ses coefficients
égaux a zéro. Pareillement, un ensemble £ sera appelé d’unicité
de type de Du Bois Reymond (bref: ensemble U'), si toute s. t.
convergente dans CE vers une fonction f(x) finie et intégrable,
est la série de Fourier de f (bref: G[f]). On sait que tous
Jes ensembles dénombrables et certains non dénombrables (par
exemple de type H)©) sont a la fois U et U'. La question, quelle
est la condition nécessaire et suffisante pour qu’un ensemble
donné soit un U (ou U’), n’est pas résolue jusqu’a présent et
parait &tre trés difficile. Il est probable que les classes d’ensembles
U et U’ sont identiques, mais ce théoréme hypothétique n’est
démontré que pour les ensembles fermés”). En se bornant avx
ensembles mesurables L, on peut affirmer que les ensembles d’uni-
cité sont de mesure nulle®). La proposition réciproque n’est
pas vraie ?),

Les définitions analogues s’étendent facilement aux autres
systémes orthogonaux et la question s’impose: quelles sont les
relations entres les ensembles d'unicité pour un systeme ortho-
gonal donné et le systéme trigonométrique? Si pour un systéme
orthogonal on pouvait démontrer que les ensembles d’unicité sont
les mé&mes que dans le cas de s. t., on pourrait dire que le probléme
d’unicité est résolu pour ce systéme.

5. Le probléme d’unicité peut &tre généralisé dans divers
directions.

a) On sait, par exemple, que, si une s.t. (2) converge, en
dehors d’'un ensemble E dénombrable, vers une fonction f(x) finie
et vérifiant P'inégalité f(x) 2> ¢ (x), ol ¢(x) est intégrable, alors

8) Rajchman [2], [3]; N. Bary [1].

") Zygmund [1} p. 94. '

8) Si £ est un ensemble mesurable L et de mesure non nulle, il contient
un s?usensemble parfait £y de mesure positive, Soit ¢(x) la fonction de période
2=, égale a_l pour x appartenant 3 E; et égale & zéro ailleurs (nous supposons
que E est situé dans (0,2%) ). D’aprés le théoréme classique de la théorie des
séries de Fourier, la série de Fourier de @ (x) converge vers zéro en déhors de
E, mais le premier coefficient de cette série est 4= 0.

%) Menchoff [1].
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f(x) est intégrable elle-mé&me et la série (2) est G[f]19). On peut
donc poser la définition suivante: un ensemble E situé dans
(— 7, 7) est un ensemble d'unicité de type de Steinhaus-Banach
(ou bref: ensemble U’), si toute s. t. (2) convergente en dehors
de E vers une fonction finie f(x) 2> ¢ (x) (¢ intégrable) est inté-
grable elle-méme et la série considérée est G[f]. On peut dé-
montrer que les ensembles H de M. Rajchman sont U", et il
parait ére probable que les ensembles de type U" sont les mémes
que U, bien que cette équivalence n’est pas démontrée méme dans
le cas d’ensembles fermés.

b) Jusqu'a présent nous n’avons considérés que les séries
convergentes. Par conséquent, nous pourrions désigner les en-
sembles exceptionnels que nous venons d’introduire, respective-
ment par U, U/, U.. Les problémes d’unicité peuvent étre posés
pour un procédé M de sommation absolument quelconque. Les
définitions des ensembles U,,, U,,, Uy, sont, & peu prés, les mémes
que celles des U, U, U". Il faut seulement y remplacer le mot
,convergente® par ,sommable M et ajouter une condition supplé-
mentaire (qui est superflue dans le cas de convergence), notamment
que les coefficients des s. t. considérées tendent vers zéro. Nous
supposons toujours dans la suite que les procédés M vérifient
les deux conditions suivantes:

@) Si une série ¢,+¢+... converge vers la somme s, elle
est aussi sommable /M vers la méme somme. '

8) Si les séries ¢y + e+ ...etdy+d+... sont sommables
M respectivement vers les sommes C et D, la série (Aeo+udy) -+
(e, +udy) + ... est sommable M vers la somme AC+uD (A u—
des constantes).

Dans certain cas exceptionnels nous supposerons que les
procédés de sommation (nous les désignerons dans ce cas par M%)
vérifient aussi la condition suivante: ,

¥) Si une série ¢, +a +... diverge vers t, elle n’est
pas sommable M* vers une somme finie. L’un des procédés M (et
M#) les plus importants est celui de Poisson (ou bref: P), qui
définit la somme de la série ¢y + ¢+ ... comme

o0
lim 3 c.rn.

r—=>1-0 o

1) Clest le théordme de MM. Banach et Steinhaus. Voir; Steinhaus {2],
A. Zygmund [2]. :
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Le cas le plus spécial mais, peut- étre, le plus intéressant est
celui d’ensembles Uy vides. Si I'ensemble vide est un Uy, ceci
signifie que toute s. t. (2) & coefficients tendant vers zéro, som-
mable parfout vers zéro, posséde tous ses coefficients nuls.

¢) On sait qu'il existe des théorémes sur l'unicité dess. t.,
ol l'on considére, au lieu des sommes (ordinaires ou généralisées),
les limites d’indétermination. On pourrait donc introduire une
éspéce nouvelle d’ensembles d’unicité. On pourrait, par exemple,
considérer des ensembles E tels que toute s. t. (2), pour laquelle
les limites d’indétermination f et f des sommes partielles (en dehors
de E) sont finies et intégrables, est la série de Fourier. De méme
on pourrait remplacer la condition que f et f soient intégrables,
par f> @, o ¢ est intégrable, etc. Nous n'y insisterons pas dans
‘la suite, les démonstrations étant les mémes que dans le cas de
sommes exactes. Nous nous bornerons seulement a énoncer quel-
ques propositions spéciales.

§ 2.

6. Ce travail, comme nous l'avons déja dit, a pour but
de réduire les problémes de la théorie riemannienne de certains
systémes orthogonaux aux problémes analogues pour les s, t. 1),
Dans le cas qui correspond & celui de coefficients tendant vers
zéro pour les s. t., les propositions démontrées ici généralisent
tous les résultats obtenus jusqu'a présent dans ce domaine. La
méthode consiste a remplacer les séries considérées par des s. t.
équiconvergentes (la definition de I’équiconvergence est donnée
plus loin). Dans ce but nous nous servons de la multiplication

formelle des s. t. (voir ci-dessous). La méthode peut é&tre appliquée

a une vaste classe des séries de fonctions, mais nous nous bor-
nons dans ce travail aux quatre systdmes orthogonaux: ceux de
1° Sturm-Liouville, 2° Legendre, 3° Jacobi, 4° Bes-
sel™). Le cas de fonctions de Sturm-Liouville est le plus
simple. Il est &tudié en détail, ce qui nous permet d’&tre un peu

') Les résultats essentiels de ce travail ont &té I'ohjet d’une conférence
faite au Congrés International des Mathématiciens a Bologna en 1928,

?) Je dois remarquer cependant qu'il existe des systémes orthogonaux,
trés importants dans les applications, (p. e. ceux de Laguerre ou Hermite)
pour lesquels cette méthode ne peut pas &tre appliquée Ceci est dii au fait
que la structure asymptotique de ces polyndmes est complétement différente de
celle des fonctions orthogonales étudiées dans ce travail, ’

I3 3 I} . )
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plus concis dans les autres cas. La différence entre le systéme
de Sturm-Liouville et les autres systémes étudiés dans ce
travail, consiste principalement en ce que les fonctions apparte-
nant & ces derniers cessent d’avoir le caractére trigonométrique
prés des extrémités de I'intervalle dans lequel elles jouissent de
la propriété d’orthogonalité. Ceci n’a d’ailleurs aucune influence
sur I'étude du probléme d’unicité.

Les systémes 1°, 2°, 4° sont trés importants et leur étude
du point de vue de la théorie riemannienne est assez naturelle. Ils
étaient d’ailleurs déja étudiés de ce point de vue par divers
auteurs**®). Il est donc désirable d’appliquer la méthode, dont nous
nous servons, & un cas nouvel, dont I'étude avec les méthodes
actuelles serait trés compliquée. Dans ce but nous avons choisi le
systéme de polyndmes de Jacobi qui généralisent non seulement’
les polyndémes de Legendre, mais aussi les polyndmes ultra-
sphériques, dont les questions d’unicité ont été déji Iobjet de
recherches %),

7. Le travail est divisé en trois parties. La premiére d’eux
est consacrée aux systtmes de Sturm-Liouville et de Le-
gendre. La deuxiéme & ceux de Bessel et de Jacobi. Nous
y ajoutons aussi un chapitre sur le probléme de Fourier. Bien
que certains résultats de ce chapitre sont connus, il nous parait
que l'application de la multiplication formelle simplifie les raisonne-
ments. De plus, quelques résultats de ce chapitre peuvent &tre
utiles aussi dans la théorie riemannienne. La troisiéme partie con-
tiendra, en particulier, ’étude des systémes en question, dans le
voisinage de leurs points singuliers.

§ 3.

8. Nous donnons ici les démonstrations de quelques propo-
sitions connues, dont nous nous servirons constamment dans la
suite. Nous commengons par démontrer les théorémes de M.

"Rajchman sur la multiplication formelle des s. t.*). Soient

données deux s. t. (2 coefficients réels)

! oo
() %ao-}—Z(aHCOsnx—l-bnsinnx),
n==l
1a) Cf, %) %) &) 5),
“‘; Kog‘be)tliantz [)1].
4y Rajchman [1], {3]. Voir aussi Zygmund [1].
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: 0
3 %ao—l-Z'(w,.cosnx-l—(S’,.sin nx).
. n=1
Ces séries peuvent étre écrites sous la forme 1%)
15s -
2) 5 2 e co=ai—iby, ca=c, (n3>0),
1 e -
(31) ) 2 Yn €3 7n=an_iﬁn: Yen==n (n,>/0).

~ On appelle le produit formel des séries (2') et (3') (ou 2
et (3)), la série ]
@ 3 X Cienx,

ot les C, sont donnés par la formule

. 1 =

) Cn:‘z‘ 2 CpVn—p),

. . p=_w

en ‘supposant, bien entendu, que la série du second membre con-
verge. On 2 C_,=C,. En posant C,==A4,— i B,, nous pouvons
écrire la série (4) sous la forme ' ‘

@ 3443 (Aucosn s+ Businn),
ol n=l '
© A—L3 1@
n == 7’]:_% (llp Cn—p— ‘bp ﬁn-p) , Ba== —Q—FZN,:O(QP ﬂn_P—{-bp anwp)‘

Il est évident que, si les coefficients d’'une des séries (29,
(3") tendent assez rapidement vers zéro, les formules (5) ont un sens
et le produit formel (4') peut &tre défini. Toute la théorie de la
multiplication formelle des s. t. & coefficients tendant vers zéro
s’appuye sur le lemme suivant: '

(Ry). Siles deux suites de nombres complexes x, et &,
(n=0, £1, £2,...) vérifient les conditions

- dw . .
@ _ lirp x,=0, P 18| <o,
e — L= ) © o A=

- - T o
) La somme (ordinaire, resp, généralisée) d'une gérie 2 doit &tre défi-
nie comme la limite (ordinaire ou généralisée) des sommes partiéﬂe’s‘%'"

—n
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alors, pour n— 1, on a

Bk
(8) Xn: 2 xpgn—-p—_"oo
pr=—c

Si les x et £ dépendent d’un paramétre et si les relations ¥))
sont vérifiées uniformément, il en est de méme de (8).

La démonstration est simple et peut étre 'laissée au lecteur.
Enongons maintenant les deux théorémes de M. Rajechman surla
multiplication formelle (dont le second contient le premier comme
un cas particulier).

(Ra). Si[1°] les coefficients de la série (2°) tendent vers zéro,
et ceux de la série (3') sont O (n™) etsi[2°], pour les valeurs de
x appartenant & un ensemble E, la série (3') converge vers zéro,
alors le produit formel (4') des séries (2') et (3') converge uni-
formément vers zéro dans E.

(Rs). Si ca==0(1), y.=0(n), alors, en désignant respecti-
vement par s,(x), S.(x), 0(x) les sommes partielles des séries
(2), (4) et la somme de la série (3'), on a, pour n— +w et
uniformément dans (0,27):

C) Sn (x) — 0 (x) 5, (x) —0.

Démonstration de (Rs)*). Posons

R.(x)= 2 pretk= (—oo < n<w).
' k=n
Alors
+N “+N o0 o
. 1 . 1 ina
Su@W =5 X Cemi=g X e 3 o=y | X ger
=N R N p=—u0 p=-—x%
10 ., e

2 Yn—p eiln—plx =7 2 ¢pe?*(Ron—p (1) — Rv—p41(x))

n==—N pz=—0

Pour xC EY) on a R,=0(n"? (n=— + ©). Pour démon-
trer (Ry), il suffit de présenter le dernier terme dans (10) comme
la différence des deux séries, et ensuite d’appliquer (R;). Bien
que les deux séries en question sont respectivement de la forme

16) Rajchman [1]; of aussi Zygmund [1]. Il est évident que les proposi-
-] [T .
tions analogues & &, et Ry ont lieu pour les séries ordinares 3, sil'on appli-

0 I3 ’
que la régle de multiplication de Cauchy (ou, méme, les régles plus générales).
1) x C E signifie; x appartient & E.



106 ' A. Zygmund.
fo e
2 Xp€—n—p 2 Xp ENp—1 5
pE==—c0 pF= =00

elles peuvent &tre réduites a laforme (8), en modifiant légérement
la notation. o

Démonstration de (Rs;). Considérons le produit formel

de la série (2) par

1S s
an ) 2 Yne",
olt y¥==y, pour nF 0 et 75 =y, —20(x). Désignons les sommes
partielles de (11) par S¥. D’aprés (R;), on a S5 — 0, uniformément
dans (0,27). (Les coefficients 47 de la série (11) dépendent de
X, mais, comme on voit de la démonstration de (R;), ceci est sans
importance). Il suffit de remarquer que S5 =S, — s, 18).

9. Remarques. 1°. Considérons deux séries numériques .S,
et Sy, absolument quelconques (et non nécessairement convergen-
tes). Sila différence de ces séries converge vers zéro, nous appelle-
rons ces séries équiconvergentes'®), Si S;—.S, converge, mais
non nécessairement vers zéro, nous dirons que S, et .S; sont équi-
convergentes au sens large. La définition de I’équiconvergence
uniforme est immédiate. La proposition (R;) peut &tre énoncée de
la fagon suivante: si ¢,—+0, et si y,tend vers zéro assez rapide-
ment, le produit formel des s. t. (2) et (3) est uniformément
équiconvergent avec la série (2) multipliée par le facteur o(x)
(0(x) =somme de la série (3)).

2°. Désignons par s, et S, respectivement les n-idmes
sommes partielles des séries : :

03 o0
12) Z:(a,. sinnx—bycosnx), (13) 3 (Ausin nx —B,cos n x),

n== n==}
conjuguées & (2) et (4); alors, sous les mémes conditions que dans
(Rs), on a: la suite S,(x) —0(x)s.(x) converge uniformément
dans (0,27) (non nécessairement vers zéro). En d’autres mots:
la série (13) est uniformément équiconvergente au sens large avec
la série (12) multipliée par o(x)29%). En effet, considérons d’abord

) 11 est évident que, dans (R,) et (R,), on peut sy == O (n~2—1
. s ) pposer Y == (O (n—2—
(3>0). Si an=o_(n*"5) (e>0), on peut méme supposer que & = &nCette( remar!
que nous Sera utile,

1) Szegs [1].

s} Zygmund [3].
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les points x (s'ils existent) pour lesquels 6(x)=0. La série (13)
peut étre écrite sous la forme

o
5 & Cuers (Ch=0; Ch= —iC, CLa=Ch (n>0)).

s — 0

En désignant par 9z la partie réelle de z, on a

N N
Sv=82 Crem=—Ri Y C,e*.
a==l n=l
En substituant ici les valeurs des C, de (5) et en répétant
le m&me raisonnement que dans (R,), nous obtenons que, dans les
points considérés, on a uniformément

P
Sv——Ry X e R, ().
pr=e—t0
Le cas général s'obtient, comme dans (Rs), en considérant
la série conjuguée au produit de (2") par (11). ‘
3°. Sous les hypothéses de (Rs), on voit que, si (2) est
sommable M pour x==x,, il en est de méme de (4). La propo-
sition inverse a lieu, pourvu que 0(x,) & 0.
4°, Dans le cas ol la série (2) est celle de Fourier-Lebes-
gue, on peut affaiblir les conditions imposées 4 la série (3) dans
(Ry). Désignons les sommes partielles de G[f] par s.[f(x)]. Si
@(x) est une fonction continue (ou méme bornée), dont les quatre
nombres de Dini pour x=x, sont finis, on a pour x==x,

(S) sn@ () f()] — @ (@) s [f (D] —0).
Ceci est immédiat, si I’on remarque que le membre gauche
est égal A

mn

2z '
2—11:—ff(t) am__“__(t)-t—a(:-c) sin ( n+ %—) (t—x) dt
0 si : z .
1 T
et que la fonction f(f) (x(f) — e (x))/sin 5 (f— x) est intégrable L,
donc ses coefficients de Fourier tendent vers zéro. La proposition

analogue pour les séries conjuguées ne présente aucune difficulté.
5°. Les propositions (Rs) et (R;) peuvent &tre généralisées

20) Cette proposition a été démontrée par M. Steinhaus ([1]) et ensuite
par M. Young (cf. €V H. Young [2] p. 144).
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pour les séries (2) a coefficients o(n*) (k> —1)?). On peut
démontrer que, siles coefficients de la série (3) tendent assez rapi-
dement vers zéro et si, dans un ensemble E de points, la fonction
o (x) vérifie les conditions

(14) o' () =0"(x)=... =00 (x)=0,

ol r est un nombre naturel > %, alors la relation (9) a lieu au
sens de (C, k). On voit done que, pour —1 < k<0, la condition
(14) est superflue. Il n’en est pas ainsi pour £> 0. Dans ce cas,
la méthode de la multiplication formelle est moins avantageuse et
nous nous n’en servirons pas dans ce travail.

§ 4

10. Nous démontrerons ici quelques lemmes sur les s. t., qui
nous seront trés utiles dans la suite.

Lemme @ Si une s. t. (2),  coefficients tendant vers zéro,
est sommable M vers zéro en tous les points d’un intervalle
(a, b) sauf, peut-&tre, ceux d’un ensemble E de type Uy, alors la série
converge vers zéro i lintérieur de (a,5), et méme uniformément
dans (a-+¢, b—¢), quel que soit &> 02),

Lemme ;. Si unes. t.(2) & coefficients tendant vers Zéro
est sommable M en tous les points d’un intervalle (a, b), en
dehors d’un ensemble E de type U, vers une fonction f(x) in-
tégrable dans (g, b), cette série est uniformément équiconvergente
dans (&, 8;) (a<a;<b,<b) avec G[Af], ot A(x) est une fonction
de période 2, égale 2 1 dans (ay,5;), 2 0 en dehors de (a, b)
(mod 27) et, de plus, continue avec ses trois premiéres dérivées 24),

Les démonstration des lemmes « et ¢, étant analogues, nous
nous bornons & celle de @;. Supposons que (3) est &[A]. De
nos hypothéses il résulte que les coefficients de (3) sont O (n3),
Considérons le produit formel (4) des séries (2) et (3). Nous

) éygmund [l '
) Cette proposition est implicitement contenue d i

) Cotte e dans Rajchman [1].
R ) Nous posons, par définition, (1) F () =0 en dehors del(a, b) (n[\o]d 2 ).
emarquons encore que, .daPs presque tous les théorémes demontrés dans ce
travail, le mot intégrale (intégrable, ¢tc) est employé dans le sens de M. Lebes-
gue, oy, plus généralement, celui de M. Denjoy (sens étroit ou large). [.)ans les
iioﬁei dl:s prop?smgns NC[{UXD ne sont vraies (ou démontrées) que pour l'intégrale
cbesgue (ou de M. Denjoy, au sens é&troit i -
ment la notion de l’ip‘l&égra]e dont ,nous faisons uszagnec.ms mentionnons expressé
Bien que la définition des UM, U’y dépend de la notion de I

il est probable que cette dépendance n’est qu’apparente. intégrale,
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avons la relation (9), ol 6(x) doit &tre remplacé par i(x), s,et
S, désignant les sommes partielles de (2) et (4). 1l en résulte que
(4) converge, donc est sommable M vers zéro, en dehors de
(a,b) (mod 27). Dans les points de (e, 5) non appartenant i E,
la série (4) est sommable vers une fonction intégrable fi. En
résumé: la série (4) est sommable M dans tous les points de
I'intervalle (0,27), en dehors d'un ensemble de type Uy, vers une
fonction intégrable fi. D’aprés la définition des Ujs, la série (4)
est G[Af], et maintenant il suffit de remarquer que, si x appartient
a (a1,b,), on a dans (9): A(x) (=0(x))=1.

Du lemme @; on peut déduire la proposition suivante:

Lemme ¢ Sous les hypothéses du lemme @,, la série (2)
peut &tre intégrée terme i terme & lintérieur de (a, ) et Pon a

n

(1) g%ic_|_2ansxnnx~bncosnx=ff(t)di+C (@< x<b),

n==l

la série du premier membre convergeant uniformément dans tout
intervalle (a+¢, b—2¢) (> 0).

Pour la démonstration, il suffit de remarquer que a) (2) est
équiconvergent dans (a+¢, b—¢) avec une série de Fourier
et b) les séries de Fourier peuvent &tre intégrées terme & terme.
Pour l'intégrale de Lebesgue,b) est bien connu; pour lintégrale
de M. Denjoy, ceci résulte du théoréme de M. Fejér sur la
sommabilité (C,1) de G[g], si g est continue, et du théoréme de
M. Tauber sur les séries & coefficients o(n™") 22),

Remarquons encore que le lemme ¢ subsiste aussi pour =0,
mais ceci n’est pas indispensable pour nos buts ).

%a) Ajoutons encore une remarque. Si g, , b,~0 et si

x
(S) %l(x“xo)—l-ng; ansinnx——bncosnx}

=1 ) n

X0
converge uniformément dans un intervalle (¥ — 3, xp -+ 2), alors la série
. aox0+§ansinnxu—bncosnxo
2 1 n .

converge (ce qu'on obtient en intégrant (5) encore une fois). )

4) Ceci résulte da théoréme suivant démontré (sous une forme un peu dif-
férente) par M. Fatou (voir Fatou [1] p. 379). Si une s.t. 3 coefficients o (n—1)
converge, pour a < x < b, vers une fon:.:t}on continue f(x), telle que f(a+ q)
et f(b — o) existent (et sont finis), la série en question converge uniformé-
ment dans lintervalle fermé a<Cx <h. , . )

Sans m’en apercevoir, j'ai publié recémment un théoréme (voir Zyg-
mund [3]) qui n'est qu'un cas particulier de la proposition de M. Fatou,
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Si 'on emploie la notion de lintégrale au sens de M. Le-
besgue, on peut énoncer le lemme @, sous la forme suivante:

Lemme 7. Sous les hypothéses du lemme @y, la série (2)
est uniformément équiconvergente dans tout intervalle (a -+,
b—z¢) (e > 0) avec G[f*], ou fF=f dans (a,d) et f* =0 ailleurs
(mod 2 ).

Ceci résulte du lemme @, et du fait que si a < a; <a+s,
b—e< b;<b, les séries G[Af] et G[f*] sont uniformément équi-
convergentes dans (a+¢&, b—¢).

Remarque. Sifest intégrable D, les séries G [Af] et G[f*]
sont uniformément équisommables (C, 1) dans (a+¢, b—¢). Dans
ce cas on doit remplacer dans le lemme y P'équiconvergence par
Péquisommabilité (C,1). '

La démonstration analogue a celle du lemme @, (en suppo-
sant, de plus, que 132> 0) nous donne le lemme suivant:

Lemme ;. Le lemme @, subsiste si I'on y remplace 'en-
semble Uy par Uss et la condition que f est intégrable par f> ¢,
od @ est intégrable. En particulier, f est intégrable dans tout
intervalle (a4¢, b—¢) (¢>0). '

11. La proposition suivante est souvent trés utile :

Lemme 6. Sila série

ay x ol .
(16) T—]—Z’—’; (ansinnx—bycosnx)  (an, bo—0),
.o on=1
qui s'obtient par lintégration formelle de la série (2), converge
uniformément dans un intervalle (a, ) vers une fonction D (x) =

f f@dt, la série (2) est uniformément équiconvergente dans

(@, b)) avec G[Af], ot la définition de A est la méme que dans
le lemme o;.

Cette proposition est une conséquence immédiate du théoréme
classique de Riemann®) (voir ci-dessous (22)), mais la dé-
monstration la plus simple s’obtient par la multiplication formelle.

Soit (4) le produit formel de (2) par G[4]. On a (9), avec
0(x)=4(x), Lot ' : '

7 f Su@dt— [ 5.1 (0) dt—0,

a

%) Riemann [1]. Voir aussi Neder (11, Zygmund [1].
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uniformément dans (— oo, + ). Mais, en intégrant par parties,
on a pour a<{x<<h

f}u(t)s,,(t)dtzz A (x) s,.(t)dt——fl’(f) dzfs,.(u)du

w-—»l(x)fxf(t)dt-——fl'(z‘)dtftf(u)duzfl(t)f(t)dt.

La relation
(18) [0 s )~ @18t —0

a lieu pour toutes les valeurs de x, si 'on remarque que 4(¢) £ () =0
en dehors de (a,b) (mod 27). (17) et (18) nous donnent

(19) [1s:0—107@1dt—o0.

De méme que de la relation

[t —f@1dt—0

nous avons deduit (18), nous pouvons obtenir de (19) que

sin v{

lim [[S.()—AOf@] 5. | dt=0 (»=0,1,2,..).

X
a
En posant ici x=a+ 2, nous avons

9 . 27
o= [10F @ cosstdr, Bmr [1@OF @sinrtdt G=0,1,.),
5 ' 0

la série (4) est donc G[Af]. D'autre part, la série (4) est unifor-
mément équiconvergente avec (2) dans (a;, b;). Ceci prouve le
lemme.

De méme, si f est intégrable L, la série (2) est, dans tout
intervalle (a + &, b — &), uniformément équiconvergente avec G [f*], -
ol f* est défini comme dans le lemme 7.
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12. Ajoutons encore quelques remarques sur la formule de Riemann2t),

On dit qu'ume s.t. (2) est sommable, pour x==x,, par le procédé de Riemann
(bref: R) vers la somme s, si ~
2 . sin*nh
lim Fl—l— X (a, cos nxy+ b, sin n x,) — | =
h—0 2 n=1 n

On sait que l'ensemble vide est un Up pour les s. t., done, d'aprés le
lemme o, si une s. t. (2) est sommable R vers zéro dans un intervalle (q, 5), elle
est uniformément convergente vers zéro dans (a-te, b—e). Le fait que (2)
est sommable R vers zéro dans (a, &) est, comme on le sait, équivalent au fait
que la fonetion .

aqx? ®»a,cosnx-+b sinnx

(20) F=2Y_% 1

2
n=] n

est linéaire dans (g, 2). Il en résulte que, si deux s.'t, 7 et 7}, & coefficients ten-
dant vers zéro, possédent les fonctions F; et F, (analogues & (20)) égales dans
un intervalle (q, b) (ou, plus généralement, si F; — F, y est lindaire), les séries
T, et T, sont équiconvergentes dans tout (a--¢, b —c) (& > 0).

C'est le théoréme que Riemann a déduit comme corollaire de sa formule
célébre. Nous donnons ici une démonstration qui, en méme temps, mettra en relief
le sens de cette formule. : .

Supposons d'abord que a, =0 dans (2) et (20). Soit A (x) une fonction
de période 27, suffisamment reguliére, égale 2 1 dans (a;, ;) (a <a, < b, < b)
et 2 0 en dehors de (g, 5) (mod 2n). ,

Considérons le produit formel de (20) par & [A]. Comme les coefficients
de G[\] tendent assez rapidement vers zéro (il suffit de supposer qu'ils sont
O (n—3)), ce produit formel posséde, comme on vérifie facilement, des coeffi-
cients o (n—2). Il peut Btre done écrit sous la forme
@ a, cosnx - 5% sinnx
21) aj — 3= th

n==l

Les fonctions F(x) de (20) et F*(x) ne différent que par une constante

=aj +F*(x) (a, . —0).

n!
* L 2 * *
(= aj ) dans (a,,d,), done les séries (2) et X (% cos nx -~ b, sin nx) sont
1
uniformément équiconvergentes dans tout intervalle (g, +e, b,—¢), et, comme

les sommes partielles de cette dernidre série sobtiennent par la différentiation
formelle de celles de la série (de Fourier) (21), nous avons (pour a, = 0)

1
N 27 sin (N—}- —«) (x—1)
—2—a0+ 2 (a, cos nx-+b, sin nx)—%S F* (£ —%ﬁ—s———*:z—ﬁdt——zo,
n==1 0 sin ?;t
ou 2
1 N
(22) —2—a0+2(ancus nx+b, sin nx)—
n=1
. 1
_letl , g2 Sim (N—I—?)‘(x—t) ‘
ﬁj ® ()2‘{5 - — dt —.0 ey <x<by).
a 2 sin -'2-
Nous avons supposé que @, =0, mais, comme (22) est evidémment vrai
pour la s. t (2) dans laquelie ay=b=a,= b, =...,=0, la relation (22) sub-

siste aussi pour 4,74 0. On peut prouver que (22) a lieu dans Vintervalle Jermé
a;<C x < by, mais nous n’y insisterons pas. :

") Cf. =),
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Chapitre II.
Les systémes de Sturm-Liouville.

§ 1.

1. Soit donnée 'équation différentielle
d | du
1) g;(pg;c)+(q+l)u=0,

ol A est un paramétre (o0 <A <) et p, ¢ des fonctions conti-
nues dans lintervalle ¢<{x<(g, dont la premiére est constam-
ment différente de zéro dans cet intervalle. Etant données les
conditions aux limites

Z—Z——hu:-o pour x=a,
2 du _
a—l—Hu:—:O pour x==¢ (h, H— const.),

il existe, on le sait, une suite A, <M1 <...<Mlp<<... (l,—0) de
valeurs du paramétre 4 et une suite correspondante de fonctions
(dites de Sturm-Liouville) u,(x), u; (x),..., u.(x),... (w.=+E0,
n==0,1,2,...)%), déterminées aux facteurs constants prés, telles
que, pour A==4,, u=u,, les égalités (1) et (2) sont vérifiées.

Supposons que p(x) posstéde deux dérivées premiéres con-
tinues.

Si l'on- fait, avec Liouville, le changement de variables

x 3 1
3) zchp—?dx, v(z)=p (x)u(x), ot C:n/fp “dx,

les équations (1) et (2) prendront la forme

d?v
1) 2+ @Q+Ho=0,
’ dv ’ . dy 4 —
(2) E—h v z=a:—0, E-{—H‘U o O,

ol la fonction continue Q s’exprime facilement par p et ¢, et les
constantes A’, H' par h et H. Les fonction u;(x) se changeront
en v (z) (i=0,1,2,...), fornant dans l'intervalle (0, ) un systéme

1) On sait que un (x) posséde exactement n zéros A I'intérieur de (z, B).

Studia Mathematica. T. IL 8
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orthogonal. En supposant que la fonction Q(z) est & variation

bornée?) et
z

4) fvi (2) dz =1

0

(n=0,1,2,..))

H

on aura?3)

®) ’Un(z)=l/;2; cos nz+ E—Ezi) sin nz -+ 0n(2)

n®?

oll #(z) posséde une dérivée continue et A variation bornée et les
fonctions continues ¢, (z) sont (pour n— o) uniformément bornées.

§ 2.

2. Les définitions des ensembles U, U', U”, U, U,,, Uy,
pour les séries de fonctions de Sturm-Liouville (bref:s. S. L.)

©® L Pan®
. n=0

sont analogues aux définitions des ensembles correspondants pour
les s. t.

1 3 ‘
)} T+ 2 (@ncos nx + b, sin nx),
S :
Théoréme 1. Tout ensemble Uy pour les s. t. est aussi
pour les s. S. L.

Théoréme 1% Tout ensemble Uy pour les s. S. L. Pest
aussi pour les s. t. '

Théoréme 2. Tout ensemble U,, pour les s. t. I'est aussi
pour les s. S. L. ' '

x a a 7
_ Théorédme 2°. Tout ensemble U, pour les s. S. L. Pest
aussi pour les s. t.

Avant de passer a la démonstration de ces théorémes, nous
~allons donner quelques mots d’explication qui sont indispensables
parce que les s. t. et les s. S. L. sont considérées dans divers

Y Clest I'hypothise i

) que nous ferons toujours et qui est comple

sgfﬁsars‘.e tant que nous nous bornons aux séries a coc%ﬁcients tenﬂlz::‘tﬂ:ll:nt

zéro. Dans I'étude des séries & coefficients .non tendant vers zéro, s I at

obtenir pour vn des expressions plus précises que (5) imposer s

Q(z) possede quelques dérivées premidres. ’
our la démonstration de cette fortnule cof. Hobson [1]. Fvidemment

la condition (4) définit 1 i ¢ i
. queouv ((0)) >e01'm es un au signe prés. Dans (5) le signe est choisi de telle

on doit supposer que
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intervalles, les unes dans (—, 7) et les autres dans (0, 7). Le
sens des théorémes 1 et 2° est évident. De mé&me pour les théorémes
1 et 2, si l'on se borne aux ensembles situés dans intervalle (0, %),
ce que nous ferons toujours. Encore une remarque. Considérons
dans Pintervalle (— 7, #) les points — 7 = 3, <x; < <.. . <X=7.
Dans chaque intervalle .= (xz—1, x) (k=1,2,...,n) soit situé
un ensemble E; qui est un Uy pour les s. t. Il résulte du lemme
¢ que E=E, +E+...+E, est aussi un Uy. Dong, si, pour
0> 0 donné, toute portion de diametre <{d d’un ensemble E est
un Uy, Pensemble E est lui-méme un Uy. En d’autres mots,
dans I'étude des ensembles Uy pour les s. t. on peut se borner
aux ensembles de diamétre < d, en particulier de diamétre <.
Le sens des propositions 1 et 1° est le suivant: I'ensemble Unle
plus général pour les s. S. L., c'est 'ensemble Uy pour les s. t.
situé dans (0, 7). Réciproquement: en décomposant l'intervalle
(—m, m) en somme de (—7, 0) et (0, %) en décompose Vensem-
ble E du type Uy pour les s.t. en somme E=1F; + Fs, ol cha-
cun des ensembles Ey, By est un Uy pour les s. S. L. De méme
pour les Uj,.

3. Nous commencons par démontrer le théoréme 2. Suppo-
sons, pour fixer les idées, que le mot ointégrable“ est employé
dans le sens dit 3 M. Lebesgue. Supposons qu'un ensemble E
situé dans Vintervalle (0,7%) est un U, pour les s. t. et qu'une
série (6) est sommable M dans les points de Yintervalle (0, =)
appartenant & C E¢) vers une fonction intégrable f(x). Définissons
une fonction f*(z) (—7 <z w) égale i £(2) dans lintervalle
(0,7) et arbitraire ailleurs, sous la condition cependant que les
coefficients de &[8%] soient O (n=3). Soit

8) ‘—422 + Zm, (An cos nz + By sin nz,), Any Ba=o0(n™),

n ==l

le produit formel de &[5*] par la série

) Z"",a sin nz

n==l n

Comme dans (0,7) on a §*=§, on aura uniformément dans

cet intervalle

%) CE désigne I'ensemble complémentaire de E (par rapport a (0,m)).
8*
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Ay, ¢ :
10) -+ 2/ (A, cos nz + B,sin nz)

na=]

sin nz

N
+ 6(2) 2 an

n=l1

—0 0<2<m),

donc la formule

(1) M) 3 anva(5) =F(2) (zCCE) )

n==]

peut étre écrite sous la forme (cf. (5))

12 N % + j {(a,,l/—;- + A.,) cos nz + B, sin nz}

o =f(2)—f.(2) (zC CE),
(12a) fl(z)=aovo(z)+§n‘2.en.an.

En vertu du lemme §, la série (12) peut etre intégrée terme
a terme dans l'intervalle (z,, 2) (0 <z, < z< ) et 'on a

A z @’ z
(13) ~_2°fdt+ 2 f{(an |/ —72? + A,) cos nt+ B, sin nt} dt
Zp k=120 ’

xj(]‘—-fl) dt .

La série
Az, &1 o .
5+ :§1 . {(anl/;; + A,) sin nz— B, cos nz}

converge a l'intérieur de (0,7) vers une fonection W (2) qui, com-
plétée dans les points frontiers: % (0) =W (4 0), ¥ (7) ='ﬂ(a; —0)
est absolument continue dans tout Pintervalle 0, 7). 1l en est doné
de. méme de la somme @(z) de la série (9). Cette série converge
uniformément dans chaque intervalle (&, —¢) (¢>>0). Nous allons
prouver que cette proposition subsiste méme pour s =0, En effet,

~comme les termes de la série (9) sont impairs, elle converge dans

%) Les formules (5) et (10) prouvent la
5. 8. L. (6) & coefficients tendant vers zéro, il existe une s. t. uniformément

équiconvergente (au sens large) avec (6) dans l'intervall é
wrerons plus loin une proposition. plus générale (clfn Tgnn}: S.’ ). Nous démon-

proposition suivante: pour toute
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tout point de l'intervalle (—=,%). Je dis que @ (+0)= @ (—0),
@ (w—0) = @ (—m + 0). Bornons nous i la premiére de ces éga-
lités et supposons qu’elle n’est pas vraie. En intégrant formellement
la série (9), on obtient la série a coefficients o (n~2), dont la somme
@*(z) posséde pour z=0 un point angulaire, c’est 4 dire que
i O* (h) + 0% (— h) — 2 O*

h~>0 Il

© .,

ce qui contrédit au théoréme bien connu de Riemann. La fonction
@ est donc partout continue et méme absolument continue. Il en
résulte que la série (9), comme G[®], converge uniformément. On
peut donc substituer z;==0 dans (13). En tenant compte de la
formule (5), de la définition de f, et de la relation (10), nous obte-
nons que la série (7) peut &tre intégrée terme a terme, c’est a dire
on a

z z
(132) S, f v, () dt = f Fdt,
fe==0
0 )
ol la série du membre gauche converge uniformément dans (0, 7).
En d’autres termes: pour tout 0<z, <z, <%, on a uniformément

JZN' a, v, ® -—f(i)} di—0.
o k=0

En fixant n, on obtient de la derniére relation que, pour

N—>00,
4

N
(14) f { Yao ()— f(t)} o () dE—0,
k=0 .
0
ce quon vérifie facilement en décomposant intervalle (0, ) en une
somme des sousintervalles, dans chacun desquels v, est monotone,
et puis en appliquant le second théoréme de la moyenne. De la
relation (14) il résulte que

an:ff(t)ru,.(t)dt (n=0,1,...).

La série (6) est donc celle de Fourier de f (bref: 85 [f]),

c. q. f. d. o
Si 'on employe l'intégrale de M. Denjoy (au sens étroit ou
large), la démonstration reste presque la méme. Le fait, que &[]
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converge uniformément, résulte dans ce cas du théoréme bien
connu de M. Fejér sur la sqmmabilité uniforme (C, 1) de &[]
et du théoréme de M. Tauber. On doit encore remarquer que le
second théoréme de la moyenne subsiste pour V'intégrale D.

4. Démonstration du théoréme 2° Soit E un U, pour
les s. S.L. Nous allons démontrer d’abord que toute série de cosinus

(15) %Q + J'a,cosnz,

n==1
sommable M dans les points de lintervalle (0,m), appartenant
a CE, vers une fonction f(x) intégrable et finie, est G [ f]. La série

. (16) 0.9 (2) +23 2 v, (2)
=0 -{—;f;'a,.“/i cos nz +g(z) Smrz. en(2)
- 24 n n?
peut &tre non-sommable M dans certains points de CE. Si elle
a lieu, cette divergence est due & la série (9) qui est, en vertu
~du théoréme de Riesz-Fischer, une &[g]"). Définissons B*(z)
comme auparavant et soit (8) le produit formel de &[5*] par 9).
La série (8) est G[6*¢]. Désignons respectivement par

a6,

n==0

1 14 = "
(18) 7 a,+ 2 a, cos nz

n==1
la By [6*9] et le développement de §* @ dans Pintervalle (0, n)

en série de cosinus. En vertu du théoréme de M. H aar?) ces deux
séries sont uniformément équiconvergentes dans (0, ). Les séries

(8) et (18) sont équiconvergentes a lintérieur de (0, m) car elles

sont, 'une et autre, séries de Fourier des fonctions intégrables L
et égales dans (0,7). Les séries (17) et

1 a
5(2)2?" sin nz
1

%) Si I'ensemble E est fermé, cette diver ence n’ i
point 2z, étranger & £ peut &ire enfermé dansgun in’?e::: eESAPOiSill:}:, :‘:rt'full:
pas non plu’s des points de £. Dans A, la série (15) est somma%le M rs wn
fonctmn intégrable, donc, en vertu du lemme o, , la série (15), inté réeezs e
a terme, converge dans 4 vers une fonction continue, La série (16% est 3:11116
dapresq)laH defm[lltionude E, cel[]e de Fourier de sa somme, o
aar [1]. Une nouvelle démonstrati Eore
vera le lecteur dans Chap. VI de ce travlﬁ?wn n »ﬂleoreme de M. Haar trou-

Théotic riemannienne dé systémes orthogonaux. 119

sont donc équiconvergentes A l'intérieur de (0, 7). Il en résulte
que la série ‘

@
19y —d,v,(2) +.2 (an—a)) va (2)

n==]
est sommable M vers une fonction finie et intégrable — dans
tous les points de lintervalle (0, ) appartenant & C E, sauf, peut-
gétre, dans les points frontiers z=20, 7.

5. Supposons d’abord qu’il existe un & > 0 tel que 'ensemble

E soit entiérement contenu dans (g,m—¢) et que f(z)=0 dans
(0,¢) et (m—¢,7) (nous nous débarasserons plus tard de cette
restriction). La fonction ¢ (2) est, par conséquent, constante & l'inté-
rieur de (0, &) et (w— &, 7). Le développement (18), donc aussi (17),
est convergent et, par conséquent, sommable M pour z=0, .
Il en résulte que la série (19), sommable M dans CE vers une
fonction intégrable et finie, est celle de Fourier de sa somme

qui est égale 2 ‘ .
Y PR B P S PR
(S
La série (16) est donc celle de Fourier de A=g+ 4.
On en déduit que?)

ne==1

Z"anf«an(t) dt=fhdt,
0 0

ot la série du membre gauche converge uniformément dans (0, 7).

Comme la série
sin nz

ﬁ(Z)éan ,

n

uniformément équiconvergente avec G [¢*¢], peut étre intégree

terme a terme et

a=t 1

j’fzﬂfﬁ(t)sin ntdt=fﬁ¢df 0 <z<m),
0 0

on obtient que
z

-}—aofdtﬁ—_._«‘,'anfcosntdt:ffdt 0Lz n),
2 a=l1

0 0 0

et du théoréme de

8 6 du théordme analogue pour les s. t. ! :
e o nstration subsiste

M. Haar. Nous avons employé ici Iintégrale L, mais la démo
pour lintégrale D (cf. anssi le Chap. VIj.
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la série du membre gauche convergeant uniformément dans (0, m).
Il en résulte (cf. le raisonnement analogue dans la démonstration
du théoréme 2) que la série (15) est G[f].

' 6. Il faut encore prouver que les restrictions imposées
& I'ensemble £ et a la fonction f ne sont pas essentielles. Soit
A (x) une fonction paire, de période 27, s’évanouissant dans les

. 1
intervalles (0, =¢) et (n——-%—&, 7), égale a4 1 dans (5, m—¢)

et dont les coefficients de Fourier sont o (n~%). Considérons le
produit formel

(20) —12- @ +2 o, cos nx

n==1

de la série (15) par G[4]. Ce produit ne contient que des cosi-

‘nus et est sommable M dans CE vers Af (en particulier vers
. oy 1 1
zéro dans (0, 5 &), (77:—-7 ¢ 7). En vertu de la proposition déja

demontrée, cette série est G[fA]. La série (20) est uniformément
équiconvergente (resp.%) équisommable (C, 1)) avec G[f] a lin-
térieur de (g, 7—¢) (cf. Lemme %). D'autre part, d’aprés les
théorémes sur la multiplication, la série (20) est équiconvergente
avec (15). Par conséquent, cette dernidre série et & [#] sont équi-
. convergentes (équisommables (C, 1)) a l'intérieur de (8,7 — ¢),

do.nc aussi dans (—z+¢&—e). Comme le nombre & peut &tre
Pris aussi petit que I'on veut, la différence de la série (15) et
de G[f] converge (est sommable (C, 1)) vers zéro partout sauf
peut-étre pour z=0,7. La série (15) est donc Glf].

7. Nous venons de démontrer que tout ensemble £ situé
dans (0,7) et qui est un U, pour les s. S. L. lest aussi pour
les séries de cosinus (nous entendons par la que 'ensemble E+E*
est un Uy, pour les séries (15), E* étant symétrique a £ par
ra}?port au point z=0). Scit F un ensemble situs dans (0, 7) et
qui est un Uy pour les séries de cosinus. Pour achever la ‘dé-

0 r A a ~
m.onstratl?n‘ du théoréme 2% nousavons 3 prouver que toute série
frigonométrique

(21)

o S .
o +.2 (ancos nx + b, sin nx),

n=]

qui est sommable M dans les points de Pintervalle (— 7, %) appar-

%2) Dans le cas de Pintégrale D.
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tenant & CF (donc, en particulier, pour tout — 7= <z < Q)
vers une fonction f intégrable L et finie, est G[fl. A ce but
soit A(x) une fonction de période 2, égale & O dans (—=,0),
a1 dans (5,77 —¢) et dont les coefficients de Fourier sont O(n—3).
Soient Aa, Bx (n=0,1,2,...) les coefficients du produit formel

de la série (21) par G[i]. Comme ce produit converge vers zéro
dans (— =, 0), la série

(22) Ay +22 A, cos nx,

n=l

qui représente la partie paire de ce produit et qui est sommable
M dans CF vers une fonction finie et intégrable, est celle
de Fourier de cette fonction. D'une part, la série (22) est &qui-
convergente (resp. équisommable (C,1)) avec G[f] & Pintérieur
de (s,m —¢), et d’autre, elle y est équiconvergente avec (21). Les
séries (21) et G[f] se comportent donc identiquement & l'inté-
rieur de (&, 7 —¢&) et comme & est arbitraire, leur différence con-
verge (est sommable (C, 1)) vers zéro partout, sauf peut-étre pour
z=0,7, donc partout. La série (21) est donc G[f] etla démon-
stration du théoréme 2° est achevée.

8. Les démonstrations des théorémes 1 et 1° ne différent
pas essentiellement de celles de ci-dessus. Il y a cependant de
légeres différences. Par exemple, dans la démonstration du théo-
réme 1, nous représentons la ,partie principale” de la série X a, v,
sous la forme d’une s, t. équiconvergente et obtenons ainsi la
formule (12) ol maintenant f=0 et E est un Uy pour les s. t.
La série (12) est donc sommable M dans tous les points de l'inter-
valle (0,7) n’appartenant pas & E (du type Up) vers une fonction
continue f; (z). Il n’en résulte aucunement qu’on puisse intégrer
la série (12) terme-i-terme. Ceci serait possible si nous pouvions
démontrer que notre ensemble E, qui est un Uy, est aussi un U,,.%)
En particulier donc, nous pouvons le faire pour les ensembles E
dénombrables ou fermés et, dans ce cas, la démonstration du théo-
réme 1 reste la méme que celle du théoréme 2. Les difficultés
disparaissent si nous supposons que &[], o p. ex. on com-
pléte la définition de f; par la condition de parité, converge
partout dans (0,7). En effet, en retranchant alors G{—A] de la

" De méme si le procédé M jouit de cette propriété que & [f] est
sommable M (vers f) pour f continue.
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série (12), on obtient la s. t. convergente vers zéro dans tous
le.s points de Pintervalle (0,7) appartenant & CE; donc cette der-
niére série peut y étre intégrée terme-a-terme et il suffit de
remarquer que G[f,] peut &tre intégrée aussi. La seconde partie
de la démonstration n’exige aucun changement. La situation est
complétement analogue dans le cas du théoréme 1°%

9. Pour démontrer que G[f] converge, remarquons que

{c. £. (12a))
@ AO=en@+d0d —aa@+ew.
La fonction v, posséde deux dérivées premiéres continues.

N,ous allons. prouver que ¢ (2) vérifie la condition de Lipschitz
d’ordre positif. A ce but, nous nous appuyons sur !'inégalité

(29)

d
d—z@n(z){<_cfl 0<z<7; n=1,2,..)

(C, .C'l N O _désignent des constantes indépendantes de n et z), On
obtient cette inégalité en comparant deux expressions pour v’ (z)
La premiére, e

(25) v (z2) = ——l/% nsin nz+ §(z) cos nz + %a(2) (n =1,2,..)

n

]‘Tn(z)l<cl;

peut]ét;'e démontrélt(z) de la mé@me fagon (approximations succeésives)‘
Iqu;a a formule (5)1%); la seconde s’obtient par la différentiation de
a formule (5). Pour z et z+ A appartenant a (0, 7) nous avons donc

et D —0@ <0+ A —0u) n-2

n

+2'10(z+ k) —0a(2)|.n~2= Ay + By,

n=N-1
N
Av< 2 h.Cn.n2L G, hlogN,
) n=1 '

BN<C32H—2< Cg.N_l.

n=N-1
En posant N=[1/A] nous aurons

%) La formule (25) se trouve chez Hobson il
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[fle+h)—f(@)| <C,hloglh,

pour A suffisamment petit (p. ex. pour |2|<%). Nous pouvons
donc considérer les théorémes 1 (et 19) comme démontrés.

Ajoutons encore qu’en prenant comme M la convergence
ordinaire, mais en considérant, au lieu des sommes exactes les
limites d’indétermination, on étend immédiatement les résultats
bien connus de M. Ch. J. De la Vallée Poussin concernant
Punicité des s. t.19) .au cas de s. S. L.1%). '

Remarque. La convergence uniforme de &[f] (cf. (23)),
ainsi que la formule (10), nous permettent d’énoncer la propo-
sition suivante, dont nous nous sommes implicitement servis dans
la démonstration du théoréme 1:

Lemme & Pour toute série (6) olt a,— 0, il existe une s. t.
3 coefficients tendant vers zéro, telle que ces deux séries sont
uniformément é&quiconvergentes dans (0, 7).

§ 3.

10. Nous avons prouvé que les ensembles d’unicité pour
les s. t. et s. S. L. sont les mémes. En particulier nous avons
prouvé que tout ensemble E(C(0,7)) de multiplicité %) pour les
s. t., Pest aussi pour les s. S. L. Bornons nous, pour fixer les idées,
au probléme de Cantor et choisissons comme M la convergence
ordinaire. Nous pouvons donc affirmer qu'il existe une s. S. L.
(6) convergente vers zéro en déhors de E et donc les coefficients
ne sont pas tous égaux a zéro. La méthode dont nous nous
sommes Servis dans la démonstration des théorémes 1% et 2° nous
yermet de construire effectivement une telle série.

La démonstration s’obtient en répétant celle du théoréme 1%,
in effet, de la définition de E il résulte qu’il existe une s. L.
| coefficients tendant vers zéro qui converge vers zéro en déhors
le E, mais pas partout. Sans restreindre la généralité, nous pou-
rons supposer que cette série ne contient que des cosinus, c’est-
wdire peut &tre écrite sous la forme

1) De la Vallée Poussin [1]. ]

1) M. Plancherel m’a communiqué obligéamment que les théorémes d’uni-

cité pour les s. S. L., analogues 34 ceux de M. De la Vallée Poussin, avaient
&té démontrés (mais non publiés) il y a quelgues années par M. Moos, son
éléve, qui s'était servi de la méthode de M. Plancherel, Voir: Plancherel [2].

Cf. aussi le théoréme 4 de ce chapitre. o
13) E est un ensemble de multiplicite s'il n'est pas d'unicite.



124 A. Zygmund.

1 2 1/2

5 % .2 an e cosnz,
n==1

et qu’elle converge vers zéro dans (0, ¢) et (w — ¢, %), pour un cer-

tain &> 0. Posons

@)  v@=—24+3, (ﬁ()%ug_’f,))
n==]

Il existe alors une fonction ¥ (z) intégrable L, telle que la
série

o0
2/ d v(2),
n=0
qui est &g, [¢], est équiconvergente avec (26). La série

— b,y (2) + le(an — 0y) v (2)
jouit des propriétés demandées.

11. La définition des ensembles Uy, pour les s. S. L. est
analogue 4 celle des U, pour les s.t. On a le théoréme suivant:

Théoréme 3. Les ensembles Uy, pourless. t. et pour les
s. S. L. sont les mémes.

La démonstration de ce théoréme est analogue 2 celle des
théorémes 2 et 2% Soit ZC (0,7) un ensemble U, pour les s. t.
et supposons que la série (6) est sommable M dans CZ vers
une fonction f(z) finie et 2> ¢(z), ot Y (2) est intégrable. Il suffit
de prouver que f(z) est intégrable elle méme dans (0,%); dans
ce cas la démonstration du théoréme 3 sera identique 2 celles des
théorémes 2 et 2°

En vertu des formules (5) et (10), la série (6) est uniforme-
ment équiconvergente dans (0,7) avec la s. t. du membre gauche
de (12), dont la somme est > —f,. D’aprés le lemme a,, la
fonction f est intégrable dans chaque intervalle (&, — ) (¢ > 0).
Je dis qu'on peut poser ¢=0. En effet, supposons que ceci n’est
pas vrai et que, pour fixer les idées, la fonctiom f n’est pas inté-
grable dans (0,¢). Comme f>> v, ol ¥ est intégrable, on a

T

im [fdt—+ 0.

z—40
z
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Comme la série (12) peut &tre intégrée terme i terme dans
(s, —¢) et comme A,, B,=o(n"Y), on a

@ (z) = Zansmnnz—>+ ©.

n==]

Intégrons terme i terme cette derniére série et soit @*(z)
la somme de la série obtenue. On a

lim )+ P (—R)—20%(0) . 0" (/1); PO _ |

A0 h hs0

ce qui contrédit au théoréme de Riemann. La seconde partie du
théoréme 3 est analogue au théoréme 2°,

12. Les théorémes 1, 1% 2, 2% 3 peuvent é&tre généralisés
en considérant, au lieu des sommes exactes, les limites d’indé-
termination. Considérons par exemple le procédé de Poisson. On
sait que tout ensemble dénombrable est un Uy pour les s.t. Un
peu plus généralement: si une s. t. & coefficients tendant vers
zéro posséde les sommes de Poisson f et f (inférieure et supé-
rieure) finies, sauf peut-dtre dans un ensemble dénombrable, et si
f> W, ot W est intégrable L (ou D au sens étroit), la série
en question est [f]*). Un raisonnement, identique 2 celui dont
nous nous sommes servis dans le cas du théoréme 3, nous donne:

Théoréme 4. Supposons que la série (6), dont les coeffi-
cients tendent vers zéro, posséde les sommes de Poisson

Q27) f(z)=lim Sanv(2)r, ?(z)=lin:11 D av(2)rm (0<z<7m)
75T n=0 r>1 p=0

finies, sauf dans un ensemble E au plus dénombrable. Si f(2)>> ¥ (2),

oft ¥ est intégrable L (ou D au sens étroit), la série (6) est Gy [f].

Plus généralement, on démontre facilement que les ensembles

d’unicité du type considéré dans Chap. I, 5¢), sont les mémes

pour les s. S. L. que pour les s. t. Nous ne nous’y arréterons pas.

§ 4.

13. 1l existe des théorémes d’unicité pour les s. t. & coeffi-
cients non tendant vers zéro ). La différence essentielle entre ce
cas et celui de coefficients tendant vers zéro est la suivante: dans

14) Steinhaus [2], Rajchman [4], Zygmund {2].
“5% M.eRiesz [lgt], Kogbetlianz [1], Young [1], Zygmund 2]
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le cas de coefficients bornés, I'ensemble d’unicité le plus général
est Pensemble vide et pour les s. t. i coefficients O(n) il n'y
a pas méme d’unicité, comme le prouvent les exemples des séries
bien connues

1, & A SR

—2——{-2005 nx, % nsin nx,

1

dont la premiére est sommable vers zéro pour z==0 (mod 27)
et la seconde partout. On a démontré pour les séries a coefficients
O (n%) (k< 1) que I'ensemble vide est un U}, et Uy;, M désignant
(C,1) ou méme P16), Le cas de coefficients o (n) n’est pas résolu
jusqu'a présent. Si la solution était positive, elle permettrait de
donner i certains-théorémes sur P'unicité (ou la localisation) pour
les s. t., donc aussi pour les autres systémes orthogonaux étudiés
dans ce travail, une forme plus définitive.

14. Supposons que la série (6) a coefficients O (n") (y <1)
est sommable P, partout dans l'intervalle (0,7), vers une fonction
f(x) finie et intégrable L. Nous allons prouver que cette série
est By [f]. Le lemme ¢ subsiste mutatis mutandis pour les
s. S. L. i coefficients O (n") (y < 1) (la démonstration est la méme;
en utilisant la formule d’approximation plus précise que (5)%) on
démontre que le lemme ¢ subsiste aussi pour les séries & coeffi-
cients o(n)), la série (6) est donc uniformément équiconvergente
dans (0,7) avec une s.t. A coefficients O (n?). On sait que cette
derniére s. t. — donc aussi la série (6) — peut &tre intégrée
terme a terme A lintérieur de (0,7)2%). Par conséquent la série
(9) est sommable. P i Vintérieur de (0,7) vers une fonction qui
y est bornée. Comme cette s. t. ne contient que des sinus, elle
est sommable P pour z=0,%, donc, en tenant compte de la
formule (5), nous voyons que la s. t.

(27 a) 2 a.cos nz,

qui est sommable P dans (0,7), donc aussi dans (— 7, 7), vers
une fonction finie et intégrable, est celle de Fourier. La série

18) Joc. cit. 15),

17) Cf. les formules (392a), (39b). - '

%) Zygmund [1], p. 93, théoréme VI Je profite de cette occasion pour
mentionner que le théoréme VI du travail cité n’est vrai que pour 0y < 1.
Si 'on veut qu'il subsiste aussi pour —1< v <0, on doit y remplacer G [f]
par G[Af], olt & est une fonction de période 27, suffisamment régulitre, égale
a1 dans (@5 &—¢e) et'd O en déhors de (a, b).
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(9), donc aussi (13a), converge uniformément vers une fonction
absolument continue, ce qui prouve que la série (6) est B[ f].
De méme, si f est intégrable D au sens étroit. La proposition
subsiste si on y remplace la condition que # soit intégrable par:
f>Y, ol ¢ est intégrable. La démonstration est a peu prés la
méme. On ne peut pas affirmer que la somme de la s.t. (9) est
bornée, mais il est facile de prouver qu'elle est intégrable, ce qui
suffit pour nous. En effet, cette somme est continue i Pintérieur
de (0,7) et tend, pour z— + 0, vers une limite finie ou — oo,
Supposons qu’elle n’est pas intégrable dans le voisinage du point
z==0. Si l'on intégre la séde (9) terme 2 terme, on obtient donc

que la somme de la série
]

(28) 379 s e
n=t 1

tend vers — oo pour x—+0, ce qui n'est pas possible, cette
derniére série convergeant absolument et uniformément. De méme
la somme de (9) est intégrable dans le voisinage du point
Zz=7,

La démonstration ne subira aucune modification si, au lieu
des sommes exactes, en considére les limites d’indétermination (27).
Nous avons donc prouvé le théoréme suivant:

Théoréme 5. Le théordme 4 subsiste pour les séries (6)
a coefficients O (n?) (y < 1), pourvu que I’on suppose que I'ensemble
exceptionnel E est vide.

15. Remarques. 1°. Comme nous avons déji mentionné,
le probléme d’unicité (pour le procédé (C,1) ou P) pour less. t.
a coefficients o(n) n’est pas résolu jusqu’a présent. Il est cepen-
dant facile de prouver que si 'ensemble vide est un ensemble
d’unicité pour le procédé M (M désignant (C,1) ou P), alors
ceci a lieu aussi pour les s. S. L. Considérons par exemple les
ensembles du type U, . La démonstration est la méme que celle
du théoréme 5, avec cette différence que maintenant nous ne
pouvons nous appuyer sur la convergence absolue de la série (28).
Mais on sait que, si une série 3¢, est sommable (C,1) ou P, la
série 2 ¢,.n? jouit de la méme propriété. En posant ¢,=a,v,(0}
et en tenant compte de la formule (5), on déduit que la somma-
bilité de la série (6) pour z=0, implique celle de (28) pour
z==0, et la somme de la série (28) ne peut pas tendre vers
— o0 pour z—0.
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La méme remarque s’applique au théoréme 6 de ce chapitre.

2°. Dans le théoréme 5 et dans la remarque précédente
nous avons considéré le procédé de sommation de Poisson. La
question s'impose: peut-on démontrer pour les séries a coeffi-
cients o(n) les propositions analogues aux théorémes 1, 2, 3 pour
une classe assez vaste des méthodes M? (Bien entendu, on doit
dans notre cas faire I'hypothése que les ensembles exceptionnels
(du type Uy, Uy, Uy) sont vides). Je n’ai pas réussi a le faire.
Les difficultés résultent du fait que la multiplication formelle des
s. t, qui joue le rdle essentiel dans les raisonnements, ne s’appli-
que aux séries a coefficients non teAdant vers zéro qu’avec cer-
taines restrictions. On peut démontrer les théorémes en question
pour une classe des méthodes M, dont le procédé P est un cas
particulier, mais les conditions que I'on doit imposer aux procédés
de cétte classe rendent les théorémes peu intéressants.

.3° Dans le théoréme 5 — comme dans le théoréme ana-
logue pour les s. t. — on peut introduire ensemble exceptionnel
dénombrable E, si l'on fait quelques restrictions sur la fagon dont
la série (6) se comporte dans E.

16. On sait que

]
(29) %——i— 2 Ccosn(x—§)
n=1
est la s.t. la plus générale a coefficients O (n") (¥ < 1), sommable
P vers zéro pour x = & (mod 2 7). Sile nombre des points excep-
tionnels est fini, la s. t. est une somme d’un nombre fini des séries
du type (29)19), |
Théoréme 6. Sila série (6) a coefficients O (n") (¥ < 1)
est sommable P vers zéro partout dans (0, ), sauf peut-étre pour
z=2§, elle est nécessairement de la forme

5 .
(30) 2 Coa(§) va (2).
=0

En partant de la formule (5), on prouve facilement que cette
derniére série est uniformément sommable P (ou méme (C, k)
(k> 0)) dans tout intervalle fermé ne contenant pas le point
z=24§. En désignant donc par C.K (z,£) la somme de la série
(30), on voit que K (z, §) est continue pour z = &. Pour prouver
que K(z,5)=0 pour z3 &, on peut raisonner comme il suit.

. ,
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Su‘pposons, pour fixer les idées, que K(z, £) >0 (zo F8); il
existe donc un & (0 < &< | 2, —&)), tel que K(z, 5)>¢ pour
|z—zy| <& Soit ¢(2) une fonction continue, positive a I'intérieur
de (zy—¢, z,+¢) et égale & zéro ailleurs. Comme on voit faci-
lement, il résulte de nos hypothéses sur K(z, &) que Sg (9] ne
peut converger vers zéro pour z=£ et nous aboutissons 3 une
contradiction. Ceci prouve que K(z,§) =0 pour z + &

Pour démontrer le théoréme 6 supposons, pour fixer les
idées, que 0 <& <z (le cas de £=0 ou £ =12 se’ démontre de
la méme fagon).

En répétant la démonstration du théordme 5, nous obtenons
que la série (27a) (qui est, 2 un facteur constant prés, la »partie
principale® de la série considérée (6)) est sommable P dans (0, 7),
sauf peut-8tre pour z==§&, vers une fonction f bornée. En consi-
dérant cette série dans Pintervalle (— 7, %), on voit qu'elle y est
sommable P partout, & 'exception peut-étre des points & —&. Elle

différe done de G[f] (ot f(—2z) =f(2)) par une série

1, 2

C [—2— + 2 cos n (x — §)] + G {% +23 cosn(x+ §)](C1, C;—const.).

n=1 n=1 i
Comme les points § et — & jouent le méme role pour la

série (27a), on a C, = C, et (27a) differe de & [f] par la série
C[—%——}-Zcosn’s‘.éosnx] (C=20Cy,
. n=1 .

d’olt @,=C.cos n5+¢, (8,—0) et la série considérée (6) est
de la forme
s
3D PpX (Cl/% cosné+ 8,,) vn (2).
n==0

En tenant compte de la formule (5) et de la sommabilité
P vers zéro de la série (30), retranchons cette derniére série de (31).
Nous obtiendrons une s. S. L. a coefficients tendant vers 0,
sommable P vers zéro pour z F §, donc identiquement égale & zéro
(théoréme 4). La série (6) est donc de la forme (30).

17. Le théoréme peut étre facilement généralisé si I'on
considére les limites d’indétermination, ou si I'on introduit quel-
ques points exceptionnels (mais tovjours en nombre fini), ou enfin
si 'on suppose que la somme est une fonction f(x) intégrable.
Comme les démonstrations restent au fond les mémes, nous nous

Studia Mathematica. T. II. 9
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bornons & remarquer que, dans le deuxiéme cas, la série considérée
est la somme d’un nombre fini des séries de la forme (30) et que,
dans le troisidme cas, il faut ajouter encore G [f].

18. Ce chapitre est consacré a la théorie des séries de
la forme (6), les fonctions w,(z) vérifiant les conditions (1) et
(2). Mais presque tous les résultats obtenus, en particulier les
théorémes concernant les ensembles U,,, U,,, ceux de localisation
(voir ci-dessous), subsistent sans aucun changement si 'on remplace
les conditions aux limites (2) par d’autres conditions, p. ex. telles que

(32) v (0) = v (1) =0

(qui peuvent &tre considérées comme le cas limite de (2') pour
h', H =) etc. Ceci est facile 3 comprendre car la partie essen-
tielle des démonstrations c’est ’équiconvergence des séries consi-
dérées avec certaines s. t. Cette équiconvergence est possible
pour les séries de la forme

(33) 2 anwn(2)

ol a,—0 et les fonctions w, (non nécessairement orthogonales)
sont de la forme

wa(2) = {CP i(2) +CPP,(2) +... + C®gp, ()} cosnz
+ {DP y(2) +DDy(2) +.. . + DP(z)} sin nz + r.(2).

Dans cette formule nous supposons que le nombre % ne
dépend pas de n, les fonctions ¢, %, r sont suffisamment réguliéres,
les nombres C, D sont bornés et enfin que les fonctions r, tendent
assez rapidement vers zéro. Le systime (normé) des fonctions
U1, U3,... Vérifiant les conditions (1°) et (33) posséde la repré-
sentation asymptotique

39

v, (2) Z]/%sinnz—I—LS—*HLZ)cosnz—I-Q"l:%2 (n=1,2,...,|0.(2) | < C)

qui est évidemment un cas spécial de (34). Il y a cependant quel-
ques différences entre les fonctions v, du systéme (1), (2) et

celles du (1), (32). Ce sont les mémes différences qui existent
entre les séries

1 = S
(35) a) 5 @ +2 a,cosnx, b) 3 b.sinnx,
1 1

considérées dans lintervalle (0,7) [cos nx et sin nx vérifient
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respectivement les équations (1), (2) (ot Q=0; A", H' =0) et
(1), (32)]. L’exemple de la série (35b) ol b,=1/log n (n=2,3,..),
dont la somme est bornée inférieurement dans (0, %) sans y étre
intégrable, prouve que la définition des ensembles U,, doit &tre
modifiée légérement pour les séries (6) ot @, vérifient (17), (32).
Soit £ un ensemble Uy, pour les s. t. (7), situé dans lintervalle
(0, 7). 11 est facile de prouver que, si une série de sinus (35b) est
sommable M dans tous les points de lintervalle (0, %) qui n’appar-
tiennent pas & E, vers une fonction finie f(x) > ¥ (x), ot ¢ (x)sinx
est intégrable, alors f(x)sinx est intégrable et les nombres b, sont
les coefficients de Fourier de la fonction f(x)'%). La situation
est analogue pour les séries (6) ot v, vérifient (17), (32). Si l'on
suppose, par exemple, qu'une série (6) & coefficients — 0 est som-
mable M dans les points de l'intervalle (0,7) appartenant 3 CE
(£ étant un Uy, pour les s. t.), vers une fonction 2> ¥ (¥sinx
intégrable), alors on peut démontrer que f(z) v.(z) est intégrable
(n=1,2...) et que

b3
Qp, == | Un (Z)f(z) dZ.
0
Nous ne nous y arréterons pas.

§ 5.

19. Nous allons nous occuper maintenant de la localisation,
en étendant les théorémes connus pour les s. t. aux s. S. L. On
a les propositions suivantes:

Théoréme 7. Si une série

(36) Sao (a,—0)
0

est sommable M vers zéro dans tous les points d’un intervalle (¢, £)
(0 L & < §L ), sauf peut-8tre ceux d'un ensemble £ du type Uy»
elle converge uniformément vers zéro dans (& ¢, §—é), quel-
que petit que soit ¢ > 0.

Théoréme 8. Si une série (36) est sommable M dans
o< z< f (excepté peut &tre un ensemble du type U,p vers une
fonction f intégrable L, elle est, dans tout intervalle (« +¢,8 —¢),

18) A, Zygmund [4].
g*
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uniformément équiconvergente avec G, [f*], ot f*=f dans (, §)
et f*=0 ailleurs. : :

Si on veut que cette proposition soit vraie aussi pour les
intégrales de M. Denjoy, on doit la modifier de la fagon suivante:

Théoréme 9. Sous les hypothéses du théoréme 8, la
série (36) est uniformément équiconvergente dans (@4 ¢, f— =)
avec Gy [fA], o la fonction Z(2) est suffisamment régulidre et
vérifie dans (0, %) les conditions: A(z)=1 dans (@+ ¢ f-—2¢) et
4(z)=0 en dehors de (g, f) 20). ‘

Le théoréme 7 résulte des lemmes ¢ et & Les théorémes
8 et 9 s'obtiennent des lemmes a; (resp. y), ¢ et du théoréme
de M. Haar®).

20. Remarquons cependant que dans les théorémes 7, 8, 9,
les points frontiers jouent un réle un peu exceptionnel. Par
exemple, si une série (36) converge (bornons nous au cas le plus
simple) vers zéro dans un intervalle (0, 5), on déduit du théoréme 7
qu'elle converge uniformément dans tout intervalle (5,8—2) (e>0),
tandis qu'il est probable (en tenant compte du fait que les points
0,7 ne sont pas singuliers pour les s. S. L.) que la convergence
uniforme doit avoir lieu aussi dans (0, g—¢). En effet, on a la
proposition suivante:

Théoréme 10. Si dans les théorémes 7,8,9 on a a=0
(resp. f=m), alors. on peut remplacer l'intervalle (¢+¢ g—e)
par (0,f—¢) (resp. (a+ &, m)).

Les démonstrations étant analogues, bornons nous a la pro-
position correspondant au théoréme 8. La série (36) est unifor-
mément équiconvergente avec une s. t. Cette derniére peut &tre
intégrée terme A terme a Dintérieur de (0,6), il en est donc de
méme de la série (36). Il en résulte (cf. (5)) que la série

SR
G(2)=2"Zsinnz

T n
converge a l’in’;érieur de (0,5) vers une fonction qui y est abso-
lument continue. De plus, on a G (+0)=0 (cf. le raisonnement
analogue dans la démonstration du théoréme 2).

Donc, le développement en série de cosinus de la fonction

H*(z), égale a

) Nous rappelons que, bien que la foneti it 'défini
(=, 8), nous posons A (z) f{z)=0 en c‘llehors de (oc,on;.f ne ok delinie que dans
4) Hear [1,].
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@
37 H(2)==ay v, (2) +. [ﬂ_flz)_ ¢in nzt enn(:) -
=1

dans (0, f) et 4 0 dans (8, %), converge unif‘ormément dans (0, 8 — &).
La différence des séries (36) et (37) nous donne la s. t.

(38) a2 cos nz
= 7T

sommable M dans (—g,5) (en dehors de E*-+ E, ot E¥* est
symétrique & E par rapport & z==0) vers une fonction intégrable.
Cette fonction est paire et égale 3 g=jF— H dans (0,5). La
série (38) se comporte dans (0,f—¢) comme le développement
en sériec de cosinus de la fonction g¥ égale a3 g dans (0,8) et
a 0 dans (8,7) (lemme 9). Il en résulte que la série (36) est uni-
formément équiconvergente dans (0,5—¢) avec le développement
en série de cosinus de la fonction g*+ H*=f* ot f*=f dans
(0,f) et =0 dans (¢,n). Il suffit maintenant de s’appuyer sur
le théoréme mentionné de M. Haar. .

21. Les propositions analogues aux théorémes 7, 8, 9, 10
subsistent si 'on considére les limites d’indétermination. Nous
nous bornons a énoncer le théoréme suivant qui découle immé-
diatement des ‘raisonnements précédents et des ‘théorémes sur
P'unicité des s. t. pour le procédé de Poisson.

Théoréme 11. Si une série (36) posséde les fonctions
f et f (cf. (27)) intégrables (L, ou D au sens étroit) et finies par-
tout dans (e,8) (0 < @ < g < ®), sauf peut étre dans un ensemble
dénombrable de points, la série considérée est uniformément
équiconvergente dans (@ +¢&, §—¢) avec Gy [Af], olt 1 est une
fonction suffisamment réguliére, égale 3 1 dans (z+¢&, f—¢) et
32 0 en dehors de (a,f). Si @=0 (resp. §=1), on peut remplacer
(¢+¢ g—e) par (0,8—¢) (resp. (x+¢,m)).

22. On peut démontrer aussi la proposition suivante:

Théoréme 12, Le théordme 11 subsiste pour a, = o (n'y) (—1< y<1)
si lon y remplace Péquiconvergence par I'équisommabilité (C,7) et si l'on
suppose (pour 0<1<1) que 'ensemble exceptionnel est vide.

La démonstration ne différe pas essentiellement de celle du théoréme 11.
Il faut cependant s’appuyer sur la multiplication formelle des s. t. & coéfficients

o (n") (—1<7<1). Nous n'y insisterons pas.

%) Voir Zygmund [1].
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Le cas de y==1, qui est lié étroitement avec le probléme d’uni-
cité pour les s. S. L. 4 coefficients o(n), n’est pas résolu. Pour
7> 1 le théoréme n’est pas vrai. Cependant, pour tout ¥ > 0, on
a le théoréme suivant:

Théoréme 13. Siune série (36), ol a,==0(n?) (¥ > 0), est
uniformément sommable P dans un intervalle (¢, 5) (0 < ¢ <8< ),
elle est uniformément sommable (C,7) dans tout sousintervalle
(@+5,6—¢) (> 0).

Ce théoréme est analogue au théoréme connu de la théorie
des s, t.: %)

(A) Si une s. t. & coefficients o(n") (¥ > 0) est uniformé-
ment sommable P dans un intervalle (e, 5), elle est uniformément
sommable (C,7) dans (¢+ ¢, §— &), quelque petit que soit &> 0.

La démonstration du théoréme 13 s’appuye sur la proposi-
tion (A) et sur I'évaluation plus précise des fonctions v, (2), qui
peut &tre obtenue, par exemple, en se servant de la méthode de
Hobson.*) Sila fonction Q(z) (cf. (1)) posséde k premiéres

~dérivées dont la derniére est i variation bornée, on a pour k pair

— 2 g 0 17 On
(392a) v,(z)= — ¢os nz'{1+;’7+n—i+"'+;7+;{f:i-—5}
- B1, Bs Bri1 O,
sin "z-{7+§+---+ﬁ+*—,¢+’z}.
et pour %k impair

2
(39b) ()= I/;cos nz.{1+ %’;+...+Z,’§L‘+nf;2}

M ﬁl ﬂk an
+ sin nz.{71—+,,.+~n—k.|.m}’

ol par exemple, dans (39 a) (pareillement dans (39b) ) les fonctions
€n, 0, sont continues, uniformément bornées et les fonctions Brt1(2),
@ (2), fi-1(2), @—2(z),... B (2) ont respectivement la 1xe, 2¢ 3¢, ., .,
(k+ 1) dérivée a variation bornée. Ceci a lieu, en particulier,
si Q est analytique. -

1 %) Ce théoréme est did 3 M. Riesz [1]. I résulte 1° de la sommabilité
u:nforme’de‘ Gl f]. (f continue) par le procédé (C, k) (k£ > 0) (M. Riesz [1]) et
2! du théoréme suivant (Riesz [1], [4]): La série de puissances = op 27 = f(z)
ol an==o0 (n¥) (y > —1), est uniformément sommable (C,Y) sur tout arc fermé
du cercle |2/ =1 ot la fonction f(z) est regulicre,

%) Hobson [1].
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23. La démonstration du théoréme 13 se compose d’une
suite de remarques.
a) Si une série de la forme

(40) w(@) =3 (@ +adx+ ...+ o x9)
n=0

(ot les nombres a ne dépendent pas de x) est sommable M
w0
dans un intervalle ¢ <{x<#, alors chacune des séries 3’ a®

(i=0,1,..., k) est sommable M.

Pour la démonstration, il suffit de remarquer que la p-iéme
différence de la fonction x' (i==1,2,...) est constante et diffé-
rente de zéro pour p=i et égale & zéro pour p >1i.

b) Posons

@n c08 nx + bnsin nx==A4,(x), a,sin nx— b, cos nx= B,(x).

n==0

0
Si une série 2’ A,(x) est uniformément sommable P dans
1

& 1 . .
un intervalle (g, f), la série 3 - B.(x) y est aussi uniformément
’ 1

sommable P.

Supposons, pour plus de simplicité, que lintervalle (g,4)
contient & l'intérieur le point x=0.

De nos hypothéses il résulte immédiatement la sommabilité
uniforme P de la série

(41 3w _EO),

n n

il ne nous reste donc qu’a démontrer la sommabilité P de la série
2 m A cet effet prenons un nombre naturel, pair k> y.
: n

En intégrant la série (41) k fois, nous obtenons une série unifor-
mément sommable P dans (c,f) et se présentant comme la somme
de la série absolument convergente

B.(x)
, Z':t?,%_‘g

et d'une série de la forme (40), ot a®=— B.(0)/k/n. Cette
derniére série est sommable P et il suffit de s’appuyer sur a).
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[
¢) La sommabilité P de la série 3 %’L résulte celle de la
0 1
série 2 U, . '
1
En effet, en posant

o

Zunrﬂ«—lzzw(r)a
on oa !
. -~
n

n==

r 1
e Of w () dt——>o W) dt.

d) Pour démontrer le théoréme 13, il suffit de prouver que
de la sommabilité uniforme P de la série (36) résulte celle de la série

(42) 2 a,cosnz.

En effet, d’aprés b) on en déduit la sommabilité uniforme
des séries

si : i

2 a,cosnz, X a, nnnz , Z'a,,ggi—gz, Zansu;;zz pees

Chacune de ces séries posséde des coefficients o (n"), donc,
d’aprés la proposition (A), est uniformément sommable (C,7) dans
(@+4¢, f—e) (¢>0). En vertu des formules (39a) ou (39b), il
en résulte que la série (36) y est aussi uniformément sommable.
(C9.

e) Prenons un nombre naturel & >y et, pour fixer les idées,
supposons k pair. En vertu de c), la série 3 termes a,n"*u,
aussi sommable P, donc, d’aprés la formule (39a),

(43)

est
la série

an a

— cos nz, donc aussi ¥ — i
= ’ Uss1 Zn"'H Sin nz
est sommable P.

Nous considérons maintenant la série P a,vY (sommable P ), ot

2
o0 =|/2 cos nz.{l+%+...+“ﬁ:§}+sin'nz.{%+ ﬁk—l}.

- =
Divisons le n-iéme terme de cette série

et de la sommabilité P des séries (43),
bilité P des séries

par n*~% En vertu de c)
nous obtenons la somma-

Qn an .
Zn—*k_g cosnz, Znﬁ""l sinnz,
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II' en résulte la sommabilité P de la série 3 a, 23, ot

@ = 2 cosnz.{l—l—%-{-...-l-a’,:___:‘l-l-sinnz. {él+...+ﬁk—3}
n s n

n n k3
En répétant ce raisonnement nous aboutirons i la somma-
bilité de la série (42), c. q. f. d. '
Remarque. Il est évident qu’on peut remplacer, dans le
théoréme 13, Vintervalle (@ +s 8—¢) par (0, —¢) si =0, et
par (@& ) si f=um.

‘§6.

24. L’idée principale introduite par Riemann dans la
théorie des s. t.

(44) flzwo +237 (A4, cos nx+ B,sinnx), VAZ+ B2 —0
n=1

consistait dans I'étude de la dépendance de la série (44) et de

la fonction F(x) obtenue par la double intégration formelle de

la série (44):

(45) F(x)= A‘32x2 __j' A cos nx -I: Businnx

n=1 n

Riemann a prouvé®) que la fagon dont se comporte la
série (45) dans un point x=1x, ne dépend que des proprietés de
F (%) dans le voisinage (x, — &, x, +€) de ce point, quelque petit
que soit £¢>> 0. :

Nous allons démontrer les propositions analogues pour les

s. S. L.
46) 2 anvn(2).

n=0
La fonction
a7n ‘ @ (2 =—2%ivn(2)

".=° n

joue un rdle analogue & celui de la fonction F(x). %)

%) Riemann [1]. Cf aussi le Chap. 1, 12 de ce travail.

16) Nous pou[vc}ms supposer qu'aucun, de nombres caractéristiques X du
probléme (1) (2') n'est égal & zéro. La fonction @ (z) a ét& utilisée par M. Haar
{[1,]) dans Vétude des questions d'unicité pour les s. S. L. Remarquons encore

que An==[n—+ O(1/n)]%
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25. Théoréme 14. Si les fonctions @*(z) et D* (2)
correspondant & deux s. S. L. i coefficients tendant vers zéro’
sont. égales dans un intervalle (¢,4) (0<e< g < 7), les deu);
s. S. L. considérées sont uniformément équiconvergentes dans
(a+§‘, f—e). Si @=0 (resp. =), ce derniér intervalle peut
&tre remplacé par (0,#—) (resp. (e + ¢ x)).

Démonstration. Soit (46) la différence des deux s. S. L
en question. La fonction @ définie par (47) est; par hypothése.
égale 4 0 dans (e,f). Nous avons 3 démontrer que la série (46),
converge uniformément vers zéro dans (¢ ¢, §— g). Supposons
quune série (44) est uniformément équiconvergente avec (46) dans
(0,7) (CL. le lemme ¢). Nous allons étudier la dépendance mu-

tuelle des fonctions F et @ définies par les égalités (45) et (47)
On a .

N 4 N
(48) 2 4, v,(2) — [~2—° + 2 (Ancosnz+ B, sin nz) } —0

n=0 n=1

z u N
A y :
fdllf{ 2 an v, () — l~2q+2 (4. cos nt+ B, sin ni) Hdt——»O.
0 0 n=1

Maisn=1
ofduofvn(z)dt=—%fduf[og+ Qu.]dt
@ =‘—%Of['v;(ll)_v;(0)]du—%fdquv,,dt

1 z u
=— [0 — 0. (0)— ], (0) . 2] — L [
y A u | Qu,dr.

50 z u A N ’
(50) fduf{—aﬂ+2;(z4n cos nt+ B, sin nt)J dt
0 0 no==
Az2 X4 cos nz + B, sin nz N
—_ . n n An‘ N'Bn .
2 = TAEte 2
n= a==1

La relation (48), grice 3 '
(48), grice a (49), (50 a iti
peut étre mise dans la forme @ G0 et 2l cqndxtlon (2,,)’
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n=0

fdu.fQ.(—;Zj;%vn(t)) dt—l—(—— Nﬁ"—m(z))

HE O T O

n=0 n n=1 n=0 ln n=1 1

N .
=% S ZA,.cos nz -+ Bpsin nz

n?

+0o(1).

n=1

Il en résulte que le coefficient de z dans le membre gauche

tend vers une limite finie pour N—co. En faisant ce passage
4 la limite, nous avons .

1)  Az+B+0(2) +fdufw<t)Q(t)dt=F(z), 0<2<7)
0 Q

A et B désignant des constantes.

D’aprés I’hypothése, la fonction @ est égale a zéro dans
(2,8). De la formule (51) il résulte que la fonction F(2) y est
linéaire, donc, d’aprés le théoréme mentionné de Riemann, la
série (44) converge uniformément vers zéro dans («+ &, §— £).1l en
est de méme de la série équiconvergente (46). Si, par exemple,
a=0, ce résultat nous donne que la série (46) converge vers
zéro pour 0<z<p, donc, d'aprés les théorémes 7 et 10, elle
converge uniformément dans (0,6—¢). ¢. q. f. d.

25. Le théoréme analogue a lieu pour les séries (46) si les coefficients
a, sont o (n?) (y > —1), mais il faut alors considérer, au lieu de (47), les fone-

tions plus générales, a savoir
B (g) = (— )k 3 =2,
(52) N

n
ot le nombre entier & est tel que 2k > 7+ 1. La série (52) converge alors

absolument et uniformément.
© Théoréme 15. Si deux s. 8. L. 3 coefficients o (n?) (12> —1) possédent
dans un intervalle (a,B) (0-<Ca<f<n) leurs fonctions @, égales, ces séries
sont uniformément &quisommables (C, 7) dans (x+s §— ¢). Si a =20, resp.
B=rm, on peut remplacer ce dernier intervaile par 0, p—2), resp. (2+5, ).
Ce théoréme général étant peu intéressant, nous nous bornons a esquisser
la démonstration dans le cas de k=2 (c'est & dire: v < 3),
Soit :

I'(z &) =_§'0"’,,(z) con(®). " 0<EHz<m0Lr<).

Nous avons déja utilisé le fait que, pour [E—z]>e 02z, on a unifor-
-nément . 0

53) ‘ }inl &E&7) ‘
des formules (39a) et (39b) il résulte (en supposant que la fonction Q dans
équation (1') est suffisamment réguliére) que, pour |E—z | > e, il existe aussi
1a limite uniforme (pour » —1) de I'expression
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) i =20 @O (=12

c'est & dire que la série Evff) (2) v, (E) est uniformément sommable par le pro~
cédé de Poisson.?”) En vertu de (53), la limite de Uexpression (54) doit &tre
égale & zéro. :

Soit maintenant (46) la différence des deux s S. L. mentionnées dans
I'énoncé du théoréme. La fonction ®, correspondant & cette série s'évanouit
dans (%,0). En vertu des remarques sur la limite des expressions T (z,£,1) et
T (2, r), on a uniformément dans («-}¢, § — &)

14 "

”r (V)
anvn_ i an'un_ . 2V ) 4n%n . @, n .
(9 TS=0; ¥58=0; I27=0; 32 —0; 3 =0,
n n n n n

les séries du membre gauche étant sommables par le procédé de Poisson. De
la troisiéme et de la ‘premiére égalité il résulte (en tenant compte de (1)) que

a,v
(56) 5" =0.
La quatriéme égalité dans (55) peut étre écrite comme
HQ+2)u,
o, g =0
Il en résulte, en vertu de (55) et (56), que
a,v

(57) > 5 Z=0.

n
La cinquiéme &galité (55) peut &tre écrite dans la forme

(Q+2).v,)"

Ean 12 =
Q"+ 1), (Q+3,) o, (Q+2)o,
T P Ee T T,
On en déduit, d'aprés (55), (56), (57), que i
. )\ " 2
3o, @ Q43
A 22 ’

done, en vertu de (53) et (58),
(P) Xa,u,=0.

Cette égalité a lieu uniformément dans (2 4~ ¢, § — ). Maintenant il suffit

de s'appuyer sur le théoréme 13. §i — 1 <7 <0, on peut se servir du théo-
réme 12,

*") Par exemple, pour v=2, la série du membre droit dans (54) peut stre

écrite dans la forme
- ZQ+1)0,@)v, (0,
et il suffit de démontrer la sommabilite P (pour zzkE) de la série
2, v (2) v, ().

Cette sommabilité résulte de la formul 39 == 'g
luation asymptotique des A: e (592) (pour £ = 2) ot de Téva-

n

3 =nt-1/n+ 0 (-9

. Remarquons que, si la fonetion Q dans (1"
suffisamment élevé, on a

n ,
A=nt i/t Gofnt 4y fn2kl 4 O (ne2be,

(11 = const.).
) posséde des dérivées d’ordre
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Chapitre III.

Polynémes de Legendre.
§ 1

1. Ce nom portent les polynémes définis par I'égalité

6)) (1—2xz+2%) "= jP,, (x) 2z~
n=0
On sait que n
meP,,dx=O (m = n)
- 2
! =m (m= n) )

2n+1

c'est a dire que les fonctions |/--2———P,, () (n==0,1,2,...) for-

ment un systéme orthogonal et normal dans (—1,1).

On a
Pi(—0)=(1"FP.(x); [P(0ILT; AD=1
En posant x=cos 8 (0 < 8 < 7), nous avons la formule sui-

vante?):

1
. | P (005 6) — 4 !cos(n 6+, @)

n. A® | y2sin0
1 cos(n9+%a)

2.2n+3)" (y2sin6)?

ott 7, () = O (n2), le symbole O ayant lieu uniformément dans tout
intervalle (5,77 —¢) (8> 0) et A désignant le coefficient de Ce-
saro:

+ +rn(a)} (a=e—412‘—),

(¢+1) @+2)...(a+n) ~ n°
al T@t+1)"
En particulier ASF)N 271;_ . La formule (2) est le cas trés
nr
spécial du développement général

A —

1) Pour la démonstration de cette formule, ainsi que de la formule ), flus
générale, voir Stieltjes [1]. Dans les raisonnements qui vent suivre 1ondl.)eu [sle
servir aussi d’auntres formules asympiotiques pour Pn, par exemple de celle
donnée par Darboux (voir Darboux [1]).
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4 cos (nﬁ—{—%) 12 cos (n@—l—%a)
AD| 256 2@n+3) (Csinbye

1%.32 cos(nBﬁ--g—a)_{_ } ( n)

+2-‘4-(2n+3) (@n+35) (@sin ) o=0—).

(2" P.(cos8) = -

2

3
6
Elle diverge dans les autres points de lintervalle (0, 7). Toutefois,
si l'on ne considére que les p premiers termes de la série (2),
Perreur commise est plus petite qu'une constante multipliée par le
premier terme negligé dans lequel on a remplacé le cosinus du
numérateur par 1. Cette erreur est donc O (n=?—%sin—=?~%6), Dans
les cas les plus intéressants la formule (2) nous suffit complé-
tement.

2. Nous appelons série de Legendre (ou bref: s. L.) toute
série de la forme

3) SaP)

n=0

La série du membre droit converge pour T <I<En.

ol les coeficients a, ne dépendent pas de x. Si ces coefficients
sont donnés par la formule

+1
@) a="2F (10 Pty s,

]
c’est 4 dire si cette série est le développement de Fourier de
f(x) suivant les polyndmes 2,, nous la désignerons par &, [f].

E étant un ensemble arbitraire situé dans I'intervalle —1 <ﬁc<1 ,
nous désignerons par E¥ Pensemble de points de Pintervalle 0w
obtenu de £ par la transformation x=-cos 8.

L’ensemble £ situé dans (—1,1) sera dit d’unicité du type
U (resp. U') si toute série (2), convergente dans CE vers zéro
(resp. vers une fonction f(x) finie et intégrable), posséde tous
ses coefficients nuls (resp. est &, [f]). Comme il est évident que
tous les ensembles du type Uou U’ (mesurables) sont de mesure
nulle, il résulte de la coavergence de la série (3) dans CE et
de la formule (2) que a,=o(yn).

Les deflnl-tIfDI}S des ensembles U, et U, (Cest-a-dire des
ensembles d’unicité pour un procédé de sommation M ) sont tout-
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a-fait analogues a celles de U et U'; il faut y ajouter seulement
Phypothése que a,=o (Jn).

Le plus souvent il nous sera commode d’écrire la série (3)
sous la forme

(3a) Zw' a» P, (cos 6) (AR

n=0

Pour cette raison, si £ est un U/ (resp. '), il nous sera
commode d’appeler U (resp. U') 'ensemble £* situé dans (0, m)
et obtenu de E par la transformation x =cos#f. Pour éviter tout
malentendu nous pourvoirrons d'un astérisque la dénomination
de tout ensemble situé dans (0,n).

Théoréme 1. Si E* est un U, pourless.t., il Pest aussi
pour les s. L.

Théoréme 2. Si E* est un U, pourles s. t., il Pest aussi
pour les s. L.

Les théorémes réciproques sont aussi vrais mais il nous sera
plus commode de remettre leur démonstrations 3 la troisiéme partie
de ce travail. Toutes ces propositions nous montrent que les
ensembles d’unicité pour les s. t. et pour les s. L. sont les
mémes. Pour fixer les idées nous donnons les démonstrations seule-
ment pour la convergence ordinaire mais les théorémes subsistent
pour un quelconque des procédés M considérés dans le Chap. I, 5b.
Les démonstrations restent les mémes, étant méme un peu plus
simples pour certains procédés (tels que (C,1) ou P) qui nous
permettent de sommer G[f] pour f continue. Nous nous bornons
d’abord aux fonctions intégrables L.

3. Les démonstrations des théorémes 1 et 2 s’appuyent sur
deux lemmes. . '

Lemme . FEtant donnée une série (3) a coefficients

o(\/;{), supposons que
&) Ya. f P,()di= f fOdt,
[4] 0

n=0
ol f est une fonction intégrable et la série du membre gauche
converge uniformément?) dans tout intervalle (—1+4+¢ 1—¢)
(e > 0). La série (3) est alors &,[f]. ")

%) L'hypothise que la convergence est uniforme n'est pas essentielle, mais

elle simplifie légirement la démonstration. ] ) .
%) La proposition subsiste —& plus forte raison—si la série (3) converge

uniformément vers f dans tout intervalle (—1-+¢ 1—2.
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Ce lemme (qui est d’ailleurs assez trivial) montre que les
séries (3) qui, intégrées, convergent vers une fonction absolument
continue, sont celles de Fourier.

Sans restreindre la généralité nous pouvons supposer que

+1
®) ' f Fdt=0.
<1
En intégrant 'égalité connue :
7) Cn+1)P.=Prp1—P, ("1'*':1,213,---);
et en posant ‘ |
P%(x) =P, (x) — P.(0) (n=0,1,2,..)),

nous avons

f Pult) di— 55-11_1 [Pia()—Pia(d)]  (n==1,2,3,..).

L'égalité (5) peut étre donc écrite sous la forme

®) ff(t)df:ao f+ 3 (PE—PH+ 2P —PE) +...

— v [ %1 Gy oy
“,ﬁ(qu 2k+S)P"'

Désignons par bi(=o (k™)) (k=1, 2,...) le coefficient .
de P% dans la derniére série. Cette série, qui converge uniformé- -

ment dans (—14 5, 1—zs), peut dtre considérée comme la diffé~
rence des deux séries

9 b () — 3 (=gt~
© ;51" +() kélb"P"(o) be=5r—1 " 2%+3)

La seconde série converge4); désignons par s sa somme et

posons
0
o= f fdt.
-1

4 Pourle voir, il suffit d'intégrer encore une fois la série 5 i dans l'inter-
valle (0, x). On obtient alors la série convergente de la forme 37 (¢, P#-- b, P,(0) x),
ot les ¢, sont formés des b, de la méme facon que les b, des ¢,. Comme
k=0 (k—4), la série A termes ez P¥ converge, d’olt résulte notre proposition,
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Nous pouvons alors écrire, en désignant par F(x) Vintégrale

de f dans l'intervalle (— 1, x),

(10) (u,——s)P0+(ao-—‘§%)P1+...+("“—‘ "’"+)Pn+...

2n—1" 2n+3
=ffdt=F(x) .
—1

D’aprés le théoréme de Fischer-Riesz%) la série du membre
gauche est une &,[F], en posant donc
ont17,
(11) A=2EfoPd (n=0,1,2..),
=1
en intégrant par parties et en tenant compte du fait que F(—1) =
==F(1) =0, nous avons (cf. la formule (7)) que

+1
Qp 1 . Czn—i—l __2n+1f
(12) Pn—1 2043 2 ] F® P, () dt
41 -
1 ¢ 14 - An—l An—l—l e
=—2—‘[F(t)(Pn_l_1——Pnﬂl) di= =t (a—1,2,0),
-1
+1 -1
1 1 A
(13) 0—-s=~§»-fFa’i=—-2-ftfdt=—Tl.
—1 —1
Donc
A A A
(14 0——s=———‘;£;ao—%2-r——z40—?2; 531__,27%3:*3_1__73_“;

Il en résulte pour n pair que
n An.
S S 4.
2n+1 2n-+1
En tenant compte de l'ordre de grandeur de a. et A.f) on
obtient, pour n— 0, que a@,=4,, donc a,=A, (n pair). Le
méme raisonnement nous donne pour n impair

(15) a

%) En intégrant encore une fois on pourrait se passer du théoréme de
Riesz - Fischer. . ] o

9) Nous nous appuyons ici sur le fait, facile 2 démontrer, que {L}=o(nr)
(Cf, p. ex. Chap. VI). Cependant on peut se passer de cette proposition. Cf.
le Chap IIl, 8 ol nous considérons le cas de l'intégrale D, pour laquelle 'éga-
lité An == o (n) n’est pas vraie en général.

Studia Mathematica. T. IL. 10
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b An_“
_ 2n+1  2n+41
ce qui nous donne a,=A4, (n=3,5,7,...) et

(16) o—s+5

ay
17) G—s+«.5=0.

Des relations (8) et (17) il résulte que a; =4A4,. Le lemme

est donc démontré.

4. Remarque. Pour les considérations ultérieures il nous sera com-
mode de généraliser un peu le lemme que nous venons de démontrer et, en
particulier, de nous débarasser des conditions trop restrictives concernant ordre
de grandeur des a,. Cette généralisation s’obtient facilement des raisonnements

précédents, A cet effet remarquons d’abord que dans la démonstration du lemme
§ on peut remplacer I'nypothése de convergence de la série (5) par celle
de sommabilité¢ P ou (C,1). La formule (8) subsiste, car, comme il résulte de
la transformation d’Abel, les deux séries en question sont uniformément &qui-
&

convergentes dans tout (— 15, 1—¢) (>0, pourve que a,==o0 (nﬁ) ). 1
en résulte que la différence (9), ol bn=o0 (Vn ), est uniformément sommable
P dans (—1+45,1—z=). On en diduit la sommabilité de la premiére des séries

) et, en conservant les notatious précedentes, nous avons la formule 10) o
la série du membre gauche est uniformément sommable P dans (—1+¢,1—s),
Maintenant on peat appliquer le lemme [ et on obtieat que la série (10) est
G, [F]. i Ion suppose d’abord que a,= o (r), le raisonnement dans la démon-
stration du lemme { subgsiste et on a o,=A,.

3i l'on conserve cependant I'hypothése précedente (plus générale) que -

an::o(n%), il résulte des formules (14) et du fait que An = o0 (n) que le quo-

tient 77?—9—:1— (n-pair) tend vers une limite que nous pouvons désigner par ~22C~ .
Il en résulte done que .
a,=(2n-+1) -g— -+ 4n. (n=70,24, .)
De méme nous avons que

a,=@nt) S 14, (r=1,35,..),

C, désignant aussi une constante, En résumant: si a,=o (na/“) la série consi-
déreé (3) différe de &, [f] par une série de la forme

1 3 5 7
(18) CqgPtCgPitC3P+C. 5P,

C et C, désignant des constantes.

Il est facile de voir que la série (18) est uniformément sommahle P

. 1 . :
(ou, méme, (C, k) (lc > ~2~)) vers zéro dans (—1-4e 1—¢) quelles que
isoiex'lt‘ les constantes C,C,. En effet, prenons C— C; =1; nous obtenons alors
a serle

(19) £ () 2t

n==
dont la sommabilité P vers zéro i Pintérieur de (—1,1) résulte immédiatement

de la formule (cf. (1)):

*) Nous nous servons de Iinégalité P (x)=0(@%), (—1 <x<1).
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(20) 2 (nt5) Pt =—L=r

—_—.
) ) (1—2xr+ 2
Maintenant il suffit de remarquer que la série {18) est une combinaison linéaire
des parties paire et impaire de la série (19), qui, toutes deux, représentent
zéro, sauf pour x == + 1
' Remarquons encore que la série (19) est un cas particulier (pour £=1)
d'une série plus générale
@ 2n-1 .
(1) K@h= 2P Py, (-1<E<T)
e
gui, comme on sait, est uniformément sommable vers zéro sauf dans le voisinage
u point ¥ =§ et qui joue le méme réle que la série

1 @
—i-—l- ? cosn (x —E)
dans la théorie des séries trigonométriques,
5. Lemme 1. Soit ¢(6) une fonction continue avec quel-

ques unes de ses dérivées a l'intérieur de (0, 7). Alors, pour toute
série

(22) f anPrlcos ). ¢ (8) (a.= o (n}))
n ==(

et pour tout 0 < d < izr— , il existe une s, t

(23) % + j(/ln cos nf + B, sin nb), (\/Aﬁ +8:—» (1))

n=1

uniformément équiconvergente avec (22) dans (d,7% — d).
Remarque. Dans la démonstration du théoréme 2 il suffit
de s’appuyer sur un lemme moins général, mais un peu plus facile
4 démontrer, notamment, que les séries (22) et (23) sont unifor-
mément équiconvergentes au sens large dans (d,7 — d).
Nous ne nous y arrétons pas (cf. la sitvation analogue pour

“les s. S. L.).

6. Démonstration du lemme. En nous appuyant sur la
formule (2) nous pouvons écrire:

0 © ~ o

(24) 2 a.PulcosO)g(6) =2 a,Pn(cosb).p(0)+ 3 R.(6),
n=0 n=0 n=0

olt B, (cosf)) désigne la somme des deux premiers termes du

membre droit dans la formule (2) et la série & termes R,(6) con-

verge absolument et uniformément dans (d, © — J) vers une fonction

R (), qui y est continue. En laissant, a Pinstant, de ¢6té les pro-

prietés de la fonction R (6), occupons nous de la série

(25) 37 0. B, (cos 6) ¢ (6).

n=0

10*



148 , A. Zygmund.

D’aprés (2), la série (25) peut &tre traitée comme la somme
de 4 séries:

(26) g () ancosnd, gy(6) 2 onsinnd,

an .

' gs(ﬂ)zmgzllgcosnﬂ, g4(0)2m51nn0,

oll ¢, =4 aqa, ,/A,(,%)—>O et les fonctions g, (i==1,2, 3, 4) peuvent
&tre é&crites facilement. Ces fonctions se comportent réguliérement
dans (J,77—0d). Désignons par 4;(6) (i=1,2,3,4) des fonctions
de période 27, suffisamment réguliéres et égales respectivement
a g,(0) dans (6,7—d). D’aprés la proposition (Rs) (Chap. I, 8),
chacune des séries (26) est uniformément équiconvergente dans
(d,m—d) avec le produit formel correspondant ('un des facteurs
dans ce produit est &[A]).

Nous avons ainsi prouvé P'équiconvergence (au sens large)
de la série (22) et d’une s. t.

Pour achever la démonstration du lemme il suffit de prouver
qu'il existe une fonction R*(f), continue et de période 27, coin-
cidant avec R (f) dans (J, m—0), et telle que &[R*] converge uni-
formément, '

A cet effet il suffit de prouver que la fonction R (8) vérifie
dans (d,7—0) la condition de Lipschitz avec un exposant positif.
Ceci résulte du fait suivant: on a (cf. (2))

n(@) =20,

olt |g. ()| <M (M= M(3)). et aussi
27 ¢, ()| <Mn My =M (9)).

Cette derniére inégalité est connue &). Elle peut &tre obtenue
de la comparaison des deux formules pour P’ (cos ), dont la pre-
miére nous donne l'expression asymptotique pour P’ (cos 8) (sem-
blable & la formule (2) pour P, (cos6)) et peut étre obtenue, par

exemple, par la methode de Sticltjes ou de Darboux et dont la

seconde s’obtient par la différentiation de la formule (2). La dé-
monstration du fait que R vérifie la condition de Lipschitz d’ordre
positif reste la méme que pour les s. S. L. (Cf. le Chap. 11, 9),

. ) Ci par ex. G. Darboux [1], p. 53, ot elle est démontrée pour les po-
lynémes de Jacobi, plus généraux que ceux de Legendre.

Théorie riemannienne de systémes orthogonaux. 149

6. Passons maintenant i la démonstration des théordmes
annoncés et bornons nous au théoréme 2 (la démonstration du
théoréme 1 étant presque la méme). Considérons une série 3)
convergente dans CE vers une fonction f(x) finie et intégrable
dans (—1,1), £¥ étant un ensemble U’ pour les s. t. (rappelons
encore une fois que EC(—1,1) et que £*C(0,m)). Pour la dé-
monstration du théoréme 2 il suffit de prouver que la série (3)
vérifie les prémisses dulemme [ A cet effet remarquons d'abord
que la fonction f(cos#) sind est intégrable dans (0, 7). En éeri-
vant la série (3) sous la forme (32), en la multipliant par siné,
en remplacant la série obtenue (en vertu du lemme 7) par une série
(23) uniformément équiconvergente dans (J,7—d), nous pouvons
appliquer le lemme g. Ce lemme nous prouve que la série (23),
donc aussi (22), peut &tre intégrée dans (J,7—0) terme 2 terme.
En revenant 4 la série (3), nous voyons qu’on a P&galité (5) uni-
formément dans (—1+4¢,1—¢); & étant arbitraire, le théoréme 2
est démontré.

7. La définition des ensemble d'unicité U” est &vidente:
un ensemble F situé dans (—1,1) est un U", si toute s. L. con-
vergente (ou sommable A, si I'on veut définir Uy) dans CE vers
une fonction finie f(x), qui est majorante pour une fonction inté-
grable @ (x) (c’est-a-dire que f>>¢), est G, [f].

Théoréme 3. Si E* est un Uy, pour les s. t., il Pest
aussi pour les s. L.

"Démonstration. Bornons nous de nouveau au cas de
convergence. Si une s. t. 4 coefficients tendant vers zéro con-
verge dans tous les points d’un intervalle (a, b), n’appartenant pas
4 un ensemble du type U”, vers une fonction f finie et > ¢
(p intégrable), alors f est intégrable dans (a+-¢, b—¢) et cette
série est uniformément équiconvergente dans (a4 2¢, b—2¢) avec
G[f*), f* étant égale & f dans (a-+& b—¢) et & zéro ailleurs
(mod 2m).

En particulier, la série considérée peut &tre intégrée terme
3 terme a lintérieur de (@, 5). En répétant donc, sans aucune
modification, la démonstration du théoréme 2, on voit que, si une
s. L. (3) converge dans CE — ott E* est un U” pourless. t.—
vers une fonction f>> @ (f finie, ¢ intégrable), on a I'égalité (10),
la série du membre gauche convergeant uniformément dans tout
intervalle (=142 1—¢). Il nous suffit de démontrer que f est
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intégrable dans (—1,1). En effet, dans le cas contraire, pour x
tendant vers une des extremités de lintervalle (~1,1), p. ex.
pour x—1, on aurait

x—>1—

(28) lim [f()dt=+c.

. Pour démontrer l'impossibilité de (28) remarquons que I'éga-
lité (5) entraine (8). Du théoréme de Fischer-Riesz il résulte que

la série (9) est celle de Fourier de la fonction g= f fdt, continue
0

a Pintérieur de (—1, 1) et méme (dans le sens généralisé) pour x==1,
ou elle admet la valeur + . :

La série (8) sommée, pour x=1, par le procéde de Poisson
posséde une somme égale a

1
@) lim f gOL(Ddt, ot L(r,d)=
=

1—r2

A=2ngap=0

(cf. (20)). La formule (20) nous donne, pour 0Lr< 1,
-+1 1 . :
fL(r, Hdt=1, donc lim [L(r8die1,
= r-—)l'_e ]

car L(r,)—0, uniformément pour —1 ¢t<{1—¢& On a donc

j; AL@D dtélf;j,

-1 1—s=

1—e&

+1
[1<Max LGt [1260] de—o,

=S —

1 1
f> Min ¢ (3) fL(r, ) di—Min g (7).
1—e 1—¢& I-est=1

1—ege=

Comme g(x)— 40, pour x —1—0, on en déd
(29) est égale a+ .

N La séx:ie‘ (9) pour x=1 est donc sommable P vers + 00,
ous avons ici abouti 4 une contradiction car, du fait que P, (1)=1

uit que I’expression
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et de la définition des b il résulte que la série (9) converge
pour x==1 vers une somme finie.

La considération des limites d'indétermination ne demande
aucune modification des raisonnements. En nous appuyant sur le
théoréme correspondant pour les s. t.°) nous avons donc le

Théoréme 4. Considérons pour une série (3), ot a,=0(}n),
les fonctions

x o
(30) li_mZ’anPn(x)r"=f(x), lim a. P, () r= f(x).
rerl @ - >l g

Si les fonctions f et f sont finies partout, sauf dans un en-
semble E au plus dénombrable, et si, de plus, f> @, ol ¢ est
intégrable %), la série (3) est &,[f]. B

Ce théoréme contient, comme un cas particulier, les théo-
rémes analogues a ceux de M. de la Vallée Poussin pour les s. t.3%).

8. Jusqu’a présent dans ce chapitre nous avons employé
Pintégrale au sens de Lebesgue; cependant il est facile de dé-
montrer que les théorémes 1, 2, 3 subsistent si I'on y employe
une notion de I'intégrale plus générale, notamment celle de M. Den-
joy (au sens étroit ou large). La démonstration de ces théorémes
s’appuye sur la multiplication formelle des séries trigonométriques
et sur le lemme & 1 suffit donc de démontrer que le lemme £
subsiste pour lesdites intégrales. La démonstration reste la méme
jusqu’aux égalités (15) et (16). Maintenant, pour démontrer que
an,=A,, on ne peut s'appuyer sur I'évaluation A,==o(n), car
ceci, en général, n'est pas vrai pour les intégrales de M. Den-
joy. Cependant cette difficulté n’est pas essentielle car de I'iné-
galité (15) il résulte que la suite 4./(2Zn +1) (n-pair) tend vers une
limite finie. Il en est de méme si n parcourt les valeurs impaires.
Pour démontrer que — dans notre cas — ces deux limites sont
nulles (c’est a dire que An,==0(n)), ce qui permet d’achever sans
aucune difficulté la démonstration, il suffit de s’appuyer sur la
proposition suivante.

Lemme 6. Si les nombres A, sont des coefficients de
Fourjer d’une fonction f intégrable dans le sens de M. Denjoy

%) Cf. A. Rajechman [4). Les démonstrations sont reproduites dans Zyg-
mund [2]. ) — .
1) En particulier il suffit de supposer quune des fonctions f, f estinté-

grable.
1) Cf. aussi M. Plancherel [2].
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(étroit ou large), la suite 4,/(2n-+1) est sommable vers zéro par
le procéde de Poisson, c'est a dire que

lim{(l—r)i A"'rnJ—._—_o.

s ~o2n+1

La démonstration s’appuye sur le fait que le théoréme sur
Vintégration par parties subsiste pour les intégrales de M. Denjoy.

x

Posons F(x) = f fdf. Nous pouvons supposer, sans restreindre

-1
la généralité, que F(1)=0.
De la formule (1), il résulte donc que

1
5 A . (1-r) dt
1— = 4
(0ot ? .‘_[f(t)(l—QrH-r”)%

+1
1- d —
:_LQ_’)le(t)d—ta—QrH oy g,
Mais

d _1/ td .
(1) =2ty The T~
&' ) A=2rt4r=”"

et, de plus, cette derniere expression est bornée dans tout inter-
valle (—~1, 1—¢). :

Comme F est continue et F(~1)=F@) =0, il suffit, pour

achever le démonstration du lemme, de prouver que I'expression
o b
(1~r)1flE =2ty M de=(1-n) [ £ (0=2rt4 7 at
- -1 ,

est bornée — ce qui est évident. En particulier nous avons prouvs,
en nous appuyant sur le théoréme analogue pour les s. t., que

le théordme 4 subsiste pour Vintégrale de M. Denjoy au sens
&troitis), '

§ 2

9. Passons maintenant au cas des séries (3) ou les coeffi-
cients a, ne sont pas forcément o (yn).

1) Probablement le théoréme analogue subsiste pour Iintégrale D an

sens Ilarge, tmals, pour le prouver, il nous manque le théoréme correspondant
pour les s. t. :

Théorie riemannienne de systémes orthogonaux. 153

'5Il§oréme 5. Le théoréme 4 subsiste méme pour @,=
=o(n" (0>0) pourvu que Pensemble exceptionnel en que-
stion soit vide13),

La démonstration différe peu de celle du théoréme 4. i est
commode de poser, dans (2), 6=2u car ceci nous permet d’éviter
des facteurs fractionnaires dans les arguments,

La série (3) peut 8tre écrite alors sous Ja forme (x=rcos 2u):

L \a 22 7
32 == a5y 2n+1)u——
(32) (VsinQLz)né;a ﬁAf}’) I_COS [( n+u 7

1 1 3
+—2-«.2~———n T3 ¢os [(Qn +3) u——r

+ (u)}

foidx - T
et le second facteur est évidémment équiconvergent dans 8,7—-8)

. L. 53— . L,
avec une s. t. en u, i coefficients O (1} d) Cette dernidre série
peut étre, en vertu des théorémes connus pour les s. t.14),

. r ) n 3
intégrée terme a terme dans (a,?—e) et la série obtenue est

. . T .
uniformément sommable P dans (2 £, 7-28) vers une fonction

qui y est absolument continue (ou, plus généralement, est une inté-

grale D au sens étroit). On peut donc intégrer terme a terme
dans (2 g, %——28) le second facteur dans (32). Il en résulte que la

série (3) elle-méme peut &tre intégrée terme a terme; on a donc I'éga-
lité (5) (ol f doit &tre remplacé par £ ou f (cf. (30)), la série du
membre gauche étant uniformément sommable 2 dans tout inter-
valle (—1+¢, 1—¢). La fonction f est intégrable dans (—1+ ¢,
1—¢) et il suffit de démontrer qu'ele est intégrable dans (—1, 1).

Supposons, au contraire, que f n'est pas intégrable, par
exemple dans le voisinage du point x=1. Commencons par

) Ce théoréme, ainsi que les théorémes subséquents du type analogue,
subsiste sil'on y remplace la condition a, =10 (n?”"d‘) par 3| a, | n—% <eo. 3I_Y.a
question (non résolue jusqud présent) si le théoréme subsiste pour ¢, =o (")
dépend entiérement de la résolution du probléme an logue pour les s. t Si ce
dernier probléme posséde une solatution positive, une démonstration complétement
analogue & celle du théoréme 5, (en utilisant la formule pour Pn plus précise
que (2)), prouve qu'on peut y supposer & =0. . )

(Ajouté 15. X. 1930). Tout récemment M. 5. Verblunsky a publié un travail
(Proc. London Math Soc. 31 (1930), part 5) ot il prouve des théorémes d'uni-
cité pour les s. t. sommables P, i coefficients o (). Les thEorémes ;ana}ogues
subsistent donc pour les s.'S. L. et les s. L. En part culier dans les théorémes 5

et 6 en peut poser 5=20, :
%) Cf. A. Zygmund [1], p. 93, théoréme VI
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démontrer que la fonction g (x) = f [ dt est intégrable dans (—1, 1).
0

En effet, cette fonction représente (pour —1< x < 1) la somme
de la série (9). Si a,=O0(n?"), alors, pour démontrer que g
est intégrable, nous ne pouvons nous appuyer sur le théoréme
de Riesz-Fischer; on peut cependant raisonner de la maniére suj-
vante. La fonction g est continue 3 lintérieur de (—1,1), et, comme
f> 9, ol p est intégrable, g tend (pour x—>1—0) vers une limite
finie ou+ 0. La série (9) peut &tre &crite comme

(33) 75, P, L T/ B
ké:)k k(x)’ b 2%—1 9% L3 (k—"lszﬁ-“):

by =~ "0 P.(0).
1

. Si I'on intégre terme a terme la série (33) dans (0,x), on
obtient la série

(34) ) P _ br—1 by
k%OCk k(x)) Crk Qk—l 2k+3 (k=1) 2’ "')!

co=—2"cx P (0).
1

La somme de la série (34) est éoale & lintéeral
de.ms (o, x): l?ésignons la par G (x). D’aprgs le théorénfe dz P(ili(:cire(rtz
Rlesz. l.a série (34) est &, [G]. Si g (x) n’était pas intégrable dans
le voisinage de x=1, nous aurions G (1 —0)=o0 et la série (34)
serait sommable P vers + 0 pour x=1. Ceci est impossible, car
cette série converge vers une somme, finie pour x=1. ’

La .fonction (33) est donc intégrable au sens de M. Lebesgue
et la série (33) est G.lgl- Si g(1—0)=+ o, nous aurions

(35) Py 3( %=1 @sr)_
( )kg(zk_l : 2k+3)*+°°'

D’aut -
Sest i ;il;:e part, les deuxk nombres S, F(+1) sont finis,

%) En s'appuyant suor le dore
théorémes al
Zygmund |2]), on) peut i : : anato
H ntrod
nombrable exceptiogne] ocuire aussi dans le

ﬁlu’es‘ pouz les 5. t. (voir
eoréme 4 un ensemble dé-
» pourva que l'on suppose que dans cet ensemble on a

o
néua" Po(®).r"=o(l—p)~L,
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-MLY arm <M, 0L r<).
1

M désignant une constante positive. En multipliant les termes
de cette inégalité par r+ et en intégrant par rapport i r, nous
obtenons que la série A termes a,/2n+1 est sommable P, ce qui
contredit 3 (35). Remarquons encore que, si a,==o(n),'impossi-
bilité de (35) est évidente.

Remarque. On voit de cette démonstration que, si a,==0(n),
on peut se passer de 'hypothése que f(+1) et f(+1) soient finis.
1l en résulte que, si a,=o(n), les théorémes d’unicité subsistent
méme si on introduit 'ensemble exceptionnel composé des deux
points frontiers + 1.

10. Comme le montre I'exemple de la série (21), dans le cas de an=O(V;)
il n'y a pas, en général, d’ensembles d'unicité. p

Théoréme 6. Si, pour une série (3) avec a, =0 (nd— ) (3> 0) les
fonctions f et f, définies dans (30), sont finies partout sauf, peut-étre, dans un
ensemble £ composé d’un nombre fini de points §:

—1=E <E<...<E=1

et si f est intégrable L (ou D an sens étroit), la série considérée différe de
G, [_f]— par une combinaison linéaire des séries (21), ot £=§, (i=1,2,..., p)

Démonstration. Soit
(36) f~28,P,.

Si f est intégrable L, on a &,=o(n); sif est intégrable D, on peut

prouver (Cf. le Chap. VI) que b, =0 (n™). Le raisonnement analogue 2 celui

du théoréme 4 prouve qu'on a

X X
37 So, (Pa={fa+C  xFi b
< A
0 0
la constante C changeant, en général, si x passe d'un des intervalles
(38) (§1 y ‘:Ez)! (Eﬂs Es)a srey (EP—L EP)

3 un autre. La série (37) est sommable (C, 1}, ou, méme, convergente si f est

intégrable L . L,
& D'autre part on sait que la série de Fourier (36) pent étre intégree terme

3 terme (Cf. par ex. le Chap. VI). On a done

R

=, 3 Pa dt-:_j:idt,
L 0

ol la série du membre gauche converge ou est st’nfxm?.ble (C,1). Retranchons
la série (36) de (3) et soit a,—b,=d,. La série a termes d,P, peut étre

¥

L -
intégrée terme & terme et nous obtenons ainsi que la série

0 ps @® dn—1 dn—l-l
(39) gdnSPn dt=d.F+2% (m - zn+3}”“
0




156 A. Zygmund.

(d est une constants) est sommable (C,1) vers une fonction ¢, constante
a 1’19t}3rleur de chacun des intervalles (38). En s’appuyant sur les théorém.s
d'unjeité on voit que la série du second membre dans (39) est G; [¢]. Nous avons

o=Ce+Cyt...+C,_y9, 1, 9, désignant la fonction égale a 1 a l'intérient
de (‘Eis §i+1) et 3 zéro ailleurs. Posons A, (x) == Pn+1 (x) — P,_q (x) (n=1,2,...).
Un calcul simple montre que

1, ‘ , o1
P~ —2‘ (Qi-}-l - EI) Po Jl;é;? [A,, (‘SH_]_) - An (El)] Pn (x)

La comparaison de la série (39) et de &, [¢] nous donne (pour n > 1)

dn— dn 4 %
(40) L e O L () — dn (@] T (B) — A (5]

2n—1" 243
Cp
o G ) — A ol = 5 ()
P2 Ci - Cp-—l

-+ i§2—2— [An (Ez-l—l) — 4da (\',1' )] -_ p) An (Ep—-l) .

Supposons, pour l'instant, que a,= o (n). Alors, en ajoutant les égalités
(40) pour des valeurs consécutives de n et en passant i la limite, nous avons:

dn—l . G, _ 1 P2 Cp
21’1—1“* —2—1 Prn (‘53) - —2_ i§2 Ci [Pn—-l (51-—]—1) — P, (&l )] '+‘ p2 ! Pr—1 (Ep——l)

D D, —
= S PG+ 5 Pt () o+ 25 P ),

Dg,...,D,;—1J désignagt des constantes. Le théoréme est donc démontré. Si
dn=0(n}—9) =0 (n}) le raisonnement ci- dessus prouve I'existence des limites

don =D I d2 n+4-1

li 1 o
ni>moc 4n+-1 ! et n me4 n+3 o DP ’
Il en découle que la série 3 dn Py est une combinaison lindaire des séries
2n+1
2 2 Pn(x)Pn(fi), l‘—"—"2,3,...,p—1,
4k+1 443
2—2— Par(x)., 2,—2———sz+1 () c. g £ d.

§ 3.

, 11. Passons maintenant aux théorémes de localisation pour

es s. L. et commengons par le cas des coefficients o (yVn). Des

lemmes 7,7, @, on déduit les deux théordmes suivants:
Théoréme 7. Si une série (3a) & coefficients o(yn) est

sommable M, vers zéro dans les points de lintervalle o< 0 < g

(0 <e<p<m) nappartenant pas i un ensemble E* du type

Iy ;. .
Uy, cette série converge uniformément dans (x+&, g—8).

ﬁ - A~
18) Pour les s. . De méme dans le théoréme 8.
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Théoréme 8. Si une série (3a), a coefficients o(yn),

est sommable M dans (2, f) (0 <a<fg<7), sauf, peut &tre,

pour 0 appartepant & un ensemble E* du type U, vers une
fonction finie et intégrable (L ou D) dans (e, f), cette série est
uniformément équiconvergente dans (e & g—&) avec G[f1], ol
2 est une fonction suffisamment régulidre, égale 4 1 dans (¢,
g—¢) et 3 0 en dehors de (g, g).
De méme nous avons la proposition suivante:
Théoréme 9. Posons pour une série (3a)

(41) f(0) =lim { 3a, Pu(eos ) } f(O=lim [S’ a. Py (cos 0) }

r-»1|p=0 n=0

Si f et # sont finies dans (o, ) (0 <o <g < m), sauf dans
un ensemble au plus dénombrable de points et si f est intégrable
L (ou D au sens étroit) dans (e, f), alors, en supposant que
an=o0(\n), la série considérée est uniformément équiconvergente
dans (¢+¢ f—¢) avec G[f4], ou 1 est définie comme dans le
théoréme 8.

On a aussi le théoréme suivant

Théoréme 10. Si pour une série (3a) & coefficients o (n") (—1<1<1)
les fonetions f et f (cf. (41)) sont, toutes deux, finies pour 203 (0 << f L)
et si fy est intégrable L, la série considérée est uniformément équisommable
(C, v} dans (a--g, f—¢) avec © [f2], ol A est définie comme dans le théaréme 8.

Nous ne nous y arrétons pas car la démonstration de ce théoréme utilise la
multiplication formelle des s. t. & coefficients o (nT) (—1 <y < 1).

Pour les séries (3a) dont les coefficients sont o () (>0 on alle

Théoréme 11. Si une série (3a) dont les coefficients sont o (at)
{t > 0) est uniformément sommable P dans un intervalle (&, f) (0 <2 << 7),
ceite série est uniformément sommable (C,7) dans tout intervalle (w45 B—ce)

Ce thé.réme est analogue au théoréme 10 (Chap. I) pour les s. 5. L.
ot se démontre de maniére analogue (il est commode de poser, dans la démon-
stration, 8 = 2u) 7).

17) Esquissons seulement la Jémonstration dans le cas de 0 < Y < 1. En
multipliant la série considérée par Vsin 8 et en lintégrant terme a terme, nous
obtenons (cf. (2)) que la série :

ansin[(n+%‘) B “‘“Z_}
Afz%).(vz-i;i/z)

* =

est uniformément sommable P dans (%, f)- .
D’autre part, en tepant compte du fait que de la sommabihté‘P d’une

1 . ..
série Xc, il résulte celle de la série ch/‘ n +—2—) , on ‘obtient, que la série
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§ 4.

12. Les polyndmes P, de Legendre vérifient I'équation dif-
férentielle
(42) A=xy"—2xy'+n(n+1)y=0.
L Cette équation posséde une seconde intégrale, lindarement
indépendante qu’on appelle ordinairement fonction de L egen-
dre de seconde éspéce et quion désigne par Q,.Q, est lide
avec P, par la relation

1 z+1
Q"__f‘p"‘log'z__T_l_R"_l (n=1,2,...)

o R, e.s‘t un polynéme de degré n & coefficients réels. Q. (z)
est reguliére et uniforme dans le plan de la variable 2 découpé
le long .du'segrflent (=1,1). Sur le segment (—1,1) lui-méme
elle est indéterminée. Ordinairement on pose pour —1 < x < 1:

1
Qu () =5 Qulr + 00 +5 Qule— 0D =1 P, log LEX L o

1—-x

En posant x=cos 8 (0 '
tique suivante 15) 0s8 (0 <6< m) on a la formule asympto-

. o
(43) Q.(cos6) =_% Sﬂ’_l_ajjz) 12, sin (n 6+ % a)

Y(I%J v2sin 6 2.2n+3)° \/m A

n 12,32 sin (nH—{—%a)
2.4.2n+3)(2n+5) \/m =+ (a:ﬂ——g—).

ancos[(n+~;—)e~%]
A0F]

P dans (,B). On en déduit, tour & teur, la somma-

o ()0 -2]

*

et ‘ugiformément sommable
bilité P des séries

o lf3-3]

- 4 '
Ai—%) 2n-F1 - ) ZA(%) 2n-3 :
done, d’aprés la formule (2), aussi celle de "
) “r_ cos [ ( i) 6 — i]
& A@) "1 45

Le séries (S) et (7) A .
— i .4 ) peuvent étre considérées ¢
§=2u), D'apris le théoréme de M. Riesz (1] elles Roat somanprt Jen posant
ertu de (2), il résulte le théoréme annoncé es (C, ), do,
%) Stieltjes [1]. ’

- (46) 374, Pu(cos 6),
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Ce développement converge pour %— <o< STE . L’évalua-

tion de l'erreur, qu'on commet en gardant dans la série (43) seu-
lement les p premiers termes, est la méme que pour la série (2).

" En particulier

9 sin (n 8+ %)
AB \2sin b

(44) Q:(cos ) =—
1 sin (n 0 —}—% a)
2Qn+3)  \@2sino)

o 0= 0 )

ntsin’: 0

+ +Qn(6) L]

De la forme du membre droit dans I'égalité (44) il résulte
que le lemme 7 et les théorémes 6, 7,8, 9, 10 subsistent pour
les séries

(45) 374, 0, (cos 6).

rn=1

Nous ne nous y arrétons pas. On trouvera peut-&tre un peu plu
d’intéret dans la dépendance mutuelle des séries

(47) —%Zm'an Q.(cosb).

n=={ n=1

En effet, en comparant les expressions (27) et (43), on voit g
les numérateurs correspondants sont des expressions trigonon
triques conjuguées. Ceci rend probable que les proprietés mutue]
des séries (46) et (47) a Dintérieur de (0, 7) sont analogues & ce

des s. t. conjuguées:

(48) % + 3 (Ancosn 0+ Businn ),
n=1

(49) S(Ansin nf—B,cosnb).
n=1

Nous allons prouver qu’il en est ainsi, en nous bornant, pour plus de
) "l ?
simplicité, au cas an=o0(yn). Il nous sera commode d’appeler la

série (47) conjuguée a (46).
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Lemme o Si les deux séries (46) et (48) (an=oyn;
A,, B,—0) sont uniformément équiconvergentes dans (z, p)
(0 < e < p<n), les séries conjuguées (47) et (49) sont uniformé-
ment équiconvergentes au sens large dans (z-¢, g—e).

Démonstration. Des théorémes sur la multiplication’

formelle %) il résulte que, si une s.t. converge uniformément vers
zéro dans un intervalle (e, #), la série conjuguée converge unifor-
mément dans (@& g—¢&) (en général pas vers zéro). Il en résulte
que, si deux s.t. sont équiconvergentes dans («, ), leurs con-
juguées sont équiconvergentes au sens large dans (a+ ¢, f—é).
Il suffit donc de démontrer le lemme ¢ dans le cas spécial on
la série (48) est celle que nous avons construit dans la démon-

vons supposer que lintervalle (¢,§) coincide avec lintervalle
(6, —J) considéré dans le lemme 7.

Pour prouver le lemme ¢ il suffit de répéter la démonstra-
tion du lemme 7%, en tenant compte des théorémes sur la multi-
plication formelle des s. t. conjuguées (Cf. Chap. I, 9, 2°). La
série (23) était la somme de cing s. t.: notamment des quatre
produits formels obtenus de (26) (ou les fonctions g,(6) ont été
changées en déhors de (6, m—d), afin que les fonctions nouvelles
%: soient suffisamment réguliéres dans (0, 27)) et de G[R*]. Dé-
signons ces s. t. respectivement par S® (i=1, 2, 3, 4, 5), leur
somme par .5, et leurs conjuguées par S® et 5.

La série (47), considéré dans (d, m—d), peut &tre décompo-
sée — conformément 2 la formule (44) — en somme de 5 séries,
dont les 4 premiéres sont (en se servant des notations de la dé-
monstration du lemme 7):

(50) 2,(0) 3 ansinn6; 1, (8) 3 —a,cos nd;

]. 6 y-_?:n_ 7 . ____an ’
3(),_,2(2n+3)smn6, 14(6)22(2?-1-3)“)5”0"

Comparons les expressions (26) et (50) (en rappelant que
dans (§,7—d) on a A,=g). Les fonctions 4; dans (26) et (50)
sont multipliées par des s. t respectivement conjuguées. En
nous appuyant sur les théorémes sur la multiplication formelle des
s. t. nous voyous donc que les séries (50) sont respectivement

) Cf. le Chap. 1, 8, .
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équiconvergentes (au sens large) avec SM, 5@ 38, 5@, Main-
tenant nous pouvons raisonner comme il suit. La série (47) est
&quiconvergente au sens large avec

4
2'80+T
1
(T étant une série absolument et uniformément convergente, pro-

4 .
venant du terme ¢,(6) dans (44)), donc avec 2SS, enfin avec
. 1

- B
(23@)4_3’—(5):520) c. g. . d.
1

13. Du lemme ¢ on déduit immédiatement le théoréme suivant.

Théorédme 12. Si une série (46) (ol a,= o(yn)) con-
verge vers zéro dans un intervalle (¢,f) (0<a<{p<m), sa conju-
guée (47) converge uniformément dans (z+ ¢ g—¢) (¢> 0).

Il est evident que ce théoréme subsiste si 'on y remplace
la série (46) par sa conjuguée (47) et réciproquement. La méme
situation a lieu dans tous les théorémes qui suivent.

Théoréme 13. Sous les hypothéses du théoréme 8 (resp.
9), la série conjuguée a (3a) est uniformément équiconvergente
au sens large dans (@ +¢&, §—¢) avec G[fA] (resp. G[fA]).

§ 5.

14. En posant dans (42) x==cos f, nous obtenons 'équa-
tion différentielle des P,(cos8):

(51) 51—0 Ed(; [sin 6. é% P, (cos )|+ n(n+1)Pu(cos 0) %0 (n=1,2,...)

" Soit donnée une s. L.

(52) 34, P, (cosb)

n=0

et supposons d’abord que a,=0. Il est naturel de supposer que
la fonction

) Nous nous servoss ici de la proposition suivante: la série conlugExee
3 1 ifi iti e Li i ? itif, converge unifor-
i G [f), ol f vérifie la condition de Llpschltznd ordre positif, converg
mément.

11
Studia Mathematica. T, IL
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(53) ()=~ 2 ———— P, (cos 0)

-t ( +1)
joue un réle analogue & celui de la fonction F obtenue par la
double intégration formelle des séries trigonométriques®!). De la
relation (51) on déduit que

—n(n+ l)fdufp (cost)dt fduf nidi [smt ;P (cos?)| di

2 2 2

N]A

=P, (cosh—1,+ u,. (H——Z—) —i—fctg u.P,(cos u) du
7;

(54) — f du f [Palcost)

sin? ¢

ot by=2~, (O)=O(n_’/1 ; #n——Pn (0)=O(ni).

D’aprés le lemme 7 (p(6)=1), pour tout 0 >0, donné
d’avance, il existe une s. t. (23) uniformément équiconvergente
avec (52) dans (d, #—J). On en déduit que

(55)fduf[ gr-’anP (cost)—-—— S’(A cos nf + B, sinnf) | dit— 0
7 7 =

avec %(6<9<n——5). Soit

(56) F(0)=A262— Z‘”,A,,cosnﬁan,,sinnB .

n==1

De la relation (55) on déduit, en tenant compte de (54), (cf. le
raisonnement analogue pour les s. S. L., Chap. I, 25):
i

7) F(0)=Ae+3+a>(e)+fctgu.m(u)du

7
+fd °q G <o m—0),

ou A, B sont des constantes

) La fonction ® définie par (53) était déja ntilisée par M. Plancherel
dans ses recherches sur Pumicité des s. L. (voir Plancherel [1], [2]).
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Supposons maintenant que a, == 0. Nous définissons @ (6)
par la relation

(58 2O=ai@®)—5 s

et choisissons la fonction £(6) de fagon que la relation (57) soit
conservée.

La fonction §(6) doit alors satisfaire 4 Iégalité

———— P, (cos )

0 :
—~A19TB1+¢10§(5)*L¢10 ctga. ":(u)du—!-auff’() dudt.

E

kY
win

En différentiant cette égalité deux fois nous obtenons I'équa-
tion différentielle

¥4 Eotgi=1.

En choisissant convenablement les constantes d’intégration,
on obtient la solution

(59) 5(6) =-2lg cosg .

En résumant: pour toute s. L. (52) (ot a,=o{yn)) nous
définissons la fonction @ par I'égalite:

v an P (cosb)

]
(60) d)(o)—_::_anlgCOS'i—“ ;::1 n(n+1)

Cette fonction vérifie la relation (57), ot F est donnée par
Iégalité (56), la série (23) étant uniformément équiconvergente
avec (52) dans (d, z—9).

15. Théoréme 14. Sideuxs. L. 2 coefficients o (yn) pos-
sédent des fonctions @ égales dans un intervalle (¢, g) (0<<a< g<7),
alors 1° ces deux séries sont uniformément équiconvergentes dans
(e +¢ g—¢), 2° leurs conjuguées y sont aussi umformément equi-
convergentes mais au sens large.

Ce théoréme prouve que la fagon dont se comporte une
s. L. dans un intervalle (intérieur 3 (0,7)) ne dépend que des
propriétés de la fonction @ dans un intervalle un peu plus large.
Mutatis mutandis pour les séries conjuguées.

‘ N 11‘
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Démonstration. Supposons que la série (52) est la
différence des deux séries considérées. La fonction @ définie par
(60) est donc nulle dans (e,f). Nous avons & démontrer que la
~ série (52), ainsi que sa conjuguée (47), convergent uniformément
dans (¢+¢, #—¢), la somme de la premiére étant zéro. Prenons
un nombre ¢ >0 suffisamment petit; alors lintervalle (d,7—0)
contient (a,£). Soit (23) une s. t. uniformément équiconvergente
avec (52) dans (d,z—0). Les fonctions @ () et F(6) (cf. (60),
(56)) sont liées par la relation (57). Comme @ (6) est nulle dans
(@,0) la fonction F(0) y est lindaire. D’aprés le théoréme de Rie-
mann la série (23), donc aussi (52), est uniformément convergente
vers zéro dans (¢+& f§—¢) et la proposition 1° est démontrée.
Pour démontrer 2°, il suffit de remarquer que la série conjuguée
a (23) converge uniformément dans (¢ + ¢, §—¢) et ensuite d’appli-
quer le lemme &, '

16. Remarque. La forme de §(f) dans (59) peut &tre
encore déduite des considérations suivantes. Soit 7(6) une fone-
tion arbitraire de 8. Posons

1 dy. . dn
w[n]—-si—n—e.@[smﬁ.gg].

L’opération @ appliquée formellement a la série (53)
(otgqy =0) nous donne (52). Cette operation est donc analogue
a la double différentiation formelle dans le cas des s. t. Si 'on
veut définir § d’une maniére tout a fait naturelle, on doit la
choisir parmi les intégrales de I'équation différentielle w[r]=1,
ce qui nous donne, en particulier, (59). Nous obtenons l'intégrale

générale en ajoutant C, logtg-2—+ C,. L'introduction de ce terme

supplémentaire dans le second membre de l'égalité (60) joue le
méme rble que lintroduction de la fonction lindaire de 6 dans
le second membre de I'égalité (56). Le théoréme 14 subsiste, évi-
demment, si les fonctions @ en question différent dans (g, §)

par une fonction de la forme C, igtg %—I— Cs.

17. Pour les s. L. & coefficients o (") (1 >—1) on a une proposition ana-
logue au théoréme 14, si I'on introduit des fonctions @, plus générales:

(61) B0 =& () + (1 Z et Pa(eos o)
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la fonction £, désignant une intégrale de I'équation différentielle
ufn]=1,,

ou mk[n]=m[mk_1 [n]], W =0.

Nous ne nous arrétons pas sur I'intégration de cette équation différentielle.

Théordme 15. Si deux s L. 2 coefficients o (n?T%) (y>—1) ont
dans un intervalle « {8 < (0 <a<f<x) des fonctions ¥, égales (2&>v--1),
alors: 1° ces deux séries sont uniformément é&quisommables (C, ) dans (2 -+,
f —e), 2% leurs conjuguées y sont uniformément équisommables (C, ) mais au
sens large. )

1° On sait que, pour 00w, 0COx,
1 &
Pp (cos B) Pr(cost’) = E.S P (cos+y) du
0

oll cosY=cos0cos b 4 sinOsinb cosu. On a done

(62) ‘ (—1)% nk (n+1)% Pn (cos 6) Pn (cos 0)
27 . o ’

_— % 5 (—1)% nk (n 4+ 1)% Pn (cos Y) du== %S @, [Pa{eosY)]dz (n=0,1,2,...).
0 0

ot V'opération w,, est prise par rapport & la variable 1. Supposons que la série

(52) soit la différence des séries mentionnées dans I'énoncé du théoréme 15.
Nous avoms & prouver qu'elle est uniformément sommable (C, ) vers zéro dans
tout intervalle (z + &, § —¢). La fonction @k correspondant i la série (52) est

dounée par la formule (61). De la formule (62) nous obtenons

(63) g’lan P, (cos ) rn

= f’ (—1)% nk (n - 1)% (n 4 %)S(@k (8 — @y §,(6") P, (cos 8") P, (cos ) sin 6" af’
0

n=0

1 7 2z 1—p2
« nroIpr N —r 7
=ES(@]{(9’)—GD§I‘(8'))SIDGdB50)1": ]d@,
0 Q

(l—2rcosz!)+r2)‘g

ot cos P=cos 0 cos ¥'-}-sinf sin@ cos ¢’. Soit K la sphére dont le& rayon est égal
4 1. En désignant par (8, ¢") les coordonnées des points situés sur }a surf,ac?,
nous avons pour I'élément d’aire de cette surface l’expre‘ssion‘ ds’== sin 6”d9 de’.
Posons, par définition, @8, ) =F,{0), &', ¢)=§(®) (0T < m, 0L 2m),
La dernidre expression dans (63) peut &tre écrite sous la forme.

(64 2 [ (10,8, &) = 2 &0, &), PG, 0] 4,
K

ou )
1—r

’1-——~2rcos¢—l—r2)%;

P(r,d_?)=
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L'expression (64) est la différence des intégrales

650 7 (8.6 0 PEoIdd (655 2 ((50¢) o Pl alde.
X

K

Il résulte de la définition de I'opération w, que o, [P (r, ¥)] tend unifor-
mément vers zéro pour 7 >3, quel que petit que soit 2>>0. Comme @, ("0, ) =0
pour &8 <8, il en résulte que Iintégrale (65a) tend uniformément vers zéro
pour &+ 0 f—e. Nous allons prouver que I'intégrale (65b) tend vers a,,

Soit g (x) la fonction définie dans (—1, 1) et telle que g{cos 8) =g, (b).
Soit g*(x) une fonction définie dans (—1,1) et vérifiant les deux conditions
suivantes: a) Les coeficients de & [g*] sont O (n—2%k—2), b) Pour «<C0<Cp
on a: & (6) =&, (8), ott & (8) =g* (cos §). La fonction g*(x) éxiste sirement,
&, Gtant analytique i Pintérieur de (0, 7). On a

%ﬁfk [P, $)] ds = - ((e P (0] o
K : ye

+41_nﬁ(§k‘“§*) 0 [P, )] do' = 4 + B.
K .

Comme & — & =10 pour « <8 <8, on obtient que B —+0 uniformément pour
¢ +e< 8< B — e Considérons maintenant &y [g*] et posons x == cos 6. Comme
les coefficients de cette série sont O (n—2&—2), ['opération o, appliquée formel-
lement nous donne une série convergente dont la somme est égale 3 o, [£*].
Pour a O on a 0y [ =0, [E]=1 1 en résulte que pour <0< B
ona dA—1, :

Nous avons done obtenu que

im 3 a, P (cos 6} rn=10

r—1 a=0

uniformément dans (z+-¢, B—¢) et maintenant il suffit d’appl'quer le théoréme
11. Ajoutons encore que le théoréme 11 cesse d'tre vrai pour —1 < v<0,
Cependant, si 'on suppose que la somme de la série mentionnée dans 'énoncé
de ce théoréme est assez régulidre dans (q, B} (par exemple si elle y est 3 va-
riation bornée, ou,  plus forte raison, si elle y est égale & zéro), le théoréme
subsiste pour —1 < v<C0. :

2° La démonstration de la seconde partie du théoréme 15 est analogue
2 la démonstration du théordme 14. Faisons une remarque préliminaire. Soit
S(8) une s. t. uniformément sommable P dans %< 0P vers une fonction
continue ¢ (6). Nous allons prouver que la série 5 {8), conjuguée & S(8), est
dans tout intervalle (z+¢, f — ¢) uniformément €quisommable P avec la série
de Fourier d’une fonction de carré intégralle; il en résulte, en particulier, que

la série 5(0), intégrée terme 3 terme, est uniformément sommable P dans («-=,
B —¢) vers une fonction absolument continue et vérifiant la condition de Lip-

schifz d'ordre 5 ), Ceci est évident si la série S est cellé de Fourier d'une

*?) Nous nous appuyons ici sur la proposition bien connue que, si f? est
x

integrable, la fonction F(x) = f fdt vérifie la condition de Lipschitz d'ordre

5 - La démonstration s’obtient par I'application de I'inégalité de Schwarz.
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fonction partout continue, Dans le cas général il suffit de retrancher de .S la
série G [¢*], ot * est partont continue et égale a ¢ dans («,5). La série -
A=8 — G [¢*] est uniformément sommable P vers zéro dans (2, 8). D’aprés le
principe de Schwarz elle est la partie réelle (pour z—=e¢i6) d'une série de puis-
sances pour laquelle 'arc & < 6 < 8 est celui de régularitd. 11 en résulte que
la série 4, conjuguée i 4, est uniformément sommable P dans (a+¢ 8—5¢)
Le raisonnement analogue prouve que, si la somme (par le procédé P) de la
gérie S(6) pour B vérifie la condition de Lipschitz d’ordre positd, la
série 5(8) est uniformément sommable P dans tout intervalle (- ¢, B—zs)

Passons maintenant  la démonstration du théordme 15, 2°. Considérons
deux séries

1 w
{66) ;"%:)an P, (cos 8) = %i a’; cos{(n_p?) 8 —71:]

néoﬁ A,(l*) ! /2 sin 6

cos n-}——3—)9-——3—E
2(2,3+3)' [(V(T;L"e‘)”s 4]-Fr,.(@),

-}

E ]

. 1 n
PO 1 S5
( ) : _;né,lan Qn(cc's )Hn=0'n.A ) -Ir—‘h—zsine

sin (n—l-i)l:)——-ﬁri
+2(2:+3)' {V(‘Ts’?’ﬂW 4]—Hn(ﬂ)v

B 10

ol a,=0 (%), r,(8) et g, (8)= O(n?) dans (s, n—¢). Nous allons prouver
que, sila premidre d’ elles est uniformément sommable P vers zéro pour a <8< f
{0<2<f<m), la seconde est uniformément sommable (C,v) dans (x5, f—z).
Bornons nous au cas 0 <y < 1 et reprenons le raisonnement de la note 17)
de ce chapitre. Nous y avons prouvé que la série

4

(68) . 2'b, cos {(n -+ —%—) G — —4—] (bn =a,/ AS:}))

est uniformément sommable P dans (x+¢&, 8 —¢). En posant 8 =2u nous
obtenons une s. t. en u, uniformément sommable P ‘dans 70&-{—5, 5 B—zj.
D'aprés la remarque que nous venons de faire, la série conjuguée, intégrée

TP . 1
terme i terme, est sommable P vers une fonction lipschitzienne d'ordre 5 En

1 , .
posant u=— 3-8, nous voyons que la série

2 cos (n+5) 9=
n Tn+1

(69) - b

est sommable P dans (¢ ¢, § — &) vers une fonction vérifiant la condition de

i i & i, évi our la serie
Lipschitz d’ordre —-. Le m&me est vraj, évidemment, p

2
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\ 1 ) 'rc
sm [(n + —2— 6 — ‘I]
- 2n-41
qui s'obtient par Pintégration formelle de la série (68). Il en résulte que les séries
3
cos[(n -l——i—) 9-——:—] sin [(n+~g—) 9—%]
r - 2n4-1 g 2n-+41

sont uniformément sommables P dans (¢ -} e, 8- ¢) vers des sommes vérifiant

(70) X

oy b b

o S 1
la condition de Lipschitz d’ordre 7 La méme proposition subsiste pour les

séries qu'on obtient de (71} en y remplacant dans les dénominateurs 2 n -1
par 2n 3. La somme de la série 35,7, (8) vérifie la condition de Lipschitz
d’ordre positif (cf p. 148). La série (66), qui est sommable P vers zéro
dans (%, ), peut &tre décomposé en une somme de trois séries dont la deuxiéme
et troisiéme convergent vers des fonctions lipschitziennes. Il en est donc
de méme de la premiére de ces séries. D’apres la remarque que nous venons
. fa s . 1 =
de faire, la série & termes 5, sin [ n+——2— 6 — 7| est done uniformément som-
mable P dans (x+ 5, f —e). La série (67) est la somme de trois séries dont la
troisiéme converge absolument; la prémidre et la deuxiéme sont des s. t. unifor-
mément somma les _P dans (@ + ¢, 8 —¢). D’aprés le théoréme cité de M. Riesz,
toutes ces séries, donc aussi leur somme, sont uniformément sommables (C, 1)

dans (xf¢g B —e). B)
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Der Fixpunktsatz in Funktionalriumen
von

J. SCHAUDER (Lwéw).

Das Problem, welches in der vorliegenden Arbeit bis zu
einem gewissen Abschluss gebracht wird, haben zuerst die Her-
ren Birkhoff und Kellogg behandelt!). Die obengenannten
Verfasser haben bereits die Richtigkeit des Fixpunktsatzes in den
einfachsten Feldern erkannt, wobei aber noch fiir jedes einzelne
Funktionenfeld der Beweis von Anfang an gefiihrt werden musste 2).

In meiner Arbeit iiber stetige Abbildungen in Funktional-
riumen®) habe ich die Untersuchungen auf eine allgemeinere
Grundlage gestellt und den Fixpunktsatz in allen solchen Rau-
men bewiesen, die eine lineare Basis besitzen4). Ich beniitzte
dabei nur die Kompaktheit und Konvexitit der in Betracht kom--
menden Mengen. In einer zwéiten Arbeit5) wurden die Unter-
suchungen weitergefiibrt. Durch die dort eingefiihrten Begriffe
der Schwachkompaktheit und Schwachstetigkeit konnten die Sitze

1) Invariant poinl:s in funchion space, Transactions of the Amer. Math.
Soe. 23 (1922).
%) So z. B. fiir das Feld aller stetiger Funktionen, der Folgen {c:}, deren
o0

»Quadratsumme" 21' ¢i* endlich ist. Nicht erledigt wurde das Feld -der integrier-

baren, der mit a-ter Potemz integrierbaren Funktionen, das Feld der absolut

“konvergenten Reihen u. 5. w

%) Zur Theorie stetiger Abbildangen.in Fuoktionalrfumen, Math. Zeitschr.
26 (1927) p. 47 - 65. )

4 Zur Definition einer linearen Basis siche die unter %) zitierte Arbeit,
insbesonde p.. 47—51. ]

%) Diese Arbeit triigt den ungliicklichen Titel: Bemerkungen zu meiner
Arbeit ,zur Theorie stetiger Abbildungen in Funktionalriumen®, obwohi sie nur
weitere neue Resultate enthalt. Math. Zeitschr. 26 (1927) p. 417—431.





