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where », are defined by formula (25). Further, let x be a character of @
given by expression (24). From (25) and (27) follows the equality

(28) Ly, (#") = {L, ()" =1 Gf exp (i [Vn ]~ 2 ryg, (2,51 v (o)

Taking into account equality (26), we infer that

[exp (in1Vny 2:’ 1y, (04,51 ) (d)

[ f=1
a
? ~ _n)? 1
=1- 2’)2, f{ 2 Tiaﬁj(mefyffl)} v(dw)+o0 (";;)1
Jr=l .

&
whence, according to (28), we get the convergence
(29) lim Ly (%) = 6740 (ye@),
N— 00

where
atg) = % [{ 3 sy @5 » (@0).
[e3 F=1

I d(y) = 0, then Y7 ag; () is constant for almost all & «@ with respect
J=1

to the meagure ». Since » is positive on open non-empty sets, the last asser-
tion holds for all <@ Hence, in virtue of (24), it follows that the cha-
racter y is trivial. Consequently, d(x) is positive for all non-trivial cha-

racters y<@. In other words, the limit in (29) is the characteristic function-

of o Gausgian measure on G. Thus the sequence Ay, Ay, ... i8 weakly con-
vergent to a Gaussian measure on @, which implies the assertion of the
Theorem.
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Bernsteinsche Potenzreihen

von

W. MEYER-KONIG (Stuttgart) und K. ZELLER (Tdbingen)

Die der Funktion f(z) zugeordneten Bernsteinschen Polynome

n

B, (2) = Bl.(2) =2(’7:) mk(l—w)"—kf(;i) m=1,2,..)

k=0
stehen in einer bekapnten formalen Beziehung zu der durch

n

k) Fl—2"F (n=1,2,..;k=0,...,n)

b= b(@) = (

gegebenen Bernoullischen (oder binomischen) Verteilung der Wahrschein-
lichkeitsrechnung (vgl. [2], 8. 4). Liegt eine unbegrenzte Folge unabhin-
giger Bernoulli-Versuche mit der Erfolgswahrscheinlichkeit # und der
MiBerfolgswahrscheinlichkeit 1— vor, o ist b, die Wahrscheinlichkeit,
in den n ersten Versuchen & Erfolge zu erzielen.

Mit der Bernoullischen Verteilung ist verwandt (vgl. [1] 8. 155)
die Pascalsche Verteilung (negative Binomialverteilung). Wieder liege eine
unbegrenzte Folge unabhingiger Bernoulli-Versuche vor. Aus einem nach-
her einleuchtenden Grund sei diesmal die Erfolgswahrscheinlichkeit mit
1—a, die MiBerfolgswahrscheinlichkeit mit 2 bezeichnet. Dann ist die
Wahrscheinlichkeit, den n-ten Erfolg beim k-ten Wurf zu erzielen, gege-
ben durch

Dpr = Pnre(®) = (L—2)” (Z—i) " n=1,2,..;k=mn,n+l,...).
Es erhebt sich die Frage, ob wir — in Analogie zu den b,; und B, (%) —
mit Hilfe der p,; den B,(x) verwandte und #hnliche REigenschaften
besgitzende Ausdriicke bilden kénnen. Dies ist der Fall. Bs wird sich dabei
nicht um Polynome, sondern um Potenzreihen handeln, die wir als Bern-
" steingche Potenzreihen bezeichnen.
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Sei f(») eine komplexe, in 0 <o <1 definierte Funktion. Unter
der f(s) zugeordneten n-ten Bernsteinschen Potenzreihe (n =1,2,..))
verstehen wir den formalen Ausdruck

Po(z) = Pl(2) = Zy,nkf(,’“_;ﬁ)

fe=n

o > [ k—1 PR R \n - k-1 13
= (—a) kZ (1)“ ! (T )=<1-"“‘“> D ( w1 )“’”f(‘m?h‘)-

k=0

Ist P, (@) fiir ein & konvergent, so bezeichnen wir mit P, (%) auch den
betreffenden Summenwert.

Hinrssarz 1. Gibt es ein M > 0 wnd ein a > 0, so daf

a
(1) @) < Met==  fir O0<o<1
gilt, so ist P,(®) konvergent fiir 0 < & < e~ %",
HIvrssaTz 2. Gibt es ein M > 0 und ein o > 0, so daf

M
(2) 2)| < ———or i
IHe)l < a=aF fir 0 <o <1
gilt, so ist P, () konvergent fir 0 <o < 1.

’ Hrrrssarz 3. Ist f(w) o 0 <o < 1 definiert und beschrinet, ferner
bei @ = 1 linksseitig stetig, so strebt

Pple) = f(1) firs—=1— (n=1,2,...).

D'ie beiden ersten Hilfssitze beweist man unmittelbar. Zum Beweis
des Hilfssatzes 3 stellen wir fest, daB fiir jedes feste n = 1,2, ... das zu
der Matrix ’

a0, %) = (L—a) (k—f—n-l) wk{ZeiIenindex 2 0<es<l, g—>1—
n—1 Spaltenindex k; &k = 0,1, ...

gehorige Limitierungsverfahren permanent und

o) = Y alo, b (—"’—) 0<z<1)

P k+4n
ist.
Liegen die Voraussetzungen des Hilfssatzes 3 vor, so erweitern wir

d?e Definition der dann fiir 0 s{o < 1 erklirten Funktion Py(x) durch
die Festsetzung

Py(1) = lim Py(z) = (1)

L1~

(m=1,2,..).
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Dies ist zu beachten bei dem nachfolgenden Satz 1, in dem wir die grund-
legende Konvergenzeigenschaft der Bernsteinschen Polynome auf die
Bernsteinschen Potenzreihen iibertragen.

Beim Beweis des Satzes 1 machen wir von einigen einfachen Tat-
sachen itber die Pascalsche Verteilung Gebrauch. Dabei sei ¢ <z < 1.
Fir jedes feste n und # bilden die p,; eine Wahrscheinlichkeitsvertei-
lung mit Summe aller Wahrscheinlichkeiten gleich 1:

3) Nom=1 (m=1,2,..);

k=n
den zugehorigen Mittelwert (Erwartungswert) bezeichnen wir mit u,,
die Streuung (quadratisches Moment in Bezug auf den Mittelwert) mit o3 .
Bs ist (vgl. [1], S.253)

< n .
(4) o = (@) = 3 pu = (=125,
k=n
9 < 9 nw
(5) o = oa(®) =g(k—l&n)‘f’nk “TA—ar (n=1,2,...).
="

Die Tschebyscheffsche Ungleichung (vgl. [1], S.219) liefert

nr
(6) ];Kp»k<m (m=1,2,..5t>0);

hierbei ist die Indexmenge K gegeben durch
KE={k=n,n+L, ...}~ {lb—ul > t}.

Sarz 1. Die in 0 < @ < 1 definierte Funktion f(z) sei dort beschrinkt,
ferner seien alle Punkte des festen Intervalls 1, <& < %, (wo 0 < oy <y < 1)
aweiseitige Stetigheitspunlte von f(x). (Gehort die Stelle © = 0 baw. & = 1
dem Intervall an, so sei f(m) dort rechisseitig bzw. linksseitig stetig). Dann gili

Hm P, (x) = f(z) gleichmdfig in @ <& < Do
N> 00
Beweis. Bs sei [f@)| <M fir 0<e <l Fir n=1,2,... ist
P,(0) = £(0). Ist f(#) an der Stelle » = 1 linksseitig stetig, so ist P,(1)
=f(1)tirn =1, 2,... (nach Testsetzung). Beim Beweis der Behauptung
prauchen wir also die Fille # = 0 und # = 1 nicht in Betracht zu ziehen.
Die folgenden Abschitzungen gelben fiir beliebiges # mit #; <@ < %3,
v #£0,z #1.
Bin ¢ > 0 sei gegeben. Dann gibt es ein von » unabhingiges 6 = d6(e)
> 0, so daB '
(7 @) —fle) <e fur

W —m <8, 0<o <1
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ist. Wegen (3) gilt

[Pn(2) -~ [(@)] << 8148,
mit
. | k—n | R
® so= Yoali( ) | -1,
keK;
. . on 1
(9) K= {k=mn,n+1,...} ok~ < ol
(10) Ky == {k=n n»{—l | {]70——/4 | = ~~6~Zzw-l‘
) ) n 1——00[‘
Fir ke, ist
k——n 12 on
— w’ = bl < 25 <

wogen (7) und (3) erhalten wir also §; <& Wegen (6) ist

2My _ 2M
S, <2M Do e
,”25 WS g S s

Die Behauptung ergibt sich nun unmittelbar.

So wie man mit Hilfe der Konvergenzeigenschaft der Bernsteinschen
Polynome den Weierstrafischen Approximationssatz beweist, ist dies in
mannigfacher Weise auch mit Hilfe des Satzes 1 moglich. Dies zeigt
zum Beispiel der

SATZ 2. Die Funktion F(x) sei stetig in 0 <o < 4. Dann streb

F(%)+(l_w)"+lj(k:n)wk(F(kFfb+1) F(%) i)

k=0

fir n— oo und swar gleichmipig in 0 <o < %
Beweis. Wir setzen

f(m)_‘FW)"F(%) fir 0<ao <4,
B 0 fir j<o<1,

und wenden Satz 1 mit @, =0, @, = } an.

Die Konvergenzaussage des Satzes 1 ist im wesentlichen auch dann
richtig, wenn die Funktion f(#) nicht beschrinkt ist, sondern nur der
Voraussetzung (1) geniigt. Es gilt némlich
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Sarz 3. Diein 0 < o < 1 definierte Funktion f(x) erfille die Vorausset-
zung (1), ferner seien alle Punkte des festen Intervalls », <z <@, (wo
0 <oy < @y, < 1) 2weiseitige Stetigheitspunkte von f(x). (Gehdrt die Stelle
% = 0 dem Intervall an, so sei f(x) dort rechisseitig stetig.) Dann gibt es ein
g, 80 daf P, (®) fir n = ny konvergent ist in 0 << o < @,; ferner ist

lim P, (x) = f(») gleichmdpig in 2, <z < @,.
N—>0

Beweis. Wir wihlen die natiirliche Zahl n, so, daB x, < e~%™ igt.
Aus Hilfssatz 1 ergibt sich der erste Teil der Behauptung. Im folgenden
gei stets n = n,.

Die Funktion f(») ist in einem Intervall 0 < o < @#,+ 8 (wo 8 > 0)
beschrénkt. Wegen Satz 1 und wegen der Linearitit des betrachteten
Prozesses diirfen wir sogar annehmen, daB

(11) f@) =0 (0<2<at0)

gilt. Satz 3 nimmt damit den Charakter eines Lokalisationssatzes an.
Wir beniitzen wieder die beim Beweis von Satz 1 beschriebene Zer-

legung in 8; und S, und setzen von nun an v, <& L@y, £ #0, v, =0

voraus. Wegen (11) verschwindet S;. Nach Voraussetzung (1) gilt

—
wo L und y, zur Abkiirzung eingefithrt sind. Daher haben wir

=(1~m),.2(772j)mk_,. f(k;n)

keKg

1—az\" " k—1\ . .
<L(1~%) (1 — ) Z(Wﬁl)yn :

keKy

ak a
KA Mg = Mo (zee™ " = Loyk",

Benittzen wir wieder die Tschebyscheﬁsehe TUngleichung (6), so erhalten

wir weiter
1—2 1
8 <L'[(l— ) y"] ET

Der Ausdruck in eckigen Klammern nimmt bei festem n seinen groBten
‘Wert fiir # = #, an. Wegen
1—mz, \" _
(1——%:‘1—/&‘) wge"/"’ - mze‘u”(l @2) (n - OO)
ist er fir # > n, und z, <2 << @, beschrinkt. Damit ist die behauptete
gleichméfBige Xonvergenz bewiesen.
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Hinweis (30. 12. 1959). Von 0. Szész [3] wurde die Poisgonsche Verteilung
fir die Approximation nutzbar gemacht; die approximierenden Awusdriicke sind
dabei Potenzreihen multipliziert mit. einer Exponentialfunktion. Als neuere Arbeit,
in der ein Approximationssatz auf wahrscheinlichkeitstheoretische Weise bowiesen
wird, sei die Arbeit [4] von Aratd und Rényi genannt.
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Generalized bases in topological linear spaces

by
M. G. ARSOVE (Seattle) and R. E. EDWARDS (Reading, England)

1. Introdaction. Let U be a topological linear space over a scalar
field «. By a basis in 9 we mean a sequence {#,} of points of U such that
to every @ in U there corresponds a unique sequence {a,} of scalars for

which
=]
T = 2%%,
f=1

convergence of the series being that of the topology on 9. Each coefficient
here determines a corresponding linear funetional g, on U, and in this
notation (1.1) ecan be written as

L= Z'Pn(m)wn-

n=1

(1.1)

The above definition of a basis was introduced by Schauder [15]
with ¢ taken as a Banach space, and in this special case the coefficient
functionals are automatically continuous. In general, whenever all the
coefficient functionals ¢, are continuous, we shall refer to {x,} as a Schauder
basis.

Although the utility of these basis concepts hag been amply demon-
strated in various branches of mathematics, certain generalizations appear
to be at least as important. Examples in thig direction have, in fact, long
been implicit in summability theory. To be specific, we need only focus
attention on the Banach space of all continnous funetions # of period 2=
on the real line, normed by [jz|| = max|#|. The functions

@) =1, og() =sinkt, @pe(t) = coskt (h=1,2,...)

then do not constitute a basis is 9, since there do not generally exist
expansions of the form (1.1). However, it is known that for appropriately
chogen coefficients a,, the series in (1.1) is always summable ¢, to z in the
topology of <, so that {z,} behaves very much like a basis.
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