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Uber die Mengen der reguliren ungd.singuliren Punkte
einer Distribution

von

7. ZIELEZNY (Wroctaw)

Der Gegenstand unserer Betrachtungen sind die Distributionen von,
L. Schwartz einer Veridnderlichen. Der Fall mehrerer Verdinderlichen wird
in einer anderen Arbeit untersucht werden.

8. Xojasiewicz fithrte in [2] und [3] den Begriff des Wertes einer
Distribution in einem Punkte ein. Die Definition lautet: Die Distribution
T hat im Punkie ®, einen Wert, wenn der Limes
(%) lim T (w,+ Az)

A0
exigtiert und konstant isb. .

In [9] babe ich bewiesen, daB der Limes (), fally er existiert, eine
konstante Funktion darstellt.

Die Existenz bzw. Nichtexistenz des Wertes im oben angedeuteten
Sinne nehmen wir als Grundlage zur Klagsifikation der Punlkte auf regulire
wnd singulire fir die gegebene Distribution.

Das Ziel der vorliegenden Arbeit ist die Charalkterisation der Mengen
regulirer und singulirer Punkte einer Distribution. Im § 1 fithren wir fir
eine Distribution den Begriff beschrankt in einem Punkie ein und beweisen
einige seiner Bigenschaften. Er wird im folgenden Teil dieser Arbeit eine’
grundlegende Rolle spielen. Der Beweis des Satzes, der dem klassischen
Satz von A. Denjoy, G. C. Young und 8. Saks fiber die Derivierten einer
TFunktion enspricht (vgl. z. B. [5], 8. 25-27), und die mit diesem Satz
zusammenhingenden Bigenschaften einer iiberall beschrinkten Distri-
bution bilden den Inhalt des § 2. Tm § 3 beweisen wir die notwendigen
und im § 4 die hinreichenden Bedingungen fir die Menge der singuldren
Punkte. SchlieBlich wenden wir uns im § 5 dem Zusammenhang zwischen
den Mengen der roguliren Punkte einer Distribution, ihrer Stetigkeits-
punkte und der Punkte der Differenzierbarkeit der Primitiven zu.

Beziiglich der Symbolik sowie der fundamentalen Sitze der Distri-
butionentheorie sei auf das Buch von L. Schwartz [6] verwiesen. Wir
werden auch cinige Bezeichnungen der Arbeit [2] entnehmen. Insbe-
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sondere bezeichnen wir mit wx(H) das MaB der Borelschen Menge B und
mit |u| seine Totalvariation und benutzen folgende Schreibweise:

wll@g, w])  far @ <,
%y B) = 0 fir  » = x,,
”‘/4(('”7 -voj) fir  » < a,.

Fiir das Lebesguesche MaB der Menge E wenden wir das Symbol
|B| an.

Abweichend von [6], bezeichnen wir mit ); den Raum aller unen-
dlich oft differensierbaren Funktionen g, deren Triger im Tntervall [ — 1,1]
enthalten sind.

Dag Thema verdanke ich dem Anteil an einem von Prof. J. Mikusiniski
und Prof. R. Sikorski geleiteten Seminar. Fiir die wertvollen Ratschlige
der Teilnehmer mochte ich meinen herzlichen Dank aussprechen.

§ 1. Beschriinktheit einer Distribution in einem Punkte

1.1. DEFINIIION. Die in einer Umgebung von x, definierte Distribu-
tion T heiBe im Punkte », beschrinkt, wenn die Menge der Distributionen

(1.1.1) T (@ + A)

in dem in [6] eingefiihrten Sinne beschrinks ist; die Distribution 7' heiBe
in @y rechisseitig bzw. linksseitig beschrinkt, wenn die Menge (1.1.1) in einer
Umgebung von # = 0 fiir @ > 0 bzw & < 0 bescheinkt ist.

Die Beschrinktheit einer Distribution in einem Punkte ist eine
ortliche Eigenschaft. Ist 7' in einer Umgebung von , eine im gewshnli-
chen Sinne beschrinkte Funktion, so ist sie auch beschrinkt im Sinne
der obigen Definition.

Den Definitionsbereich des Parameters 1 in (L.1.1) kann man
durch -ein beliebiges Intervall 0 < A < & ersetzen; im Fall einer nicht
einseitigen Beschriinktheit kann man 0 < |A| < & nehmen.

8. Lojasiewicz zeigte in [2], da8 der Begriff des Wertes und des
Limes einer Distribution in einem Punkte mit dem des n-ten Differentials
einer stetigen Funktion, definiert durch Denjoy in [1], in enger Bezie-
hung steht. Die BExistenz des Wertes (bzw. rechts- bazw. linksseitigen Li-
mes) einer Distribution ist nimlich der Existenz des n-ten Ditferentials
(bzw. rechts- bzw. linksseitigen Differentials) im Sinne von Denjoy ihrer
Primitiven der hinreichend grofen Ordnung = gleichwertig. Unter Anwen-
dung derselben SchluBweise 148t sich der Begriff der Beschrinktheit einer
Distribution in einem Punkte auf den der Endlichkeit der extremen n-ten.

mit 0 <1< 1
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Ditferentialkoeffizienten einer- stetigen Funktion zuriickfiihren. Das
Lemma von Liojasiewicz (vgl. [2], lemme 2.1) lautet dann folgendermaBen :
Lemma 1.1. Die Funktion f(x) sei in einer Umgebung des Nullpunkies
fiir @ > 0 definiert und die Funktionenschar
F32) = ay(A) = .. — @, (3) ()"
}’Tb
set fir 0 <a <o <b gleichmifPiy beschrinkt. Dann sind die Kofaﬁizien-
ten a;(A) mit A — 0+ konvergent und ’
a;(1) = @+ 0(F*™)

Folglich ist

(1.12)  f(@) = @+ a5+ + a2 4O (1))

Ist die Funktion f(x) in einer Nu]l'punktsumgebung fiir # <0 defi-
niert und b <0, oder ist sie definiert in der ganzen Nullpunktsumgebung
und ¢ < 0 < b, dann gilt die Behauptung (1.1.2) fir #—0— bzw. - 0.

Aus diesem Lemma folgt unmittelbar.

Sarz 1.1. Die Distribution T ist 9m Punkte xz, dann wnd nur dann
beschrinkt, wenn es eine ganze Zahl n = 0 und eine in der Umgebung von x,
stetige Funktion F gibt, derart, daf

(1.1.3) T = F™  und

mit 0 < A<1

(’1’, = 0, 1, ceey '7‘lr~1).

falls = - 0.

F@) = 0(lz—a[").

T ist im Punkte 2, dann und nur dann rechis- bzw. linksseitig beschréankt,
wenn es eine ganzé Zahl n = 0 und eine in der Umgebung von x, filr x > x,
bew. © < x, stetige Funktion F gibt, die den Bedingungen (1.1.3) fiir z > w,
bzw. © << x, geniigen.

FoLGERUNG. Die Beschrinktheit der Distribution T im Punkte m,
ist der Ewxistenz in x, der endlichen extremen n-ten Differentialkoeffizienten
im Sinne von Denjoy

(L14)  F(a) = aptay(@—ap)F. ..+ Gpy (@ —20)" "+ O (J2— ")

fiir ihre beliebige Primitive F der himreichend groBen Ordnung n gleich-
wertig.

Die rechts- baw. linksseitige Beschrdankthest der Distribution I’ im Punkte
®, ist der Ewistenz in m, der endlichen extremen n-tén Differentialkoeffi-
zienten (1.1.4) von der rechten bew. linken Seite gleichwertig.

Bemerkung. Die Bedingungen (1.1.3) und (1.1.4) bleiben giiltig,
wenn man, % durch eine grofere ganze Zahl ersetzt.

1.2. Eine in 2, beiderseitig beschriankte Distribution 7' braucht nicht
unbedingt in x, beschrinkt zu sein. Bs gilt jedoch
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Samz 1.2. Ist die Distribution T' in 2, vechis- und linksseitig beschrinkt,
danm st

I
T = Tyt D) ¢ w—,)
j=0

wo Ty i o, beschrinket ist, ¢; Konstante und 09 () die Ablestung der o-Dirac
Distribution bezeichnen.

Dieser Satz ergibt sich unmittelbar aus Satz 1.1 und der Bemerkung
in 1.1.

1.3. T gei eine in @, beschriinkte Distribution. Wir fiihren eine Ord-
nungsbeziehung fiir das Beschrinktsein der Distribution I' in o, ein.

DEFINITION. T' ist in @, beschrinlt von niedrigerer Ordmung als n
(kurz von Ordnung < n), wenn es ein golches MaB u gibt, welches in einer
Umgebung von x, den Bedingungen
(1.3.1) |l (@0, @) = O — (™)
geniigt.

Hat T' im Punkte », einen Wert von Ordnung < a, so ist sie offen-
sichtlich in demselben beschrinkt von Ordnung < m, aber nicht umge-
kehrt. Es gibt ortlich integrierbare Funktionen mit beliebig groBer Ord-
nung der Beschrinktheit in einem Punkte, die aber trotzdem in demsel-
ben sogar keinen einseitigen Limeg besitzen (*). Wir haben also

Ordnung des Wertes T (wy) = Ordnung der Beschranktheit von T in .

Aus der Bedingung (1.3.1) folgt

T =u™ und

(1.3.2) (@0, ) = O (jo—m™*),

aber umgekehrt, aus (1.3.2) ergibt sich nur, da8 7 in 2, von Ord-
nung << n-+1 beschrinkt ist.
Ist T' eine ortlich integrierbare Funktion f, so ist die Bedingung

£
(1.3.3) J1@las = 0(jo—a))
zy
notwendig und hinreichend dazu, daf f in @, von Ordnung Null be-
sehréinkt ist. In diesem Fall sind die Derivierten ihrer Primitiven in m,
endlich. Umgekehrt, sind die Derivierten der Primitiven endlich, so ist f
in @, besehréinkt von Ordnung < 1. Bine im gewohnlichen Sinne értlich
beschriinkte Funktion ist tberall beschrinkt von Ordnung Null,

(*) Als Beispiel kaun die Funktion sinlog ||+ f(x) dienen, wo f{w) eine drtlich
integrierbare Funktion ist, die im Nullpunkt einen Wert n-ter Ordnung hat. Vgl
hierzu die Beispiele in [2], 8. 15, und S. 28-29.
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Ist 7' in o, beschrinkt von Ordnung < #, 8o hat ihre Primitive in w,
einen Wert von Ordnung < »—1; ist 7 in =, rechts- bzw. linksseitig
beschrinkt von Ordnung <C n, 80 hat ihre Primitive in z, einen rechts- bzw.
linksseitigen Limes von Ordnung < n—1.

Ist T' in @, beschrinkt vor Ordnung < = und ist a eine Funktion
der Klasse (", wobei a(#z,) = 0, so hat das Produkt o«T in x, den Wert
Null von Ordnung < #.

Sei ndmlich T = u™ und |u| (%, ) = O(jo—,"t?). Bs gilt also

|wal (o, %) < |u| (0, ®) max
=gl < I~
und folglich hat die Distribution (ue)™ in @, den Wert Null von Ordnung
<n. Da aber (ua)= pa+(})uVa'+... +pa® wd alle u®a®"
fir £ =0,1,...,n—1, in @, den Wert Null von Ordnung < %k haben, so
hat auch p™a den Wert Null von Ordnung < .

Im Falle, wenn of®,) 5 0 braucht das Produkt «7' nicht unbedingt
in @, einen 'Wert zu haben; wohl ist es aber beschrinkt von Ordnung << n.

Wir beweisen nun

LemmA 1.3. Hat die Distribution T in xy den Wert T (xz,) und ist sie
i @y beschrdnkt von Ordnung < n, dann exvistiert eine stetige Funktion f
von der Higenschaft, daf

(1.3.4)

IIOL(Z/)I = 0|z — ")

: T (a,)
T = §0+)  ypd lim (@) _ o)
! sy (B—@)" " (n4-2)!

Beweis. Einem Satz von X.ojasiewicz (vgl. [2], 8.7, théoréme 2.3)
zufolge existiert dann und nur dann der Wert 7' (x,), wenn es eine in einer
Umgebung von =, stetige Funktion F und eine ganze Zahl m >> 0 gibt,
so daf

by
T—7 wd lim 0 L@
2y (8 — o) m!

(1.3.5)

Wir nehmen m > n-+-2 an; es wird keine Einschrinkung der
Allgemeinheit bedeuten, wenn auBerdem einfachheitshalber z, = 0 und
T(m,) = 0 vorausgesetzt wird.

Zum Beweis geniigt es zu zeigen, daf die Ableitung #’(z) in einer
Nullpunktsumgebung eine stetige Funktion ist und

(1.3.6) F'(z) = o(a™™).

Aus der Voraussetzung folgert man die Hxistenz eines MaBes u,
das in einer Nullpunktsumgebung den Bedingungen

(1.3.7) T=u" wd |u(0,8) = O(lz)
geniigt. ‘
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Fiir die Funktionen

(1.3.8) Ip(®) =

gilt ¢ = u und gp(2) = O(jz[™?); falls p > 1, sind sie stetig. Tnsbeson-
dere ist gemiB (1.8.7) in einer Nullpunktsumgebung goH? = 7' und daraus
folgt bei Beachtung von (1.3.5), daB die Differenz ¢m_n(2)— F(2)
ein Polynom ist, dessen Grad m—1 nicht iibersteigt. Nun aber gilt
Imn (@) — F(2) = O(jo™). Folglich ist gm.n(2) = F(») und fitr p > m-n
haben, wir
(1.3.9) Jp(@) = o(a"+®).

Da nach Annahme m > n+2, so ist in einer Nullpunktsumgebung
F'(#) = gm_n_1(®) eine stetige Funktion und

(1.3.10) B ()] < Mlo|™?,

wo M eine Konstante bezeichnet.
Es wird jetzt die Beziehung

x
(1.3.11) B (@) — [FF () ds = o(a™*)
o

fir ¥ =0,1,... bewiesen.
Wir benutzen dazu die Induktion iber k. Fix k = 1 folgt (1.3.11) aus
(1.3.9) mit p = m—mn, denn gn_n(®)= [(o—1)F"(f)d. Wir setzen jetzb
v

voraus, (1.3.11) sei fiir k = 1,2, ..., -1 erfilllt. Da

F (@—1)

L

Im4l-n—1 (”) =

0
- ; [wl f (8 it — (i) a1 f t]?‘”(t)dt—!—...—|—(—~l.)’f tl.ﬁ’“(t)au]

so erhdlt man aus (1.3.9) und der Induktionsvoraussetzung die Beziehung
(1.3.11) fir & = 1. :
Andererseits haben wir wegen (1.3.10)

(1.3.12) lft’“f‘”(t)dt’ <\ft’°\1ﬂ"(t>1dt§ < Mo
i) 0

PSS B m—1
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Es sel nun ein ¢ > 0 gegeben; wir nehmen & = E[2M [¢]. Dann folgt
aus (1.3.12)

Wegen (1.3.11) existiert ein solches 6 > 0, dafl fir |z] < ¢

z
(1.3.14) | (@) — [25" Wat] < o™+

Aus (1.3.13) und (1.3.14) ergibt sich nun, fir |#| < 4,

|F' ()| < ela™
also (1.3.6), w. z. b. w.

1.4. SA1Z 1.4. Hat die Distribution T in z, einen Wert und ist sie
in diesem Punkt beschrdnkt von Ordnung < n, so ist die Ordnung des Wertes
‘< n+1.

Es ist zweckmiiBig dem Beweis des Satzes ein Lemma vorauszustellen.

Lemwa 1.4. Sei u ein in einer Nullpunktsumgebung definiertes Map,
das die Bedingungen

(1.4.1) [1l(0, @) = O(J=**)
und
(1.4.2) [ u(0,1)at = o(@™+*)

erfullt. Dann existiert der approwimative Limes

. (0, )
lim apr ——-—
0 p m‘n+1

(1.4.3) =0.

Beweis. Nehmen wir an es giibe eine solche Menge # C (0, o), daBl

= B ,m) _

1.4.4 >0
( ) Jm - 0>
und daB fir jedes weH gilk

(1.4.5) u(0, @) > na™t  (n > 0).

Wegen (1.4.4) existiert eine Zahlenfolge @, — 0+, deren Glieder die
Ungleichungen.

(1.4.6) %Qmm < B~ (0, 24)| < % 0%m

Studia Mathematica XIX 3
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erfitllen. Wir konnen voraussetzen, daB 2@,.1 < &y; dann folgt aus (1.4.6)

4
(1.4.7) | B~ (Bmgry Tmd| = 5 (.wm — Bpya) 22 “i_’f”m'

Andererseits wegen (1.4.1) haben wir

(1.4.8) 1100, 2,) < Mapt', wobei M konstant ish.

'Wir behaupten, daB es ein Intervall (dm, fm) C (Fmyr, %) von fol-
gender Beschaffenheit gibt:
Qmm

(1.4.9") Bm—m 2~

wo N eine beliebige, von m unabhingige Konstante ist, die der Forde-
rung B[N > M(n+2)2*"+*[no*** geniigt; fiir @e(dm, fm) gilt

(1.4.9") 327 o™,

u(0, x) >
Angenommen. s existiere kein Intervall C (@41, @n) mit der Bigen-
sohaft (1.4.9°), das (1.4.9”) erfillt. Wir betrachten die Intervalle

@,
(fy - Z.ng%]’ ?/] C (mm+l7 mm)
mit yeB. GemiB (1.4.7) giibe es dann mindestens H[N] solche Intervalle,
die fremd wiren und, wegen der Annahme, (1.4.9") nicht erfiillen wiirden.
‘Wir bezeichnen ihre rechten Endpunkte mit y; so, daB v, < gz (b =1,
., B{N]1-1). Da

0%m.

+1 k 1
AR _&m )T __95”_'_"_)
¥ 23 (”’"+l+k4E[N]) - (4E[N] '

lul (?/k 4E[N] ) ?Jk)

also nach Anwendung der Ungleichung

E[N .
S 5 (BLN
=1 n+2 '
erhalten wir .
E[N) 73
1( ewm \"TUNY, pa o n0"TEIN] L,
|4l (0 @) 2 |l (@mgrs D) > '2'(4E[N]) k%’“’” >Wﬁwﬁ* ,

was wegen der Definition der Konstante N der Bedingung (1.4.8) wider-
spricht. Wir haben somit gezeigt, daB fiir jedes m ein Intervall mit den
genannten Bigenschaften existiert.
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Unter Berticksichtigung von (1.4.2) wihblen wir jetzt m, so gro8, dag
fiir m > m,

(1.4.10) |f (0, w)dz | < a#z(_;%e;?z?
gilt. (1.4.9°) und (1.4.9”) liefern aber

" nba_ nek2 nH2 ne
(1.411) 4 u(o,m>dw>—(~+—2)—(ﬁ 3 )= B e W

Unter Heranziehung von (1.4.10) erhélt man aus (1.4.11) fiir jedes
m > 1m,

¢ i +2 ne
f (0, 8)dw > fm (n-+2)Nos’

was (1.4.2) widerspricht. Damit ist das Lemma bewiesen.

Den Beweis des Satzes 1.4 fithren wir fiir den Fall , = 0 und 7'(%,) = 0
durch. Nach Voraussetzung existiert ein MaB u, dasin einer Nullpunkts-
umgebung die Forderung (1.3.1) und, bei Beachtung von Lemma 1.3
und Lemma 1.4, auch (1.4.3) erfiillt. Aus (1.3.1) folgt |u|(0, z) < M |z|**?,
wo M eine Konstante ist.

Es sei jetzt ein & > 0 vorgegeben; wir bezeichnen

B, = {m (0, 2)| < élwl"“}-

GemiB (1.4.3) existiert ein 6; > 0 derart, daB fir 0 <o < 4,

€
<=

(OB, ~ (—a,9)] < 5

gilt. Folglich haben wir fir |»| < ¢,

|f!u 0@ < [ +

Eln(o x) CEjn{0,x)

(0, o) < ela|™*

< £ o By (0, @) + M Jo[*|OB, ~
(falls @ < 0, bezeichnet (0,) das Intervall (,0)), und dies bedeutet,
daB die Ordnung des Wertes <X n-1 ist.
FoLGERUNG. Ist T in x, beschrinkt von Ordnung << n und hat sie in
diesem Punkt Leinen Wert von Ordnung << n-1, so hat T in ©, keinen
Wert.
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1.5. Mit V(n, N, &), wo n eine ganze Zahl 2= 0 ist und N, & — reclle
Zahlen > 0, bezeichnen wir die Menge der Funktionen ¢, die den Bedin-
gungen
(1.5.1)
geniigen.

Die Distribution 7' sei in einer Umgebung des Punktes @, von Ord-
nung < nund ¥, = V(n, N, &) sel eine beliebigo (testigesetizte) Junkiionen-
menge, die (1.5.1) erfiillt. Dann ist fir jedes eV, dic Funktion

(1.8.2), D, (A, my) = (T'(wy+ A0), )

der Verinderlichen A in einer Umgebung des Nullpunktes fiir 4 -/ 0 de-
finiert und stetig. Bs gilt der folgende

SATZ 1.5. Damit die Distribution T' in z, beschrdnkt sei von Ordnung = u,
ist notwendig und hinveichend, dap T in einer Umgebung des Punletes a, von
Ordnung < n sei, wnd dap- fiir similiche peV, die Funktionen Py(2, my) der
Verinderlichen 1 in einer Umgebung von A= 0 gleichmdpig beschrdnlt scien.

Fiir den Fall des Wertes einer Distribution in einem Punlkte bewies
Yojasiewicz den folgenden Satz: Fiir die Ewmistenz des Wertes T'(my) von
Ordnung < n ist notwendig und hinreichend, daB T in einer Umgebung
des Pumlies x, von Ordnung < n sei und daff der Limes

(1.5.3)

@eD®, Triger oC[—e,e], lf™(@) <N

Lim &, (4, 2)

A—0
ewistiere, und 2war gleichmdfig in Bezug auf sdmitliche peV,, (vgl. [2], 8. 25,
théordme 4.4). Der Beweis des Satzes 1.5 verlduft weitgehend analog bei
Verwendung von Lemma 1.1.

Bemerkung. In (1.5.1) geniigt es Funktionen ¢ aus <), zu nehmen.,
Dann ergibt sich aus der gleichm#figen Beschrinktheit der Funktionen
&, (4, ) in einer Umgebung des Nullpunktes fir alle ¢« V,, die Beschrinkt-
heit der Distribution 7' in #, von Ordnung < #.

Ist 7' im Intervall (@w,— e, #,-+- &) von Ordnung < #, so kann im Satz
1.5 als Nullpunktsumgebung 0 < |4| <1 genommen werden. Im. fol-
genden werden wir stets V,, = V(n, 1,1) bezeichnen.

§ 2. Beschriinktheit und Regularitit. Uberall heschriinkte Distributionen

2.1. Sarz 2.1. Sei B die Menge der Punkte, in denen dte Distribu-
tion T' mindestens einseitig beschrdnkt ist. Dann hat T einen Wert fast diber-
all in E.

Beweis. Zum Beweis geniigh es den Fall einer Durchschnittsmenge
E* von E mit einer beliebigen offenen Menge 2, deren abgeschlossene
Hille 2 kompakt ist, zu behandeln.
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Es existiert cine ganze Zabl # > 0 und eine stetige Funktion ¥ derart,
daB anf Q gilt T = F™,

Auf Grund der Folgerung aus 1.1 ist die rechtsseitige bzw. linksseitige
Beschrédnktheit einer Distribution 7' in @, der Existenz in x, der endlichen
extremen 7-ten Ditferentialkoeffizenten (im Sinn von Denjoy) von der
rechten. bzw. linken Seife firr ihre Primitive von hinreichend grofer Ord-
nung gleichwertig.

Sei I (5 =1,2,...) die k-te Primitive der Funktion F und sei
B die Menge aller Punkte aus 2, in welchen F® endliche n +k-te extreme
Differentialkoeftizienten von mindestens einer Seite besitzt. Offenbar ist

o
B = \J B

k=0

(2.1.1)

Nach einem Satz von Denjoy ([1], S. 293, théoréme VII) hat die
Funktion B fagt itberall in B} ein Differential von Ordnung n+ % und
dies bedeutet (vgl. [2], 8. 7, corollaire in 2.3), daB T' fast iiberall in B
einen. Wert hat. Wegen (2.1.1) hat nun T einen Wert fast iiberall in E*,
w. z. b. W.

Tnsbesondere folgt aus dem obigen Satz, daB die Menge derjenigen
Punkte, in denen 7 eine Singularitdt vom ,,6-Dirac Typ” aufweist, d. h.
die Menge der singuliven Punkte £, in denen der Limes limT existiert,
eine Nullmenge ist. o>t

Bemerkung. Satz 2.1 entspricht dem bekannten Satz von A. Den-
joy, G. 0. Young und 8. Saks itber die Derivierten einer beliebigen Funk-
tion. Man kann ihn nédmlich auch folgendermafBen formulieren:

Ist B die Menge derjenigen &, in welchen die Primitive 8 der Distri-
bution T einen mindestens einseitigen Limes L(&) besitzt, so sind fast
iiberall nur zwei Fille moglich:

I. Der Quotient

8(@)—L(£)
x—§&

(definiert fiir z % &) ist in & beiderseitig unbeschriinkt;
IXI. By existiertder Wert

8 (w)—L(§)

(2.1.2) -

T(£) = lim

T &

Die Bezichung (2.1.2), bei Voraussetzung, daff der Wert linker Hand
exigtiert, ergibt sich aus einem Satz von Lojasiewicz ([2], 8. 16, théoréme
3.4). Dem Beweis dieses Satzes entnimmt man auch, bei Berticksichtigung


GUEST


38 Z. Zieleiny

von Satz 1.5, daB T in £ dann und nur dann beschrinkt (bzw. recbts-
bzw. linksseitig beschréinkt) ist, wenn der Quotient

S{z) —L(§)
v—§&

in & beschrénkt (bzw. rechts- bzw. linksseitig beschréinkt) ist. Die Gleich-
wertigkeit des Satzes 2.1 mit seiner oben angegebenen neuen Formulie-
rung ist also ersichtlich.

2.2. Wir stellen uns jetzt die Frage: Ist eine iiberall beschrinlkte
Distribution durch ihre Werte, die nach Satz 2.1 fast iiberall existieren
bestimmt ?

Die Antwort auf diese Frage ist positiv. Sei nimlich T' eine in einer
offenen Menge @ itberall beschrinkte Distribution und sei f eine in Q
ortlich integrierbare Funktion. Der Satz von Fojagsiewiez: Ist T'(£) = (&)
fast dberall in Q, so ist T >f in Q (im Sinn der Distributionentheorie),
bleibt giiltig bei unserer allgemeineren Voraussetzung(?). Hieraus schlie-
Ben wir, daB falls T'(&) = f(£) fast itberall in £, so ist ' = fin Q (im Sinne
der Distributionentheorie).

Ist insbesondere 7' eine iiberall beschrinkte Distribution und ist
fagt iiberall T'(§) =0, so gilt T' = 0; sind 8 und 7' iiberall beschrinkte
" Distributionen und ist tast tiberall T'(£) = 8(£), so gilt T = 8.

§ 3. Notwendige Bedingungen

3.1. Bei T' eine Distribution, definiert auf der euklidischen Geraden
R,, und sei U die offene Menge derjenigen Punkte, in derer Umgebung
T von hochstens k-ter Ordnung ist. Offenbar gilt

U Uk = Rl'
k=0

Hat Uj einen nichtleeren Rand, so bezeichnen wir mit H,, wo
o > 0 ist, die abgeschlossene Menge aller £¢Upy, deren Abstand vom
Rand der Menge Uy nicht kleiner als o ist. Im Fall U = By wird
H, = R, bezeichnet.

Wir sefzen jebzt zunichst ein michtleeres Ty (d. h. ein hinreichend
grofes k) und ein ¢ > 0 fest. Dann ist firr jedes 1 aus dem Intervall
0 <4< g und jedes peV; die Funktion &,(¢, 4) der Verdinderlichen &

Uk C Uk+1 und

(*) Vgl. [2], 8. 30, théordme 5.2; aus 5.3 folgt, daB T auf einer abzihlbaren Menge

unbeschréinkt sein kann, sofern nur ihre Primitive auf dieser Menge tiberall einen
Wert hat.
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definiert und stetig in einer offenen Menge 2,0 H,, denn gemi8 (1.5.2)
haben wir

. . 1 [»
(3.1.1) By (dy &) = (L'*@y)e, worin g (@) = 790 (}:)E(Da

und ¢(®) = ¢(—) ist.

Lmmma 3.1. Die Menge B(k, H,) aller Punkte aus H,, wo T be-
schrinkt von Ordnung << kist, ist ein F,.

Beweis. Auf Grund des Satzes 1.5 ist T im Punkte £<H, dann und
nur dann besehrinkt von Ordnung <k, wenn

I (20,8 <m).

m n>lfe 0<i<im @V

(3.1.2)

Hieraus folgh
oo o0

Bk, H) = U N Fmse,

M=l n=E[lfe]+1 0<i<lin eV}

(3.1.3)

wobei F™*® die abgeschlossene Menge aller £eH, bezeichnet, in denen
o,(4, &) < m ist. Bk, H,) ist also ein ¥,, w. z. b. w. )

Wiihls man nun eine Zahlenfolge g, — 0, 80 erhilt man eine Folge abge-
schlossener Mongen H, dergestalt, daB

U H,, = U

va=l

(3.1.4)

Hieraus erhalten wir:

ForeErUNG 1. Die Menge B(k, Uy) aller Punkte, in denen T be-
schrankt ist von Ordnung <k, ist ein F,.
" TorneEBRUNG 2. Die Menge 9B(oo, R,) aller Punkte, in denen T beschrinki
ist, ist ein I,.

Bs gilt ndmlich

B(oo, By) = H%(k, Ux).

FoLauruNe 3. Die Menge aller singuldren Punkte, in denen eine
Distribution unbeschrinkt ist, ist ein Go.

3.2. Aug den in 1.3 angegebenen Eigenschaften der Beschréinkthei't
einer Distribution ergibt sich, da die Menge aller Punkte, in denen. samtli-
che Distributionen der Folge {7} beschrankt sind, mit der Menge M
der fiir simtliche Distributionen der erwihnten Folge reguliren Punkte,
identisch ist.
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Wir bezeichnen mit Py die F,-Menge derjenigen Punkte, in denen
T® beschrinkt ist. Re gilt
0
PO Py, und W o= (P
k=0
M ist also ein K.

Wir werden sagen, daf die Distribution 7' auf einer Menge ¥ der
Klasse K" angehort, wenn in jedem Punkte & B der Wert 1™ (&) existiert.
Insbesondere gehort ' auf F zur Klagse A, wenn jeder Punkt aus B fiir
siimtliche Distributionen der Folge {7} reguléir ist. Wir haben also

Sarz 3.2. Die Menge N aller Punkte, in denen ecine Distribution der
Klasse K™ angehort, ist ein Fy.

3.3. Lumma 3.3. Die Menge R(k, Hy) aller Punkte aus H,, n denen
T einen Wert von Ordnung <<k hat, ist ein F.

Beweis. Nach dem in 1.5 angegebenen Satz von Tojasicwics hat

die Distribution 7 im Punkte & eH, dann und nur dann einen Wert von,
Ordnung <%, wenn

Il

m>0 n>ife 0<iy, dg<iin gy, paeVy,

1
(8:3.1) {|cb¢1u” §) = By, € < m}
Hieraus egibt sich
N

m=1 n=HE[lje]+1 0<i,Ag<l/n 01,926V},

(3.3.2) Rk, Hp) =

l,lm,ﬂl.ﬂz.ml.wz’

worin. F™*-%:2L% dis abgeschlossene Menge aller &£e¢H, bezeichuet, in

denen die Ungleichung in der Klammer von (3.3.1) erfiillt ist. Tolglich

ist R(k, H,) ein F, w. z. b. w.

Die Vereinigung einer Folge von F,s-Mengen, die in, abgeschlossenen
Intervallen von untereinander fremdem offenen Kern enthalten gind,
ist wieder eine F,-Menge. Wihlen wir nun (falls nicht H, = U; ist)
anstatt H, eine Folge I, abgeschlossener Intervalle von untereinander
fremden offenen Kernen, deren Abstand vom Rand, der Menge U}, nicht
kleiner als g, ist, so erhalten wir

ForeErUNG 1. Die Menge R(k, Uy) aller Punkte, in denen T einen
Wert won Ordnung <% hat, ist ein F,.

Unter Beriicksiehtigung der Ergebnisse aus 8.1 erschlieSs man. da-
raus, dafl die Menge aller Punkte, in denen 7' beschrinkt ist von, Ordnung
< k, ohne in ihnen einen Wert von Ordnung < k-1 zu haben, d. h. die
Menge Bk, Up)\R(k-+1, Ugi1) ein Gy ist. Demzufolge erhilt man
bei Beachtung von Satz 2.1 und der Folgerung aus Satz 1.4 die

ForeErUNG 2. Die Menge singulirer Punlte, in denen T beschrankt
st von Ordnung < k, ist ein Gy, und eine N ullmenge. '
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ForeuruNa 3. Die Menge S, singuldrer Punkte, in denen T beschrinki
ist, ist ein Gy und eine Nullmenge.
g gilt némlich

und o§y ~ Bk, Uy) sind Gg-Mengen vom MaBe Null vermoge der Folge-
rung 2. Obige Folgerung und Folgerung 3 aus 3.1 liefern schlieBlich
Sarz 3.3, Die Menge & aller singuliren Punkte einer Distribution
ist eine Vereimiguny
& = oo W Jpy

worin 3o ein Gy und S, ein Gy, vom MaBe Null ist.

Mit o, wurde dio Menge der Unbeschrinktheit der Distribution be-
zeichnet, wihrend o, aus allen singuléiven Punkten besteht, in denen die
Disgtribution beschrinkt ist.

§ 4. Hinreichende Bedingungen

4.1. Bekanntlich kann die Ableitung (im Sinn der Distributionen-
theorie) einer stetigen Funktion, die nirgends (gewdhnlich) differenzier-
bar ist, in gewissen Punkten einen Wert haben ([2], 8.23, und [4],
9. 86). Andererseits gibt es Distributionen — Ableitungen stetiger Funktio-
nen, die nirgends einen Wert besitzen (%). BEs ist leicht zu zeigen, da8
z. B. die Ableitung der nirgends (gewdhnlich) differenzierbaren Funkbion
von van der Waerden diese Eigenschaft besitzt. Wir geben ein einfaches
Beigpiel einer Distribution — Ableitung einer stetigen und periodischen
Funktion, die iberall unbeschrénkt ist.

BrispinL, Sei f eine folgendermafen definierte Funktion:

1 fir 21 < 2 < 2F,
MO =11 b ok <o < 2k+1,
wobei & die ganzen Zahlen durchliuft. Wir zichen die Funktionenfolge
fnl@) = 4"f(4*@), n == 0,1, ... in Erwigung.
Die Distribution
00
W(l = 2 fn

=0

ist Ableitung einer stetigen, periodischen Fumnktion mit der Periode 2.

(%) Die Lxigtenz solcher Distributionen bewies S. Lojasiewiez in [2], 8. 12.
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Wir werden zeigen, daB W, iiberall unbeschrinkt ist. Zu diesem Zweck
wihlen wir eine Funkbion ype@,,, die den Bedingungen

(411) @) =1 fir g <4 und '@ £0 fir ;<< -

geniigt und setzen 4, = 47 (n = 0,1,...).
Im folgenden werden wir die Bezeichnungen

(4.1.2) Lyle—1), 11 < 3
und

(4.1.3)

B = {p:g(a) =
(T, B) = sup (T, 'P)l
psB

benutzen, wobei 7' eine beliebige Distribution ist.
Aus der Definition von W, und (4.1.3) erhalten wir fiir jeden Punkt &

(Wol&+ 2n2); B) 2 (falé+ In@), B)— D (fulé+ A0), B).
b
Nun ist aber wegen (4..1.1) und (4.1.2)
(4.1.4) (FalE+ ), B) = 4% 5,
sowie
fn—1 n-1 n
(+1.5) S lale+ma), B < Y < L
k=0 k=0

BEs sei jetzt eink > n, ein £ und ein @B fostgesetzt. Wir bezeichnen
mit L, (m = 0, 41, 4-2,...) die Intervalle, in denen fu(£-+ A,2) kon-
stant ist. Dabei wird vorausgesetzt, daf #el,, und yel,,, die GroBen-
beziehung 2 <<y nach sich zieht. Ferner definieren wir

p(z) fir
0 fir

weIm,

(2) =
om 2eCl,.

Ist (fk(E-f-Ana:),(pmﬂ) einer der groften nichtnegativen. Werte aller
(J‘k(f—i—lnm),gvm), m =0, 41, 4+2,..., so gilt fiir jede ungerade Zahl §
(felé+2a), Pmgi+ Omgr141) <0, .

sowie
(fk<§+}'nm)7 ‘Pmo—-1+‘77mo~—!——!) <0.

Daraus ergibt sich (fx( f"i‘l 8); @) < (fu(§+ ), ;) und wogen
lI-ml = 1/4:2(k_”) und lfk(w)[ = 4 ist dann (fk(f—{——)[ m)’(;g) m0)4"/4k —n Ana-
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log erhiilt man (f;(&-+24,2), p) > —4"[4¥~" Folglich, weil geB beliehig
war, haben wir (fi(£--A.@), B} < 4*/4*" und

0 4:71
D) (€4 tna), B) < 4 ?4—’“ =—
k-1 3
Dies liefert schlieflich bei Berucksmhtlgung von (4.1.4) und (4.1.5)
(Wo(f‘F Anm)’ B) > 4" 9,

wenn. % — oo,

womit die Unbeschrinkheit von W, in & bewiesen ist.
4.2. Sei p eine Funktion aus ) mit den Eigenschaften

(4.2.1) (0,1, yG—a) =9y{l+a), yH=1.
v jedes 0 << 8 = § gehort die Funktion
(4.2.2) va(w) = y(6+a)y(6—=)

gewiB zu D; Triger y3 = [— 3, 6] und y(—x) = y (). Wir setzen auBerdem
ya(w) > 0 fiir alle —6 <@ <0 und 0 < & < } voraus (4).

Ist I ein Intervall mit dem Mittelpunkt in ¢ und der Lénge 26 <1
und ist G eine offene Menge mit den Komponenten I, (n =1,2,...)
deren Lingen <1 sind, so bezeichnen wir

Z ')’(Im @).

Die Funktion y(&, «) gehdrt zur Klasse € und es gilt y(’”)(G )
—Z‘,ﬁ") (In, ), m =1,2,..

In der Tat haben wir gemiB (4.2.2) fir ein ®,eCG und alle I,

Triger y ==

(4.2.3) y(L, 1) = ys(w—0), (& @)=

m
Ly, 2)] < ) () Medmoslmn, 3),
Fe=0
wobei My, = sup|y®™ (a)|, Ak(@, @) = sup W¥@), k=0,1,..,m

<|5~p|
Hieraus folgt die Existenz der Ableitung beliebiger Ordnung von y (&, )
in , sowie auch y™ (@, @) = 0.
Die Detinition der Funktion y(G, #) erweitern wir auf den Fall, da8
& Komponenten Iy, der Linge >1 enthilt, indem wir zur Summe (4 2.3)
Funktionen By, () us 0 hinzuttigen, die auf Iy, positiv und sonst gleich
Null gind. Auf diese Weise wird (@G, @) fiir eine beliebige offene Menge
@ detiniert, gehort weiter zu ¢ und die Forderung y(@&, ») > 0 fiir we@
und y(@, @) = 0 fiir <0G bleibt erfitlld. i
- (-
(%) Diese Voraussetzung ist z. B. erfillt fir die Funktion gleich e 1—(az—1)%
wenn 0 < # < 1 und gleich Null auBerhalb dieses Intervalls.
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Tst W eine itberall unbeschrinkte Distribution, so ist das Produks
Wy (@, ) unbeschrinkt auf der Menge & und gehort zu 9C*° auf ihrem
Komplement. Wir gelangen also zum

SAmz 4.2. Zu jeder offenon Menge G ewistiert cine Distribution, dic auf
G unbeschrimkt ist und auf ihrem Komplement zur Klasse K gehort.

4.3. 7. Zahorski zeigte in [7], daB zu jeder kein Intervall enthal-
tenden Gy-Menge % eine stetige Funktion existiert, die auf CH differen-
zierbar ist und in jedem zu ¥ gehérigen Punkte unendliche obere und
untere Derivierten mit entgegengesetzten Vorzeichen hat (vel. [7], 8. 493,
Satz II).

TUnsere Aufgabe ist jetzt die Konstruktion einer solehen sbetigen
Punktion F, die in jedem Punkt £<CE ein Differcntial im Sinne von-
Denjoy beliebiger Ordnung besitzt und deren (distributionelle) Ablei-
tung F' auf B unbeschriinkt ist. Auf diese Weise beweisen wir nimlich

TEMMA 4.3, Zu jeder kein Intervall enthaltenden Gy Menge I existiert
eine Distribution, die auf B wnbeschrénkt ist und auf dem Iomplement
zu N> gehort.

Beweis. Sei I ein Intervall mit ¢ aly Mittelpunkt und der Lénge
26 < 1 und sei o > 2supy,(w) fir alle 0 < v < 4. Wir definieren durch
Tnduktion eine Punktfolge {II}, » = 0, &1, £2,..., so daB ¢ 5« ...
<l <, <<l <i<..—>ctd Wirsetzen lj = ¢. Angenommen,
% sei definiert fiir & = 0, +1,..., 2%, wo % > 0 ist. Dann gotzon wir
By = Bt Ly, Ba)y Uy = (1834 Baya) 1 sehlieBlich D I
fir k = —2n—1, —2n—2.

Das Lingenverhiltnif zweier nebeneinander liegenden Intervalle
(., 0 wd (£,4,,), vod zwar des groBeren zum kleineren, ist > 2.
Demzufolge fiir n >0 haben wir (I, ) <2p(T, Zﬁm_z) und daher

1
. 1 Lo .
<=y, bypya) < P 1an
1§n<”<lzn+z

1
“?T(lgnw_lgn) y(I, ).

Wegen der Symmetrie der Funktion y (I, z) beziiglich 1% erhaltien, wir
also

1
(4.3.1) B~ < inf

y{L, @)
l£<m<l,€+1
fiir alle Tntervalle (If, i ,,).
o«
By sei jetzt eine Gy-Menge H = (M &, vorgegeben, wobel ¢, offene
N=)

Mengen. sind.,‘ ¢4 C G, und die Linge jeder Komponenten von G, nicht
groBer als 1 ist. Ohne Einschrinkung der Allgemeinheit kénnen wir fol-
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gende Voraussetzung machen: Ist I bzw. I* eine Komponente von @,
bow. Gy und ist I*C I, so existiert ein & derart, daB I*C (5, #,,)
und [T < min (B~ 0, Tt
Wir zeigen, dafl
o0

2 A"y (G, ) <

Ne=Th

(4.3.2) Ma™y (G, ),

wo M eine vou m unabhingige Konstante ist.

Nehmen, wir nimlich an, daB die Intervalle I und I* der Linge 26
bzw. 28* Komponenten, von &, bzw. @,,, sind und I*CI. Dann gilt
y(I*, @) < 6*supy’ (I*, #) und es gibt ein solches %, daB I*C (If_;, Iy
md 8 < Fmin(f,, %, %—1_,). Bei Beachtung von (4.3.1) erhalten
wir hieraus

< )1 int y(I, ®).
40 melx
TFolglich ist
WI%,0) < U, @)y (I, o)

v

und, da die Tntervalle I, I* beliebig sind, haben wir also

1
V(G'n»x»la 2) K "2;'}’(Gm x)supy’ (,Gn+11 ).

Nun konvergiert aber die Folge {y' (@, #)} gleichmifig gegen Null,
es geniigh also als M das doppelte Produkt derjenigen supy’ (G, #) zu
nehmen, die grofer als 1 sind.

Sei y eine Funktion aus Dy, die (4.1.1) exfullt, und sei y(»)
= y(x+3)—p(@—3%). Wir definieren die Folge

0 fir 2eCE,,

(4.3.3)

ful®)

1 ”"l§k+1 - I I

a X\ T fir  welly, Lrsals
Zzlc+1‘ sz

wo I alle Komponenten von @, durchliuft.

@
Gehort o zu OG,, so haben wir fir F,(s) = [fn(f)dt
a

(4.3.4) 0 < Fy(0) < o"y (G, 2).

Da fiir O, stets F, (o) = 0 ist und wegen der Symmetrie geniigt
es (4.3.4) fir we[lh, Thye] zu zeigen, wo I eine Komponente von G,
und % > 0 ist.
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Nun gilt aber

YU Tgegg) — v (L 1) - (Izlc+z Iag) -

Folglich

"y(I, l2k+z ng) : sup

I I
Be<t<lyy . p

(@)

Uzk +e-

und in Anbetracht, daf fir o[l B..] gowill y(I, z)
erhalten wir sofort (4.3.4).

00
Aus (4.3.2) und (4.3.4) exgibt sich, daBl die Reihe 34, (0) gloichmi-
N ()

=y lglcw) i,

Big konvergiert; ihre Summe F ist also stetig.

Wir zeigen jetzt, daB bei « 2= 4 die Distribution 7' -
rungen unseres Satzes geniigt.

I. Seiw,eCP; es gibt also ein solches N, daB x,¢@, fir n = N und
daB N die kleinste nichtnegative ganze Zahl mit dieser Wigenschaft ist.
‘Wir bezeichnen.

< B den Forde-

N—~1
= D) Fula),

=4}
Fy (@) Fy(o) = D Fy(w) (%)
Ne=0 N N
Da nach (4.3.2) und (4.3.4) 0 < Fyp(a) < Moy (Ghy, 3) und y® (G, ;)

=0, so hat Fy; in o, ein Differential im Sinne von Den]oy beliebiger Ord-
nung gleich Null. Andererseits gehort Fy in einer Umgebung von w, zur
Klasse 0*. Die Distribution T' gehort also in @, zu K*.

II. Ist @,cB, so existiert eine Folge von Intervallen [l lk,,+1]7
n=20,1,..., die z, emschheBen, wobei I, eine Komponente von Gy

ist. 'Wir setzen ly=Tn “-Zk offensichtlich ist 4, — 0. Gem#B (4.1.1)
und (4.3.3) haben wir

(4.3.5) (Ful@o+ M@, B) 2= 4 o™+
sowie
ol Hiet-1
(4.3.6) Z(fk (304 Int), B) < H—m < L
=0 a—1 3

AuBerdem gilt

(4.3.7) llma“(”‘”) Z(f,c(m.,m,,m) B) = 0.

E=n1

() Falls N = 0 ist, wird Fy(z) = 0 gesetat.
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In der Tat, fir jede Funktion ¢ aus B ist

1 1
(@0t An2), 9)| < = suplp! (@) [ Fr(@o-tAn) do

und daher bei Verwendung von (4.3.2) und (4.8.4) erhalten wir

M
<— 8u
=, —1<mp 1

(4.3.8) o~ N (fi (ay+ 4,2), B)

Jemm-1

Y (Gni1) Tt Ant),

wo M eine Konstante bezeichnet. Es wurde aber A, = ln +1—~Zkﬂ gesetzt,
wo I, eine Komponente von G, ist und wos[lk", i 1l Da das La,ngen—
verhdltni von zwel mnebeneinander liegenden In’ﬁervallen (B_y, ) und
(%, Uhyr) Kleiner als 2 ist, so gilt fiir jede Komponente I* der Menge Gry1s
fiir welche der Durehschnitt I*n(m.,—}.,,,, @+ A,) nicht leer ist, die
Ungleichung |I*| < 24,. Mithin gilt

suP Y (Onsrs Tt Anm) <

—1<®;

Supy;, (%) = y2(4s)
und dies liefert wegen (4.3.8) und der Tatsache, dafl

lim ——~ )

0 L

=0
ist, sofort (4.3.7).
Fiir hinreichend grofie n haben wir also
n+1

3

D (fel@o+ Inm), B) <

k=n-4-1
und (4.3.6) erhélt man schlieflich
n41

a
3

und bei Beachtung von (4.3.5)

41
15 my1 @ v
16

> .

(T(Wa‘|‘}~nm); B) >

T ist also in x, unbeschrankt, w. z. b. w.

Unter Beriicksichtigung von Satz 4.2 erhalten wir nun

SATZ 4.3. Zu jeder Gao-Menge existiert eine Distribution, welche auf
dieser Menge unbeschrinkt ist und auf ihrem Komplement zu K™ gehdrt.

'Wir bemerken noch, daB die im obigen Satz erwihnte Distribution
die Ableitung einer stetigen, beschrinkten Funktion sein kann. Von
dieser Bemerkung machen wir in 4.4 Gebrauch.

4.4, SATZ 4.4. Zu jeder F,yMenge existiert eine Distribution, die auf
dieser Menge zu K™ gehort und in den Punkten ihres Komplements entweder
keinen Wert besitet oder 2u K™ mit n < oo gehort.
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[=¢]
Beweis. Sei ¥ eine I ,-Menge und sei K == (M) 2, wo I, F -Mengen,
Tywa()
sind und P,D P, ;. Nach Satz 4.3 existicrt zu jedem P, c¢ine Distribu-
tion T, — Ableitung einer stetigen Funktion F,, die auf P, zu K™ gehort
und in allen Punkten aus CP, unbeschrinkt ist, Die Distributionen 7',
konnen so gewihlt werden, daf ihre Primitiven I, in B, gleichmiBig
besehrinkt sind. 'Wir benutzen folgende Bezeichnungsweise:
2 m—1
[ oy (w—1) N .
7L z](m)—~oj————————~———(mﬁl)! Fohdt (mo-1,2,...)
und
R () = Fy().

Fiir jede ganze Zahl & >0 ist die Reihe Y FLH(w) fast gleichmiiig
N ()

kf)nvergent; ihre Summe §p(z) ist also stetig. Wir behanupten, daB S,(x)
die Forderungen des Satzes erfiillt. Aus der Beziehung

k
(4.4.1) S = DITEN L8,
J=0
folgt nimlich, daB 8+" auf P, iiberall cinen Wert hat. Bs geniigt also
die Unbeschranktheit von S+ aut CP, nachzuweisen.
.Se1 @, eCPy, und sei. ky der kleinste Index von der Rigenschaft, daB
Ty, in @, unbeschrinkt ist. Offenbar ist k, <{ k. Wogen (4.4.1) haben wir
dann

%o
4.4.2 (o) _ §7 fko—i) 4.
(4.4.2) 8 —«7_201“5 0t By 1

Nun sind aber alle Distributionen, die rechter Hand in (4.4.2) auftre-
ten, aufer Ty,, in o, regulir. Folglich ist Sfath in g, unbesehrinkt und
dasselbe gilt auch fir S{+Y. Damit ist der Satz bewiesen.

. . . +
4.5. Wir setzen eine Funktion ¢ aus ¢, fest, so daB quv(w)dm ==

. - i 1 ey
. ist. Fir jedes A > 0 geniigt dann ¢,(x) =—i-qo(%) den. Bedingungen:

+o0
L [ guo)ds = 1;
-0

- +o00
1I. }il’[ol [+ [ lpal@)de = 0 fir jedes n > 0;
-0 7

o0
IIT. J o, (@)de < 0 < oo, WO o,(2) = sup oy (4]
<

—0o0

firr jedes 2 < 0 und o,(z) = lsup|¢pl(t)[ fir jedes @ == 0.
>
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Hat eine értlich integrierbare Funktion f(») im Punkte & einen Wert,
50 konvergiert das singulére Integral

+o0 -
g4, 8 = [ flatEp(@)de  mit 20,

Nach einem Satz von Zahorski (vgl. [8], 8. 81, théoréme III) existiert
zu jedem Kern, das den Bedingungen I, IT, ITI, geniigt und zu jeder G-
-Menge H vom MaBe Null, eine beschrinkte Funktion /(z) mit der Bigen-

schaft, daf limg(4, £ —limg(4, & > 0, wenn £ B und limg(2, &) = f(¢),
A0 A0 A0

wenn £eOB. Aus dem Beweis dieses Satzes ist zu ersehen, daf die Kon-
vergenz von g(A, &) gegen f(&) in allen Punkten aus CH gleichmiBig ist
in Bezug auf jede Menge von Funktiomen ¢ aus D, die gleichmiBig be-

-+00
selrsinkt sind und die Forderung [ ¢(w)de = 1 erfilllen. Es gilt also

Sarz 4.5. Zu jeder Gyp-Menge vom Mafe Null ewistiert eine beschrinkte
Funktion (also eine wberall beschrinkte Distribution), die auf dieser Menge
singuldr ist und in jedem Punkte des Komplements einen Wert von Ordnung
Null besitat.

4.6, Rine Verbindung der Sitze 4.3 und 4.5 liefert den

Satz 4.6. Zu jeder Vereinigung O einer GyMenge S, und einer G-
Menge S, vom Mape Null ewistiers eine Distribution, fiir welche S die Menge
singuldrer und OS die Menge reguldrer Punkte ist.

Hs gibt nsmlich (nach Satz 4.3) eine Distribution T,, die auf Jy
unbeschrinkt ist wnd auf CJ, zur Klasse K> gehort, sowie (nach Satz
4.5) eine iiberall beschrankte Distribution T,, fir welche o, die Menge
singulirer Punkte igt. Die Summe T' = T,+T, hat die im Satz 4.6 ver-
langten Bigenschaften, wobei S, = o, und &, = Iy \J; ist.

§ 5. Regularitiit, Stetigkeit und Differenzierbarkeit

5.1. Nach Satz 1.5 folgt aus der Beschriinktheit der Distribution T
in & von Ordnung =< n, daB fiir alle @eV, die Funktionen &,(1, &) der
Verinderlichen A in einer Nullpunktsumgebung gleichmigig beschrinkt
gind. Bs gilt sogar die schirfere Aussage: .

Ist T im Punkte & beschrinkt von Ordnung < n und isb M eine be-
liebige positive Konstante, so sind fiir alle eV, die Funktionen @,(1, §)
(von zwei Verinderlichen) in einer Umgebung von A =0 §=§ fir

E— &| < M|A| gleichmaBig beschrinks. !

Studia Mathematica XIX 4
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Im Fall aber, wo man die ganze Umgebung von 4 =0, &= &
in Betracht zieht, d. h. wenn alle @,(4, £) fiir <D in einer ganzen Umge-
bung von 4 = 0, & = & (fir 2 5= 0) beschrénkt sind, ist T in ciner Umge-
bung von &, eine beschriinkte Funktion. Dann existiert nimlich in einer
Umgebung von &, fast liberall der Wert Z'(£) und er ist beschrénkt. Wir
beweisen jebzt

Sarz 5.1. Ist die Distribution T dberall beschrinkt, so ist die abge-

. schlossene Menge aller Pumkie, in deren Umgebung die Werte 1'(&) nioht
beschrinkt sind, nirgends dicht.

Beweis. BEs geniigh zu zeigen, daB es zu jeder nichtlecren offenen
Menge 2 eine nichtleere offone Menge £, C 2 und eine pogitive Kon-
stante M gibt, go daf in jedem Punkte £e2,, in welechem 7' cinen 'Wert
besitzt, |T'(£)] < M ist.

Zu diesem Zweck bezeichnen wir mit By, ., (M, %, p ==1,2,...)
die Menge aller £, in denen die Ungleichung @,(4, &) <mlirx 0 < [A| <1/n
und alle p D, mit |pP ()| < 1 erfitllt ist. Die Mengen By, » , sind abgeschlo-
ssen, denn fiir jedes 4 % 0 und @e® gehtrt die Funktion &,(4, &) der
Verinderlichen & zur Klasse 0. Andererseits folgt aus der Beschrinktheit
der Distribution 7', daf jeder Punkt aus R, zu mindestenz einer Menge

Bhng,no,py £e0OTE. Mithin gil

00
Q= U @By,
m,n,p=l

Dem Baireschen Satz zufolge kénen nicht alle Mengen 2n K, , .,
nirgends dicht sein; es gibt also Indizes m,, n,, p, und eine nichtlecre offene
Menge 2, mit der Eigenschatt, daf 2,C Q~ By, n 5. Fir jedos £,
ist also By(d, £) < my, wenn || < 1/n,, pe®@, und |[®(s)] < 1. Daraus
ergibt sich, dal der Wert T'(&), falls er existiert, nicht gréBer als m, (von
Ordnung < p,-+1) sein kann, w. z. b. w.

Unter Beriicksichtigung der Ergebnisse aus 2.2 erhalten wir hieraus

ForeerRUNG 1. Jede dberall beschrdnkte Disiribution 4st, aufBerhalb
einer nirgends dichten Menge, eine Ortlich beschrinkte Funltion.

Eine tiberall beschriinkte Distribution ist also, auBerhalb einer nir-
gends dichten Menge, beschrinkt von Ordnung Null (und kann deghalb
einen ‘Wert hochstens erster Ordnung haben).

Nun hat aber eine ortlich integrierbare und von oben oder von un-
ten besehrinkte Funktion f im Punkte & dann und nur dann einen Wers,
wenn ihre Primitive in & eine (gewdhuliche) Ableitung besitat (9). Ist

(%) Dies folgt aus einem Satz von Eojagiewicz; vgl. [2], S. 25, corollaire 1.
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also T' eine itberall beschrinkte Distribution, & ihre Primitive und % die
Menge aller fiir T' reguléiren Punkte, so erhalten wir aus dem soeben be-
wiesenen Satz die

FoLeERUNG 2. In der Umgebung eines jeden Punktes EeR, bis auf
eine nirgends dichte Menge, ist S eine totalsietige Funktion P mit der (ge-
wohnlichen) Ableitung F'(&) = T'(£).

5.2. Bs sei jetzt T' eine beliebige Distribution, § ihre Primitive und
R bzw. 9B die Punktmenge, auf der 7' regulir bzw. beschrinks ist. Da B
eine F,-Menge ist, haben wir

(5.2.1) B = Gup,

wo @ eine offene Menge und P eine Menge von erster Kategorie bezeichnet.
In der Umgebung eines jeden zu G gehérigen Punktes, bis auf eine nir-
gends dichte Menge, ist 7 eine beschrinkte Funktion. Analog ist S in
der Umgebung eines jeden Punktes &e G ~ R, bis auf eine nirgends dichte
Menge, eine totalstetige, differenzierbare Funktion. Folglich gilt

Sarz 5.2. In der Umgebung eines jeden zu B gehérigen Punkies, bis
auf eine Menge erster Kategorie, ist T eine beschrinkie Funkiion; in der
Umgebung eines jeden Punktes £eR, bis auf eine Menge erster Kategorie,
ist 8 eine totalstetige Funkction F, mit der (gewdhnlichen) Ableitung ' (E)
=T(é).

Wir wollen noch aus Satz 5.2 zwei Folgerungen ziehen:

Folgerung 1. Ist die Distribution T auf einer Menge zweiter Kategorie
beschrinkt, so existiert eine offene Menge 2, auf welcher T' einer beschrinkien
Funktion gleichi.

Folgerung 2. Ist T Ableitung (im Sinne der Distributionentheorie)
einer stetigen Funktion, deren Menge aller Punkte der Differenzierbarkeit
wir mit @ bezeichnen, so ist R\ @ von erster Kategorie. Insbesondere kann die
Ableitung einer stetigen, nirgends (gewéhnlich) differenzierbaren Funktion
nur auf einer Menge erster Kategorie Werte besitzen.

5.3. Die auf ‘R definierte Funktion 7'(#) ist von erster Klasse; sie ist
algo stetig bis auf eine Menge erster Kabegorie in R. Gehort ein Stetig-
keitspunkt &, zu der in (5.2.1) auftretenden offenen Menge &, 8o ist T in
der Umgebung von £, eine (in &, stetige) Funktion. Wir nennen dann &,
den Stetigkeitspunkt der Distribution T und bezeichnen die Menge aller
Stetigkeitspunkte mit C. Hs gilt

Samrz 5.3. Die Menge R\ C ist von erster Kategorie.

Als Folgerung dieses Satzes erhélt man den zweiten Teil von
Satz 5.2.
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Spaces of continuous functions (IV)
(On isomorphical classification of spaces of continuous functions)

by

C. BESSAGA and A. PELCZYNSKI (Warszawd)

In this paper (Theorem 1) we give a complete isomorphical and di-
mensional (*) classifications of the spaces of (all) continuous functions
defined on countable intervals of ordinal numbers.

Applying Theorem 1 we obtain: a) the complete isomorphical classi-
tication of the spaces 0(Q) (i. e. of the spaces of all continuous real func-
tions defined on @), @ being zero-dimensional metrisable compact spaces
(Theorem 3) (2) and b) the complete dimensional classification of all the
spaces 0(Q) for arbitrary metrisable compact spaces @ (Collorary 1).

In the last part of this paper we formulate several problems
concerning the spaces of continuous functions.

1. Preliminaries. Two Banach spaces X and Y are called isomorphic
(written X ~ ), if and only if there exists a linear homeomorphic map-
ping of X onto Y.

It is known that X ~ Y if and only if there are a linear mapping
U of X onto Y and a constant K such that

1 ol < WU (@) < K[l

If condition (1) is satisfied for some U we shall write X X ¥. In
particular, X A ¥ means that X and Y are isometric.
The spaces X and Y are said to have an equal linear dimension (written
X = Y) if each of the spaces X and ¥ is isomorphic to some subspace
dim

of the other. We say that X has a smaller linear dimension than ¥ (written
X < Y) if there is a subspace of ¥ isomorphic to X and no subspace of X
dim

is isomorphic to Y.
(*) i. e. classification with respect to linear dimension.

(?) Hence, in particular we obtain a solution of the problem 48 in the Scottish
Book posed by Banach and Magzur.
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