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STUDIA MATHEMATICA, T. XIX. (1960)

Ergodische Funktionale und individueller ergodischer Satz

von

8. GLADYSZ (Wroctaw)

(8, B, m), m(8) =1, sei ein festgesetzter MalBraum und T eine
meBbare nichtgingulire Transformation von 8 in § (es ist also T7'B B,
wenn BeB, und m(T7'B) =0, wenn m(B) = 0). Der Kérper von mef-
baren und 7T-invarianten Mengen soll mit By oder genauer mit By (m)
bezeichnet sein (BeBy wenn BeB und m (T 'B--B) = 0), und der Raum
von linearéen Kombinationen der charakteristischen Funktionen der.Men-
gen aus B mit X (B).

Es ist bekannt, dal man die Voraussetzung der Invarianz des
MafBes in dem individuellen ergodischen Satze weit schwichen kann
[2], [3]. Fiir die individuelle Konvergenz m-fast iiberall (weiter anch m-f.
il. oder [m] bezeichnet) geniigt es z. B., wenn es ein solches K gibt, da8

n—-1

1 -

h:n—ﬁks m(T*B) < Em(B), BeB.
=0

Ebenso, kann man solche Voraussetzungen durch andere ersetzen, z. B.
durch starke Konvergenz der ergodischen Mitteln .
1 n—1 .

fals) = = ' f(I*9)
. =
in L'(m), r =1 [2].

In dieser Arbeit ist die Bedeutung aufgeklirt, welche bei solchen
Sitzen die hier ergodisch genannten Funktionale, besitzen. Die Existenz
eines solchen Funktionals auf IL(m) ist mit der f. ii.-Konvergenz von
fu —f*eL}(m) gleichbedeutend. Daraus folgt sofort, da die individuelle
f. ii.-Konvergenz nicht nur eine Konsequenz der starken, sondern auch
der schwachen und dabei nach einem einzigen Funktionale [-dm ist.
Wie bekannt [2], umgekehrt verursacht die f. ii. -Konvergenz noch nicht
die starke. Es entsteht die Frage ob dann wenigstens die Konvergenz
der Integrale [ fadm folgt. Dann wire Lim J fadm ein natiirliches ergo-
disches Funktional. Beispiel 3 (in 3) zeigt, daB im allgemeinen dies auch
nicht stattfindet.

Studia Mathematica XIX. 12
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Anstatt der Mafe m(T *B), k¥ =0,1,..., ist es hier bequemer
entsprechende ergodische Funktionale auf X(B) zu betrachten. Dem
eben zittierten Falle entspricht das ergodische Funktional

im [fdm, feX(B).
Es ergibt sich, daB die individuelle Konvergenz der ergodischen

Mitteln gleichbedeutend mit der Existenz und Stetigkeit irgendeines
ergodischen Funktionals anf X(B) ist.

1. Jetzt gehen wir zur exakfen Formulierung der Resultate iiber.

X sei ein linearer Raum von meBbaren Funktionen, die modm iden-
tifiziert sind. Bs wird immer vorausgesetzt, daf X(B)C X, wo X(B)
der Raum von linearen Kombinationen der meBbaren charakteristischen
Funktionen ist. Mit X* wird der positive Kegel von nichtnegativen
Funktionen aus X bezeichnet.

Das Funktional p, definiert auf X*, soll ergodisch heifien, wenn es
konvex:

pt-f)y=tp(), =0,

2(f+9) < p(HH+2(9),

monoton :
0<p(f) <p(f+0),
invariant :
p(Zf) =p(f), Tf()=f(T.),
und konservativ:
p(f) = [fam fir feXT(By),

ist.

Es gibt eine strenge Beziehung zwischen der Existenz eines solchen
Funktionals in manchen Funktionalriumen und der Existenz eines
T-invarianten MaBes. Fiir die in der Ergodentheorie wichtigsten Réume
I (m) gilt némlich

Sa1z 1. Ist 1 < < oo, s0 gind I, IT und IV dquivalent und ziehen III
nach sich, dagegen sind fir r = 1 alle vier folgenden Thesen dquivalent:

1. Es ewmistiert auf L' (m) ein ergodisches Funktional.

II. Es existiert auf X+(B) ein ergodisches Funktional p und ein sol-
ches K, daf
1) p(f) < E.|fl}.

III. Bs existiert auf B ein invariantes o- Map p konservativ auf By (*)
und ein solches K, dap

(2) #(B) < K.[m(B)I'",
(1 d.h. p = m auf Byp(m).

BeB.

icm
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IV. Fiir jede feL®(m), s =r, eristiert m-f. ii. lim f, = f*<I*" (m) (2).
Beweis dieses Satzes, wie auch anderer Sitze, ist in 2 gegeben.
Wir machen noch die Bemerkung, daf man in IV im allgemeinen

nicht erwarten kann, dafl f*eL*(m) anstatt in L°(m), wie es Beispiel 1

zeigh. Fbenso, fiir r > 1, ist III nicht mit anderen Thesen fquivalent

(Beispiel 2).

TFiir den Raum der beschrinkten Funktionen L®(m) ist Satz 1 schon

. falsch, da dort immer ein ergodisches Funktional existiert (z. B.

lim f T™fdm), dagegen ist im allgemeinen IV mnicht wahr. Und so in I®
folgt 1V nicht aus I. Aber diese Folgerung besteht, wenn das ergodische
TFFunktional im gewissen Sinne stetig, oder auf einem mehr als L® umfan-
greichem Raume erklért ist.

Das ergodische Funktional p ist m-stetig, wenn

p(fu) =+ 0, Ju b 0 [m3,

Offenbar, wenn das IFunktional p die Bedingung (1) erfiillt, so ist
es m-stetig. :

Ein Z (m) Raum ist ein linearer F-Raum mit der im allgemeinen nicht
homogenen Norm ||.[, dessen Elemente B-meBbare Funktionen identi-
fiziert modm sind. Es wird vorausgesetzt, da X (B)C Z(m), daB |fleZ,
wenn feZ und |||f]]| = |Ifll, daB der Kegel X" von nichtnegativen Funktio-
nen abgeschlossen ist und dal

(3) Ifall = 0,

fir f7L5X+(Q‘3)-

wenn 1 2=f, 40 [m].

Bine Operation ¢, die Z*(m) in den Raum von mefBbaren Funktio-
nen abbildet, heiBt ergodisch, wenn sie konvex, monoton, invariant und
konservativ ist. Dies letzte Dbezeichnet, daB ¢(f)<L*(m), wenn feX*(B)
und daB ¢(f) = f [m], wenn feX*(By).

SATZ 2. Die Thesen 11', 111" und IV" sind dquivalent (3) und folgen
aus I'.

1. Bs ewistiert auf Z+(m) ein ergodisches Funktional oder eine ergo-
dische Operation.

II'. Bs existiert auf X*(B) ein m-sietiges ergodisches Funkiional.

IIT'. Bs existiert anf B ein invariantes und konservatives auf Br
o-Maf u < m.

TV'. Piir jede feL*({m) existiert m-f. . lim f,.

(%) Aus I oder II folgt IV fir jedes s >, dagegen umgokehrt, wenn man

andere Thesen aus IV bekommen will, geniigh es in IV nur s = 7 zu setzen.
(%) DaB ITI’ aus 1V’ folgt, hat C. Ryll-Nardzewski bemerkt.
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9. Beweise. HILFSSATZ 1. Gibt es auf X ein ergodisches Funktional p,
so gibt es auf dem gamzen X ein lineares ergodisches (also positives) Funk-
tional I' mit

(4) - P <plf) fir
Beweis. Das auf dem ganzen X definierte Funktional ¢(f) =

= p(f*) (*) ist offenbar invariant und konvex, was leicht aus der Kon-
vexitit und Monotonitit von p folgt. Da, wegen der Konservativitit,

F(f) = [fam < q(f) aui

go kann man das lineare Funktional F aus X(%T(m)) zam ganzen X
linear fortsetzen, wobei die Invarianz und die Bedingung

F(f) <q(f)

giiltig bleiben ([5], Satz 15). )
Es bleibt nur zu zeigen, daB F(f) >0, wenn f >0, was aus der
Monotonitit von ¢ folgt: fiir f > 0 ist

—F(f) = F(~f) < q(—f) = p(0) = 0.

HiurssATz 2. Ist p, 9m Hilfssatz 1, ein m-stetiges ergodisches Fumk-
tional, so ist u(B) = F(x,) (°) ein invariantes, konservatives (%) o-Map mit

(8) w(B) < plxg)

Beweis. Aus dem Hilfssatz 1 folgt unmittelbar, daB u ein endlich
additives MaB ist, das auBerdem alle verlangte Eigenschaften besitzt.
Es geniigt also zu zeigen, daB u ein s-additives, also stetiges MaB ist,
was sofort aus (4) und aus der Stetigkeit von p folgt.

HIurssATz 3. X sei ein abstrakter Umearer F-Raum ([1], 8.35),
X+ C X ein abgeschlossener positiver Kegel und p ein Funktional ouf X*.
Gilt fir p (auf XT)

(6) plefn) >0,

(M plz+y) Z2p(@) =20,
8o gilt auch

(8) (@) 3 0,

() f+ = f*(s) = max [0, f(s)].
() xp bezeichnet die charakteristische Funktion der Menge B, also gp(s) =1

wenn 8 eB und 0 sonst.
(%) Siehe ().

f=0.

X(%T (m))7

wenn  |zall >0,  @,e XY

icm
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Beweis. Wiire (8) nicht wahr, so giibe es eine solche Folge z, e X ™, daB

c lewll = 0,  wobei  p(2) > a > 0.

Da |jnay e 0, n'=1,2,..., konnte man eine Teilfolge (weiter auch
mit , bezeichnet) mit Y [ns,| < oo finden. Das zieht nach sich die
N=1 [

Konvergenz jeder der Reihen yy = D nw,, N=1,2,..., wobei yyeXT,

da X* abgeschlossen ist. h
p(y,) hat also einen Sinn und dabei ergibt sich, aus (6), p (y:/N) < 0.
Nach (7) und (9) wire aber
N-—-1

1
Py N) =p (”1(7’2 nwn+wN+yN+1/N) =play) =a>0.

Ne=1

Dieser Widerspruch bestétigt (8).

HILFSSATZ 4. p sei ein homogenes Funktional, erklirt auf einem abge-
schlossenen positiven Kegel X+ eines abstrakien Banachschen Rawmes X.
Ist p auch monoton, gilt also fiir p auch (7), so gibt es eine solche Konstante K,
daf

p@) < E.p), z<X*.

Beweis wie iiblich bei solchen Sétzen: im Gegenfalle giibe es eine
Folge z,e X+ mit p(m,) > n|z,ll. Fir y, = @, ||| wire dann yu/n -> 0
und gleichzeitig

P(Ynn) =pa)fn =1,

was bereits mit Hilfssatz 3 im Widerspruch steht.

Beweis des Satzes 1. I - II nach Hilfssatz 4.

II — IIL. Nach (1) ist das Funktional p m-stetig und darom (Hilfs-
satz 2) existiert auf B das verlangte Mafl u, das wegen (5) und (1) die
Ungleichung (2) erfiillt. ;

II - IV. Dag Funktional F des Hilfssatzes 1,
X = X(B), besitzt folgende Eigenschaften:

1° aus (1) und (4): F(|f) <p(f) <E-Ufll;
90 aus der Definition von x (Hilfssatz 2) folgt F(f) = [fdu.
Da aber X (B) dicht ist, gilt die Ungleichung

[ 1fldu < E.\fl,, feI (m),

allgemein. Darum, wenn feL’(m), oder, Was gleichwertig ist, /" eI (m),
50 fre L (p).

definiert auf
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Die Grenze limf, = f* existiert also u-f. . und dabei f*eI*”(u).
Da T eine nichtsingulive Transformation in bezug auf m ist, so ist
B (m)-meBbar. So existiert Lim f, auch m-f. . und f*e L8 (m), weil
m = p auf Byp(m) ist.

IV —T. Wenn feL'(m), so f*e L' (m
ein ergodisches Funktional.

111 — II. Wie vorher, wobei (1), fir » =1, aus (2) folgt.

Beweis des Satzes 2. I’ > II'. Es sei p cin ergodisches Funktional
auf dem abgeschlossenen Kegel Z* (m). Aus Hilfssatz 3 folgt

p(fa) =0, full >0, fueZ*.

Jetzt sei B, DB, D..., (B, = 0. Dann, wegen (3) ist [lxp,I -0,
also auch p(xﬁn) — 0, was die verlangte Stetigkeit von p gibt.

Wenn dagegen auf Z* eine ergod.isehe Operation ¢ erklart ist, so
fiihrt man auf X*(B) ein Funktional p(f) = [¢(f)dm ein, das offenbar
ergodisch ist. Es geniigt zu zeigen, daf p m-stetig 1st

Das Hilfstunktional ¢(f) = f arctge (f)dm ist bereits auf dem gan-
zen Z*+ definiert. Bs ist zwar nicht homogen, aber monoton und erfillt (6).
Hilfssatz 3 ist also anwendbar, woraus die Stetigkeit von ¢ folgt; ge-
nauer, daf

(m) wd p(f) = [fdm ist trivial

wenn

9{fa) > 9, Ifall = O

Daraug folgt die asymptotische Konvergenz ¢(f,) = 0.
Wenn also B, D B,D..., (B, =0, so ist (nach (3)) “xn,,”"’{)
und daher q(%Bn) - 0, wasg schlieBlich lp(XBn)Tx: 0 gibt. Dies und die Mo-

wenn und f, =0

notonitdt von ¢ gibt weiter
?(x5,)
also die m-Stetigkeit von p.
II' — I11' nach Hilfssatz 2.
I — IV’ wie iiblich: aus der Konservativitit folgt, daf limf,,

der sicher w-f. ., auch m-f. . existiert.
IV' — IIT'. Fiir jedes BB existiert die Grenze

= f‘P(xBn)dm” 0:

p(B) == lim g, (B},

n—1
kg
f}leBT

ist. Dieses u, als Grenze von absolut stetigen und c-additiven MaBen
ist auch ein absolut stetiges und os-additives Mafl [4], das offenbar inva-
riant ist.

pn(B) =

e ©

icm
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III" — I’ trivial, weil [fdu alle verlangten Eigenschaften besitzt.

3. Beispiele. 1. In IV (Satz 1) ist im allgemeinen nicht f*e<L®(m),
wenn feL®(m), wie es das folgende Beispiel zeigt.

Es sei § 21{8“ 8, ';'}’ TSory = Sopy  TSop = Sapy; b =1,2,...
und m(Sgp_1) = 27— 272 m(s,,) = 27", Hier besteht By aus Kom-

binationen von Mengen {sy;_,, Sy} und das konservative und inva-

riante MaB ist u(syp_y) = u(8y) = 27%"L. Daher
du 1/2(1—27%%) < 2, wenn s = Sy_;,
= am oki2-1, wenn  § = Sy,
“und [htdm < oo
Ist feL?(m), so gilt
[1fldn = [1fl-hdm < |l [Bll < oo
und feL!(u). Deshalb ist das Funktional p(f) = f fdu, wegen der

Konservativitit von u, ein ergodisches Funktional auf IL2*(m). Nach
Satz 1 sind also I-IV fiir » = 2 erfiillt.

Ist feL?(m), so ist ffeL!(m), s =r = 2, was man auch leicht un-
mittelbar prifen kann, aber nicht unbedingt f*eL*(m), wie es die Funk-
tion
0, wenn
215/2,

fs) = 8§ = Sap—1,

wenn  § = Sy,

zeigh. Fir diese gilt namlich offenbar [fdm = }'2°-27%” < co und
gleichzeitig [f**dm > 32" m (sy.—

2. Wir werden zeigen, daB im Satz 1, fiir » = 2, IIL mlt anderen
Thesen nicht fdquivalent ist.

S und 7 seien wie im Beispiel 1. Das MaB m wird folgendermafien
definiert: m(sy_,) = 27°— m(sy) = 2%, so daB wie vorher
w(8) = 27F71) wenn s = sy, oder Su.

Offenbar gilt w(B) < [m(B)]* und so ist die Bedingung III im
Satz 1 fiir » = 2 erfiillt. Dagegen ist IV nicht erfiillt, da es eine Funktion
feI*(m) gibs, fir die f*¢L'(m). Bine solche is z. B.

[

Dann hat die Grenzfunktion die Gestalt i (s) = 2%k fiir 8 = Sap_14 Sor
und es gilt
R ok—1

ff*.m; =

1) = oo,

—2k
2,

wenn 8§ = Sy_1,

wenn - § == 8yy.

.

(8ar—1) = oo,
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3. Ts wird das Beispiel einer Transformation 7' gezeigt, filr welche:
1° Tfell(m), wenn feL'(m), 2° die Grenze f* = limf, existiert iiberal%
fir jede endhche Funktion, f und 3° f*eLt(m), wenn fe L'(m) und dabei
Beispiel einer Funktion feL*(m) mit [T fdm — oo.

Es sei S eine abzéhlbare Menge verteilt auf Untermengen §,,

n=1,2,..., jede mit 2"-+n-+1 Punkten s,;, sna; ... mit den Malen
=R ED wenn k< m,
M) =) g sonst.

Bs ist m(S,) J'm(8,) = 1. Die

n

= %:m(sn’k) = 27" go daB m(8) =

Transformation 7 werde folgendermaBen definiert:

wenn 1<k<2%+n,

+n-1.

Ts,; = ‘Sn,kHy
7, -

Sn1s wenn ko= 2"

Die invarianten Mengen sind Kombinationen von §, und das inva-
riante und konservative MaB u ist leicht zu zeigen, nimlich

p(snp) = m(8) /2" +n+1=27"2"+n1.
Fiir jeden Punkt gilt

/‘(sn,k)/m(sn,k) < N(Sn,k)/m(sn,n) <2
und darum auch allgemein ux(B) < 2m(B).

Daraus folgt sofort f*¢L'(m), wenn feL'(m). Denn aus der Kon-
servativitit folgt feLl(w) und daher [f*dm = [f*du = [fdu < oo.
Weiter, da, (T 8y 1) < 2m(84z); 8O a,llgemein m(T™'B) < 2m(B) und
TfeL*(m) zusammen mit f.

Die folgende Funktion gibt das verlangte Beispiel:

n.2"

0 sonst.

WeNN  § = 8y,

f(s) =

Offenbar ist feLl(m), aber gleichzeitig
fT"'lfclm = n2"m(s,,) = nl4,

da T"'s,, gleich s,, ist.
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