Sur un probléme des forces et des moments exercés sur
un obstacle par un fluide visqueux compressible

(Complément aux mémoires précédents)

par

A. KRZYWICKT (Wroclaw)

Le probléme des forces exercées sur un obstacle par un fluide visquenx
compressible, dans le cas du mouvement plan et du mouvement spatial,
a été déja considéré dans les travaux préeédents [1]-[3]. J’y ai admis
que le fluide remplit tout le plan (ou l'espace) & Pextérienr de I'obstacle.
Je me suis borné 4 un mouvement bien particulier de I'obstacle, le mouve-
ment rectiligne de translation uniforme. Le but de cette note est le sui-
vant: extension des formules obtenues dans les travaux citiés & un mou-
vement quelconque de translation de l’obstacle, et, en particulier, & un
mouvement quelconque de rotation; démonstrations des formules sur le
moment des forces dans le cas du mouvement plan et, finalement, démon-
stration d’une formule relative & une composante du moment des forces
dans le cas du mouvement de rotation spatial. L’hypothése principale
sur la vitesse du fluide & Linfini, de méme que dans les fravaux cités, est
la suivante: D’énergie cinétique du fluide est finie. Dans la 1% partie je
m’occupe du mouvement plan, dans la II¥®¢ — jétudie le mouvement
spatial.

I. Mouvement plan. Nous considérons le mouvement plan d'un
fluide visqueux compressible remplissant tout le plan & Pextéricur dune
courbe fermée, bornée 8 qui est animée d’un mouvement quelconque
sans se déformer. Soit XY un systéme rectangulaire lié & la courbe S,
paralléle & un systéme immobile X*Y™; 'axe X goit dirigé suivant le veo-
teur %, de la vitesse instantanée de Porigine 0 du systdme X ¥, Le mouve-
ment de la courbe 8 est défini par les fonctions wy(t), v,(t) — les compo-
santes de @, par rapport & X"Y* — et w(t); w(f) désigne la vitesse angu-
laire instantanée de rotation de §. Nous admettons que la courbs § admet
partout une tangente continue et que les fonctions u,(f) et w(f) ont tine
dérivée continue. Etant donné que nos considérations concernent un
instant fixé ¢, nous écrirons bridvement: u,, » (au Leu de o (t), w(t)).
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Soient: %(», ¥, 1) le vecteur de la vitesse absolue du fluide & Pinstant
¢ an point (w,y),w,y désignent les coordomndes dans X¥; u(z,y,?)
et v(2, y, ) les composantes de la vitesse par rapport au systéme immobile
X'Y"; %,(x,y,1) le vecteur de la vitesse d’entrainement, @(f) — le vee-
teur de la vitesse angulaire; F(z, y, ) — le vecteur des forces extérieures;
p(z,Y,%) e o(z,y,t) — la pression respectivement la densité du fluide,
u et v — les coefficients de viscosité du fluide. En utilisant le symbole
et en posant @ = diva, les équations du mouvement et Péquation de con-
tinnité prendront la forme suivante:

o _
g{—% +[(ﬁ—m)71ﬁ+mxn} = oF—Vp-+wWO+udi,

8o .o
¥ +div[(#—u,)e] = 0.

Nous admettons qu'a I'instant ¢ les hypothéses suivantes sont satis-
faites:

(I) le fluide adhére & la courbe S; on aura done en chaque point de cette
courbe U = U, = Ug—ayY, V = U = WT;
(IL) Vénergie cinétigue du mouvement du fluide est finie:

(2) B =—;—ff 0@ do < o0,

Vintégration étant étendue & tout le plan & Vexiériewr de la courbe S;

(III) <l existe une suiie a, de nombres positifs, indéfiniment croissante, et
un nombre positif C tels que
2z 8ap 2n 8ay
[ dg: f ordr < Cal, f dyp f o Yrdr < 0L,
0 ap 0 an

7 et @ désignant les coordonnées polaires par rapport au systéme XY ;
(IV) les fonctions 4, v, p, o €t leurs dérivées qui figurent dans (1) sont
continues. '

THBEOREME 1. 87 & Pinstant ¢ les conditions (I)-(IV) sont remplies et la
courbe S se déplace d'un mouvement instantané de translation, cest-a-dire
o =0, les composantes de la force exercée sur S par le fluide s’expriment
par les formules '

fr(d dlony)
(8) P.=—lim [ | f {__(;_tﬂ —glﬂx}du+rnxf {%‘L) —gli’q,}sinqods],

Hy,

n Tn
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(4) Py, = —lim [ff{ [‘)(agt'v) —ng}da—r; f{a(g:“’) ——QF,,,} eosq)ds],
Ky

N—>00
Hy,

l
n n

odl 1, et 1y, désignent des suites convenablement choisies, indéfiniment croissan-
tes, & termes positifs, H, — la région contenue ewtre la courbe § et le
cercle K,, de rayon 1, 6l de centre & Vorigine du systéme XY; uy, ef u, —
les composantes radiale resp. transversale de la vitesse absolue du fluide; il
en est de méme pour F, et F,.

La démonstration des formules (3) et (4), oit I'on admet F = 0, est
identique 4 celle du premier théoréme du travail [1]; en tenant compte
des forces extérieures il convient de procéder & une légdre modification.

1l en est de méme pour le théoréme démontré dans la 2°™° partie du
travail [1], qui prendra maintenant la forme suivante:

THEOREME 2. 8i & Vinstant ¢t les conditions (I)-(IV) sont satisfaites,
o =0 et de plus

(V) le fluide est homogéne et Téquation caractéristique est de la forme
¢ = const p* (0 <1< 1),

(VI) les fonctions w,, p et © sont bornées,

il existe une suite 7, indéfiniment crowssante de mombres positifs telle que

. Jem, p 0o ° .
(6)  wpPy= -'lb1_l)g[—-a— +D,.+7\! = du—[[} o(uFy--oT,) do—
Tn

d{pu.
—ug(k—1)7, f{—(g-t%l —-Q.F,p}Sin(])dS],
E,,

o= [T B3] o

1
E,.::-é-ffgﬁzda; k =——1 .
o 1-—2

n

Des démonstrations analogues & celles des théorémes précédents
ne s’f,mpph'quent pas dans le cas o #0; néanmoing, dans ce cas, on peut
déduire une formule pour le moment M des forces exercées sur la courbe
8 par rapport au centre instantané de rotation de §; dans ce but, plagons
Porigine du systéme mobile XY & ce centro. ’

T@o@m 3. 8i & Vinstant t les conditions (M)-(IV) du théoréme 1.
s:mt sam.sfmtes et le mouvement de la courbe 8 nest pas une translation
cest--dire 0, le moment M Sexprime par la formule ,
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8 (ouy) }
6 = —2uwa—lim ra——>=L——oF tdo
(6) (ad . EJ;. ”f { ot QL g0,

ot o désigne Daire du domaine intérieur & S et 7, est une suite convenable-
ment choisie, indéfiniment croissante, de nombres positifs.
Démonstration. Formons les produits scalaires des deux membres
de 1'équation du mouvement (1) par le vecteur (—y, 2), ajoutons ’équa-
tion obtenue & Péquation de continuité multipliée par av—yu = ru, eb
intégrons la somme obtenue sur H,. Or, nous avons l'identité évidente
4 a{ ov 0 ( av\ dv
o= 35 5a) 3 () 5w
et de méme pour 'expression yAdu; en tenant compte de ces identités et
en appliquant plusieurs fois la formule de Green, nous obtenons la re-
lation
0(ov,)

£ f r—tdo— Kf olav—yu){(u—ug) ng+(0 —r5) my} ds

) v ou
M = £ [ reF,io+ Kf <p—we>><mrm)d8“gf (””a—%)‘“*

du  Ov ov  Ou
—[—,ul;f(d—yﬂ—-b—gg)da—[!(p—v@)(mn,,—ywx)ds——y.sf (mb-a—y%)ds],

ng et m, désignant les cosinus directeurs de la normale intérieure de la
courbe § ou bien de K,. Remarquons que le dernier terme, entre parenthé-
ses, du second membre de la formule (7) est égal au moment M des forces
exercées sur . Or, on a sur le cercle K,: any,—yn, = 0 eb u n,+v.n, = 0,
car w, = —wy, ¥ = wr. En utilisant enfin I'identité

ff (?—QL —ﬁ)dc = —206+ f(vnm—un,,)ds,
o oy Oz 2
nous pouvons écrire la relation (7) comme il suit:

AN

M42pwat f f r{ z ——-gF,,}da — A()+B(),
B,

ol
A(r) = fg(m—yu)(m;ﬁ—vn,,)ds-{—y f('mzx—wn,,)ds,

3

K,
v ou
£,
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Des hypothéses (II) et (III) on déduit les relations suivantes:

Say day, 2a
im — [ A(r)dr =0, lim = [ [ B(r)drde =0,
n—soo Uy, n o0 Op g o
d’olt )
1 dan % alou
lim Zf f [Ilf—k%uwa-}—ff 1»{—(%2—-9&}@]0@*(1(1 = 0.
N—>00 a“uu o gom at

Nous constatons alors quil existe une suite 7, telle que

Clim []lz'+2ﬂcua,+ff 7»{9(—97%'2—91.!’9,}(10] = (.
N300 ) 0t

Le théoréme 3 est ainsi démontré.

11 est possible de déduire une autre formule, semblable & la formule
(8), pour le moment des forces. Dans ce but, nous supposons w =0 et
nous plagons I'origine O du systéme XY au centre instantané de rotation
de la courbe §.

TokoRBME 4. 87 & Vinstant t les conditions (I)-(VI) des théorémes
L1 el 2 sont satisfaites ef w 5 0, 11 ewiste une suite v, indéfiniment eroissante
de mombres positifs telle que

: . [9oE frp 0 e
8) oM = —ﬂg[ﬁw),ﬁklff i}ﬁ%dc—}j g(qu—}—va)da].
s ,,

La démonstration est analogue & celle du {théoréme 2.

En ce qui concerne le moment des forces, remarquons que celui-ci
dépend essentiellement de 1'état initial de la vitesse du fluide. On peut
le constater aisément par un simple exemple: soit un cercle immobile
dans un fluide visqueux incompressible, la vitesse radiale du fluide étant
égale & zéro. Les considérations sur Péquation de la chaleur montrent
qu’il est possible de choisir les conditions initiales de telle manidre qu’a
Pépoque ¢ = 0 le moment des forces exercées sur le cercle immobile goit
égal & zéro, et que, & une époque postérieure, il soit différent de zéro
Pénergie cinétique du mouvement étant toujouss bornéde. ’

II. Mouvement spatial. Nous considérons Ie mouvement spatial
d'un fluide visqueux compressible remplissant tout espace & lextérieur
de la surface X, qui est animée d’un mouvement quelcoﬁque sans se dé-
former. Soit X¥Z un systéme rectangulaire de coordonndes 1ié & la surface
2, axe Z étant axe instantané de rotation et de glissement de X. Le mou-
vement instantané de la gurface X est défini par 1

\ : a vitesse angulaire
ingtantanée w(t) et la vitesse instantande wo ()

de tranglation suivant
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1’ axe Z. Nous admettons que la surface X admet une normale continue
et que les fonctions w(t) eb w,(f) ont une dérivée continue.

Soient #(z,y,%,t) le vecteur de la vitesse absolue du fluide,
W, (%, 9, 2, 1) — le vecieur de la vitesse d’entrainement, w(?) — le vecteur
de la vitesse angulaire de rotation. Soit @ = div#; alors les équations
du mouvement et Péquation de continuité ont la forme (1).

Dans la suite, nous admettrons les hypothéses suivantes concernant
le mouvement du fluide & l'instant ¢:

(I le fluide adhére & la surface X; on a done sur X
U=y = —@Y, V=D = 0B, W =W, =W}
(IT')  Dénergie cinélique du mouvement du fluide est finie,
1 oy oA s
E=-2~L|J‘J Ut dw < 400,
X5
olt Xy désigne tout l'espace & 'extérienr de 2
(II1') il existe une constante O telle que
(9) [f[edw <0 ][ dw,
ny x
(10 [f[etaw < ¢ [ffaw,
Ty T
pour chaque domaine m contenant X mr désigne la, portion .de 7
extérieure & = (dans la suite je me borne au cas oL  est un cylindre
d’aze Z, symétrique par rapport an plan XY, sa hauteur étant
égale au double carré de son rayon);

(TV')  les fonctiens u, v, w, p, ¢ sonb continues, ainsi que toutes leurs
dérivées partielles, qui figurent dans les équations du mouvement
et dans Péquation de continuité;

(V') il existe une constante ¢” > 0 ielle que

[[] le—e"|dw<+o0;
4
(VI’) la densité ¢ est bornée;

(VII') le fiuide est homogéne, dp[do est une fonction bornée pour
¢ bornée, Péquation caractéristique du fluide ayant lfa, forme
p =p(e,t) (ce qui exclut le cas d'un fluide incompressible), i
Alors, de méme gue dans le cas du mouvement plan, nous avons les
théorémes suivants, généralisant ceux des travaux [2], [3]:
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THEOREME 5. 87 & Vinstant t les conditions (I')-(IV') sont satisfaites
et le mowvement de X est une translation, c’est-d-dire w = 0, les composan-
tes P, et Py de la force ewercée sur X' par le fluide, sexpriment par les formu-
les suivantes: ‘

. d(ou) g A (ov
e 2o [P sl [ P anne],
2y Iy
_ (ev) ([ [Pl
Vi [ LI
n” r):

m‘t' £, désigne une suite de domaines, contenus entre = et los surfaces cylin-
dmgues Py, augmentant indéfiniment de maniére que 0 < ¥k < 72 [Py < K 7
désigne le rayon, h, — la hauteur de &,, % et K — des oonsicmtesn I ——’~ l;
surface latérale de @,, u,, u, et u, = w désignent les composantes’ cy'llindri-
ques de la vitesse du fluide par rapport au systéme XYZ. La surface cylin-
drique @, d'oze Z est symétrique par rapport au plan XY. '

- THEOREME 6. 87 & Pinstant t les conditions (I'y-(VIX'), excepté o con-
dzmon. (9),_ sont satisfaites, alors dans le cos d'un mouve;nem guelcon/qua
de X' il existe une suite B, de surfaces cylindriques telle que la composanie
Py de la force exercée sur X par le fluide s'ewprime par la formule

“ e

Les démonstrations des théordmes 5 et 6 sont complétement analo-

gues & celles du théoréme établi dans [2] et d :
3] rospectivomont [2] 1 théoréme I énoncé dans

Remarque. 8i les hypothéses (I’) (VIT) i
- sont remplies, les f -
les (11) et (12) du théoréme 5 prendront la forme sm'vgnte: o

. 0(ou)
P, = —lim — . (v
) Mfif{ ot QF:D} dw’ Py = mnh—)oom .[ .f f {_(—(%Q-QFM} .
A

THEOREME 7. 8i & Vinstant t 1 it '
: . es conditions (1 ! !
et (VIT') sont satisfaites et de plus: (£ €5, 17, W
gsfbo.i ex<C ¢ e.t ¢ défv?gnem des constantes, la vitesse @ du fluide
o ornée, les fonctions r~*grad ¢ et v sont borndes dans le domaine
By By <7 < 00, —co <2< Foo (R L it
o H y oo (R, est une constante positive, r,
o g’:um ¢s coordonnées eylindriques par rapport & XYZ ), les
——oozzwz z< _gzra,d%, 00/02 et 2720 somt borndes dans le domo’nmg
N T4y 4y <2< o0 (Z, — constante positive) et

a(ow)
0

T QF,} dw.
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o 1 6 0 2
[ o< o
7\ 02
g,
alors il ewiste une suite de surfaces cylindrigues @, (dont 4l est question dans

le théoréme 6) telle que

o Dyt | f [ Py 2o

e[ o],

Dans cette formule M, désigne le moment des forces exercées sur x
par rapport & Paxe Z;

oo LT T e, 5= 3o

oy

(14) oM, +w,P, = —lim[
N—r00

P(p) = fd_py

e
p*
Bien que le terme M, apparaisse dans la formule (14), la démonstra-
tion est complétement analogue & celle du théoréme II du travail [3].
On peut modifier les hyrothéses du théordme 7 (voir les théorémes IT’
ot II” du travail [3]) et aussi affaiblir les hypothéses du présent travail,
comme nous l'avons fait dans les travaux [1]-[3].

p‘ = p(9‘7 1), Ugy = UNg+VNy WM.
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