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zero. Put £,(2) = [[t,2(/|ts]* for » =1, 2,... The functionals £, satisfy
the assumptions of 6. Thus there exists a constant @ such that £,(z) < @
for w6 X (0,1). The continuity of the norm || || implies [ftz|/[t|* < @ for
real t and for ze K (0,1). Let ¢ be an arbitrary positive number. We choose
a number 7 > 0 such that G < v%. There exists a 6 > 0 such that ||| < 6
implies |rz]| < 1. Consequently, the inequality [ffzx|/|t|* << G is satisfied.
Hence |jz|| < & implies |ju]|* < e.
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Probléme de l’analyticité par rapport & un opérateur linéaire*
por’
M. NICOLESCU (Bucarest)

1. Définitions et premier axiome. Cas intermédiaires. Ce qui suit
constitue un schéma général abstrait de plusieurs résultats obtenus par
Tauteur dans la théorie des fonctions polyharmoniques, ou dans la théorie
de I'opérateur hyperbolique itéré ou encore dans la théorie des fonections
polycaloriques.

Le probléme de l'analyticité a été posé d’une maniére concréte dans
une communication récente au ITI® Congrés Unional des Mathématiciens
Sovietiques [6].

Le cadre le plus convenable, au schénia proposé me parait étre une
algébre normée, par exemple une algébre de Banach, possédant un
élément unitaire. D’ailleurs, dans les deux premiers §, les résultats
sont valables pour une algébre quelconque.

Soit, done, 93 une algtbre commutative & élément unitaire ¢. Nous
utiliserons au cours de ce travail des opérateurs linéaires A, B, ..., L, ...,
c’est-a-dire additifs et homogénes sur le corps K des nombres complexes.

Pour un opérateur linéaire quelconque A, nous poserons A° = e,
A'=4,4"=4(4"Y,n=1,2,3,....

Avec cela, la signification d’une opération telle que A™B"... L” est
claire.

A tout opérateur linéaire 4 nous attacherons l'opérateur bilinéaire
B, défini par 1égalité
@ B(z,y) = A(wy)—2dy—ydz,
olt xe, ye-B3. Manifestement, B(z, y) = B(¥, ).

11 peut arriver que I’on ait B(x, ¥) = @, quels que soient les éléments
x, 4. Alors A s’appelle un opérateur de dérivation, ou plus simplement une
dérivée algébrique de I'élément auquel il g’applique [1]. Nous laisserons
de coté ce cas, qui a été amplement étudié?) récemment.

Dans la suite nous considérerons un opérateur A linéaire, pour lequel
sont vérifides certaines conditions.

* Les résultats de ce Mémoire ont été présentés au Congrds des Mathématbi-

ciens Autrichiens, Vienne, 17-22 septembre 1956.
1) On consultera, & ce propos, avec profit le Mémoire [1] de M. J. Mikusifslki.
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La premiére en est:
1,. Quel que soit yeW, Véquation Az =y a au moins une solution .
De cette condition il résulte tout de suite que Uéquation A"z =y
a une solution quel que soit ye93 et quel que soit le nombre naturel n.
De méme, 1'équation Az = ¢ a au moins une solution. Nous allons
en choisir une, une fois pour toutes, que nous d signerons dans la suite
par {. Ainsi done, At = e. Nous sterons', encore,

B(z,t) = B(t, ) = Bs.

nn ée peut que l'on ait Bx = @, quel que
exemple, 'algébre des fonctions indéfiniment
variables u, v et posons

soit . Considérons, par
différentiables de deux

Px Oz
Ao =57 %
Ici
oz Jy
Blayy) = +250 50

Si I'on prend ¢t = —v (on a bien At = 1), on obtient B(z,?) =0
quel qué soit z.

Le cas mis en évidence ici est, en quelque sorte, intermédiaire entre
le cas de V'opérateur de dérivation, cas ol B(x,y) = @ quels que soient
zeV, yeW et le cas général.

Nous appellerons opérateur parabolique simple tout opérateur A
pour lequel B(x,t) = @ quel que soit #¢93. Nous donnerons ici quelques
propriétés de 'opérateur parabolique simple:

TetorEME I. A étant un opérateur paraboligue simple, on a Dimpli-
cation suivante: 5

A" = @) > (A"t = Q)  powr n=1,2,...

En effet, de (1) on tive Atx = tAx-+z. Par récurrence, on établit,
pour tout » naturel, la relation

(2) A"tz = tA" w4 (n+1) A",
d’ou la thése du théordme.

TmtorBME I1. 4 toute solution w de Véguation A" = @ on peut faire
correspondre n éléments de B, By, ,, ..., w,_;, solutions de Végquation Aw; = @
1=0,1,2,...,n—1, et telles que Von ait
3) T = @y ttw +w,+. . 1,

Démonstration. De Atr = iAo+ on déduit facilement, par
récurrence, A (I"z) = ™Ax-+-mi™ .
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En appliquant aux deux membres Popérateur 4 et en tenant compte
de la relation méme, on obtient

AXt"r) = t“’A%+.;?mi’"“111w+m(m~1)tm'2m,
ce que 'on peut écrire symboliquement
A"r) = (" A4)g,

en ayant soin de considérer, dans le résultat du développement, les expo-
sants comme symboles de dérivation ordinaire pour ¢ et comme rang
d’itération pour 4 et en prenant, en conséquence, (™) = ™, 4’z = .
Cela suggére la formule suivante:

(4) AN"p) = (" +4) ™,

dont la justesse est confirmée aisément par récurrence. Sous forme dé-
veloppée

4y  A™Mt"z) = t"A 2+ Cimt" A e Oom (m—1) " 24 4L

Cela étant, supposons le théoréme établi pour le nombre naturel
n—1; nous allons montrer qu’il est vrai pour le nombre n. Soit # une so-
lution de I'équation A™r = @. Montrons que I’on peut déterminer un élé-
ment x,_,e3, vérifiant I'équation 4z, , =@ et tel, en outre, que I’on ait

(5 A" Yz —tg, ) = O.
En appliquant la formule (4'), la relation précédente devient

AV —(n—1),_, = @,
d’olr
1 -1

= Z.

(n—1)!

Lp_1

Posons z—1""'z, ,=y. On a, d’aprés (5), 4™ 'y = @, done, d’aprés
I’hypothése faite, il existe n—1 éléments de 93, ®g,%y,...,2,_,, vérifiant

" léquation Aw; =@, i =0,1,...,n—2, et tels que I'on ait

¥ = gm0+ . T, s,
d’out
@ = B+ Fry ..
Remarque. Dans le cas particulier considéré plus haut, on ob-
tient le développement d’une solution de I'équation itérée de la chaleur,

suivant des solutions de ’équation simple de la chaleur. Nous avons donné
ce développement et en avons fait des applications dans le Mémoire [4].
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2. Cas général. Dans le cas général, on n'a plus Bz = @ et les théo-
rémes I et II du § précédent ne sont plus généralement valables.

Cependant ils restent valables, comme nous allons le voir, si I'on
assujetit 'opérateur 4, en dehors de la condition I;, aux conditions
suivantes:

I,. Pour tout n naturel, on a Pimplication
(A"r = @) > (A"Bx = 0).

I,. A tout éément xe'l), vérifiant Déquation A'w = @, correspond
un élément yeCB, vérifiant Péquation A"y = @ et tel que A (x—1ty) = O.

Remarquons, tout d’abord, que dans le cas général la formule (2)
doit é&tre remplacée par la suivante:

(6) A"V ig) = tA" 4 (n4-1) A"+ Y A¥BA™ .
k=0

En effet, de Atz = tAx+2+Bx, on déduit
Atw) = A (tAw)+Ax-+ABy = tA*s1-242-+Bds+ABs.

La formule est done vérifide pour # = 1. 11 suffit de la, supposer vraie
pour le nombre naturel » et d’appliquer encore une fois Iopérateur 4.

De 1a formule (6) et de I'axiome I, on déduit le

TaEOREME III. Pour tout nombre naturel n, on a Uimplication suivante:

(A" = @) > (A" g = ).

En effet, supposons le théoréme établi pour tout nombre naturel
inférieur & . et considérons une solution » de ’équation A" = @. Po-
sons, pour tout k< n, A" *z =y,. Comme A" = A¥A™ "), il en 1é-
sulte que 1’élément y;, vérifie 'équation A%y, = @, donc, en vertu de I,,
on aura aussi 4By, = @. Cela étant, la formule (6) devient, en tenant
compte des remarques faites, A"*!(iz) = BA"2 = @, ¢. q. . d.

THEOREME IV. A toute solution x de I'dquation A"w =@ on peut
faire correspondre n éléments de B, @y, @y, ..., B,_y, vérifiant Véquation
Az =0, 4 =0,1,...,n—1, et tels que Uon ait

o = L4ty Py . A,

Démonstration. On procédera toujours par induetion. Suppo-
sons le théordme vrai pour le nombre naturel n—1. D’aprés Vaxiome
I;, il existe un élément y, solution de A™ 'y = @ et tel que, en posant
B—1ty = %, on ait Aw, = @. Or, par hypothése, il existe n—1 &léments
de P, soient 2, x,, ..., 2, _,, vérifiant I'équation Az; = @ et tels que

= @+t .+,
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On en déduit
& = ByHtw, w1,

3. Deuxiéme axiome. Aux axiomes des §1 et § 2 nous ajouterons
le suivant:

IL I existe au moins une algébre 9, disjointe de )3, avec la propriété
swivante:

11 existe une application linéaire £ de “B sur 93, telle que la restriction
de £ & Vensemble des solutions de Az = y ait, pour tout x' eV, une inverse
Aly; ') continue.

Posons A(@;x') = Ta' = . On a, évidemment, Az, = @. Il en
résulte que si ¢ vérifie équation Az =1y, il en sera de méme de 2° =2 —x,.

Déterminons #" par la condition d’stre amené en @ par Iapplica-
tion £; on auwra z° = A(y; @), dot » = A(y; @)+A(D;2). T en 1é-
sulte Lo = LA(y; O)+.LA(G;2') = ', done = = A(y; 2') et par consé-
quent

(7 Aly; o) = Ay; O)+A(D; &)

Cette relation nous sera utile dans la suite.

Remarquons aussi que, par hypothése, A(@;x’) = T»" est continu;
comme c’est manifestement un opérateur linéaire, il en résulte qu’il est
borné.

Nous poserons, pour simplifier, A(y; @) = Ay.

Nous allons donner quelques exemples oll 'axiome IT est vérifié.

Premier exemple. Considérons, comme algébre <3 l’ensemble
des fonctions de n variables, indéfiniment différentiables dans un domaine
borné R, pour lequel le probléme de Dirichlet, avec des données conti-
nues sur la frontiére de R, a une solution. Comme algébre )3 nous pren-
drons I’ensemble des fonctions continues définies sur FrR. Comme opé-
rateur A, nous prendrons le laplacien 4. Si PeIntR et QeFrR, I'appli-
cation 2 est définie par la relation

lima(P) =2'(Q) (e, v eW).

PsQ

Nous écrirons, simplement, «' = L. La restriction de .2 aux fonctions
harmoniques dans R a bien une inverse (linéaire et bornée), puisque le
probléme de Dirichlet a une solution unique pour K.

C’est Vapplication » = T’

De méme, la restriction de .2 aux solutions de I’équation Az =y
a une inverse, qui §’exprimera, avec nos notations, par la formule z = Ay +
4+Tw', o Ay est la solution de I'équation précédente, nulle sur FrE.
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En prenant ¢ = ﬁj, ou P, est un point fixe de E, le théoréme IV
devient le développement bien connu d’Almansi pour les fonctions po-
lyharmoniques.

Second exemple. Considérons, dans le plan des variables indé-
pendantes u,v, le domaine R limité entre deux droites v = vy, v = J
et entre deux arcs de courbe u = y,(v), % = y,(v) (¥, < ), pour le-
quel le premier probléme fondamental concernant I’équation de la cha-
leur a une solution. .

Nous poserons - -

o 0
=57 T 5 =

L’algébre <" sera constituée par I'ensemble des fonctions continues
définies sur la frontiére latérale et inférieure de R, que nous désignerons,
cefite fois-ci, par FrR. I’application .2 est constituée par le passage & la
limite lorsqu’un point de IntR tend vers un point de FrR. La restriction
de £ aux fonctions ,,caloriques’ définies dans R a bien une inverse (k-
néaire et bornée), puisque nous avons supposé le premier probléme fon-
damental résoluble. C'est cette inverse qui est I'application désignée par
xr = Tr'

De méme, la restriction de .2 aux solutions de &2 =y a une inverge
A(y;#’) qui sexprime toujours par la formule z — Ay~+Tx', ot cette
fois-ci Ay est la solution de I'équation précédente, nulle sur FrR, avec
la signification que nous avons donné 3 cette notion.

En prenant ¢ = v, le théoréme II donne un développement, récem-
ment publié [4] des fonctions polyealoriques. ‘

Troisiéme exemple. Considérons, toujours dans le plan (u, ),
un rectangle R ayant les cotés paralléles aux axes. Soit (%9, ¥y} UN point
intérieur de ce rectange. (Yest ensemble des portions des droites % = u,,
v =m, contenues dans R, qui sera désigné, cette fois-ci, par FrR. Le
reste des points de R sera désigné par IntR. En conservant 3 Talgébre
‘B les définitions données dans les deux exemples précédents, et en pre-
nant pour ¥ l'ensemble des fonctions indéfiniment dérivables, définies
sur les droites u = u,, v = v,, nous poserons ici

11 est bien connu que équation Dz = ¥ & une solution unique, pre-
nant des valeurs données continues sur les droites 4 — Uy, 0 = 7y. Cela
veut dire, dans notre terminologie, que la restriction de £ aux solutions
de I’équation précédente a une inverse. La théorie bien connue de cette
équation nous fait voir que cette inverse est bornée.
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En prenant ¢ = (u—u,)(v—mn,), le théoréme IV fournit un dévelop-
pement connu [3] des psendopolynémes hyperboliques.
L’axiome II conduit & quelques résultats importants:

THEOREME V. L'équation A"t =y a une solution = et une seule,

telle que les éléments x, Aw, ..., A" 'z viennent, par Vapplication £, en O.
Cetie solution est donnée par la formule £ = A™y.
Démonstration. La proposition est vraie pour n =1 et la so-

lution du probléme dans ce cas est 2 = Ay (axiome II). Supposons donc
la proposition vraie pour n—1. Nous écrirons équation données comme
A(A™'p) =y, Qo A" ' = Ay, dody, enfin, & = A (Ay) = A"y.
THEOREME VI. L'équation A"z =1y a une solution et une seule, telle
que Vapplication £ améne les points ©, Az, ..., A" 'z respectivement en n
points arbitraires de 3': @y, w1, ..., Tpy_y.
Démonstration. Il suffit d’écrive le systéme suivant:

Az = @y, Awl=$2, sy Az =y,

équivalent & ’équation donnée, et d’appliquer successivement, de droite
vers la gauche, & chaque équation de ce systéme, I’axiome II et la for-
mule (7). On trouve finalement 1’élément

(8)

qui remplit les coﬁditions de V’énoncé; cella établit le théoréme.
Considérons, maintenant, un systéme de = suites d’éléments de 95’

& = Tog+ATw+.. A" Ty, 4+ A%,

{wei), k=0,1,..,0—1;i=1,2,3,..,

convergeant; (fortement) vers [z}, £k =0,1,...,n—1.

Soit encore x; la’ solution de l'équation Ax; =y telle que
Papplication 2 raméne les points x;, A%, ..., A" '»; respectivement en
w(ll,m‘) w;,i: vy x;t—l,'i-

Avec ces notations, nous pouvons énoncer le

TuRoREME VIL. 8¢ x est solution de Uéquation Aw =y, telle que
Papplication L améne les points x, Aw, ..., A" 'z respectivement en
By Bry ooey @n_y, alors les m suites {w}, {Awg), ..., (4" '@} convergent
(fortement) vers les limites respectives z, Az, ..., A

Démonstration. En effet, d’apreés la formule (8) on a

1y = Ty o+ ATT) 4+ A+ A" Ty i+ A"y
et, en général, pour k& < u,
Abp, = Tay, -+ ATy 1 5+ - .—}—A”‘k”ll‘m;_l’i-k/l"‘ky.
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De méme,
AFp = Toy+ ATy + .. A A Ty + A"y,
d’oit
A* 25— ARy < | Tah— T, |+ ... A" * " Tagy_ — A" Ty,

par conséquent
lim [|4¥s— AP = 0.
1—>00
TEEOREME VIIL. A tout dlément xe<3 et & tout nombre naturel n, on
peut faire correspondre n ElEMents Wy, By, ..., Ty S0lutions de Uéquation
Au = O, U = By, By, .o.y Ty, telles que Von ail

(9) Cop = mo+tx1+fw2+...+t"~"w”_1+/1"(A‘”m)._

Démonstration. Désignons par «la solution de I’équation 4™u = @,
telle que P'application .2 raméne les éléments u, Au, ..., 4™ 'u respecti-
vement en .2z, L4z, ..., LA™ 'z. Un tel élément existe, par suite du thé-
oréme VL.

L'élément #* = z—u vérifie Péquation A"z* =y, avee y = A"z,
et il est ramené, aveec Az*, A%",..., A"’
théoréme V, 5* = A", c'est-d-dire 2* = A"(4" ).

11 suffit d’appliquer ensuite le théoréme II (resp. IV) & I'élément u.

Remarque. Le terme 7, = A™(A"r) pourrait s’appeler le reste du
développement (9). Si A™ = @, on retrouve, bien entendu, le développe-
ment du théoréme II (resp. IV).

4. Dernier axiome. Si |r,| -0 pour n — oo, le développement
(9) devient

T = Byt 1y Pyt T,

ol tous les éléments @y, %y, ..., ¥y, ... sont des solutions de l'équation
Au =0, % = ®, ®,, ... Nous dirons, dans ces conditions, que 1’élément
x est analytique par rapport a l'opérateur 4.

Aux axiomes I et II nous ajouterons maintenant un dernier axiome,
qui semble devoir jouer un réle essentiel dans le probléme de I’analyticité
telle que nous venons de la définir:

III. On a |4 < 1.

Grace & cet axiome, nous pourrons énoncer un critére général d’ana-
lyticité:

THEORBME IX. 8i, pour un élément m, il existe un nombre positif M
tel que Von ait |A ]| < M pour tout entier n non négatif, alors x est un élé-
ment analytique par rapport & Uopérateur A.

, en @. Done, par suite du .
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Démonstration. Posons 4] = 1. On a, tout d’abord, |l4(A"z)ij
< AM.

Montrons, que 'on a, en général, |A™( 4" z)|| < A™M.
En effet, en supposant que ||A™"Y(4A"r)| <{ i™*M, on a

Am(Anm) — A.(Am—l(ﬁn%‘)),
d’ol
A™ (A )| < 2, A™M = M.
En particulier, [jr,]| < A"M, d’on
lm |jr,]] = 0.
N~»00

Du théoreme IX on déduit de suite le
THEOREME X. 8% A <1 et 8i z est un élément pour lequel on a
|4 |} < M, quel que soit Ventier non mégatif n, alors on a

(10) # = Tog+ ATwy+... AT, ...,

7 7 /
Dy By y Lgyees
tivement.

étant les points de I3, images par £ de x, Aw, Ax,... respec-

11 suffit, en effet, de remarquer que I’on peut écrire, pour tout =, la
formule (8) et d’appliquer & A"y = A™(A"z) le raisonnement précédent.
Remarque. Posons #, , = Tw,_;,n =1,2,3,

goit n naturel, Az, , = O.
La formule (10) peut s'écrire

. On a, quel que

(10" @ = Gyt Aw;+A2my+.. .+ A+,
Xy Ty, &g, ... 6tant des solutions de I'équation A4z, = @, déterminées
par les conditions Pz, = LA™z, n=0,1,2,...

La formule (10 ) généralise des résultats donnés dans [1] et [5].

/
5. Applications. Appliquons les résultats précédents aux trois exem-
ples donnés plus haut, Dans le premier exemple, on a

Ay = — fGP P')-y(P)dP"

(n— 2)00
et, plus généralement [1],

A Ay — f G™(P, P') A"u(P)dP" .

(’”""2) [}
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Supposons que
S (11) [A"z(P)] < M
quel que soit l’entier non négatif m et quel que soit le point P'eIntR.
Nous avons montré, dans le Mémoire cité [2], que

1 - . , R2
-M—J G(P,P)dP <—,
(rn—2) 0, P 2n,
e étant le rayon de la sphére la plus petite contenant le domaine D.
Supposons alors o < Von et prenons pour norme le maximum du

module dans R. Alors, pour o < i/é’TL, on a
2
Ml < 5 <1y

donc: Dans tout domaine R, pour leguel le rayon de la plus petite sphére
le contenant est inférieur & V2n, toute fonction # indéfiniment différen-
tiable dans R, pour laquelle sont vérifiées les conditions (11), est analy-
tique par rapport & l'opérateur de Laplace.

(Yest un résultat trouvé dans le Mémoire [6].

Dans le second exemple, on a

Ay =

1 J"G(P,P')y(P')dP'
2Va B
et, plus généralement [4],
1 N M 3T
P P p— J G™(P, P z(P)AP',
2Vn 4
@™ étant 1a fonction itérée d’ordre m de Green pour le probléme de la cha-
leur. Or on a [5]

0
<§,

1
2Vx
¢ étant la demi-longueur du plus petit rectangle contenant le domaine E.
Par conséquent |4} < e?/2.

8i Ion considére donc un domaine R tel que o < V 5, on aura [|4]| < 1.
Supposons alors que I'on ait

(12) [o"x(P) < M, m=0,1,2,...,
pour tout point PeIntR. Alors:

u‘G(P,P‘)dP’
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Toute fonction indéfiniment différentiable, dans wn domaine R du
type déorit dans Vexemple 2° ot pour lequel on a g < V2, p étant la demi-
-longueur du plus petit rectangle le contenant, est analytique par rapport & Uopé-
rateur o, si les conditions (12) sont vérifides.

Dans l'exemple 3°, on a, [2],

voou
Ay = ffy(u','v’)du'dqv’
Yo Yo
et, plus généralement,
v u
1
Am .Dm — ff h— gy Y1 =i i ’ . ‘.
(D™y) “-[(n—a)!]z s (u—2")" "o —v" )" ID™y (u', v’') du’ dv
o %

En prenant, ici aussi, pour norme le maximum du module, on
2 [lAyll < lu—wug| - o~y Jyll, dott || 4] < Ju—up|- [p—,. .

Par conséquent: Si lon a, quel que soit m entier non négatif,
[ D@ (w, v)| < M, alors z est analytique par rapport & Vopérateur D, en
chaque point (uy, v,) du rectangle R,

En effet, le développemeﬁt d’élément z suivant les puissances de
(4 —wup)(v—w,) est convergent dans la portion du rectangle, intérieure
au domaine défini par Uinégalité |u—uy|-lv—mn,| <1, ecar pour tout
point de ce domaine on aura |I4] < 1.

Ce théoréme a ét& donné dans le Mémoire [3]

Remarquons, pour finir, que le théoréme VII, appliqué aux trois
cas examinés ici, fournit autant de généralisations d’un théorémpe classique
de Harnack.
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