R. Sikorski

The integration operator T' in the space I? of all functions integrable
in the second power on (0, 1) does not satisfy the hypotheses of the de-
terminant theories of Lezanski and of Ruston. In fact, let us consider
the operatior K R, (from L? into L?) of the form (2) where &(t) = sin2sxj¢
and x;(s) = cos2xjs.

‘We have ||K|| =1 (see [6], Lemma 3.3) and

r(TEK) Zl'ofl

The positive integer m being arbitrary, we infer that

sup [tr(T'K)| = oo,
K<l
Kefy

1

o 1
__j—Zl‘;

sin 2n]t

2 L%

4. e. the condition (x) is not satisfied.
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Sur I'espace linéaire avec dérivation

par

J. MIKUSINSKI (Warszawa)

1. Soit ¥ un espace linéaire sur un corps commutatif @ de caracté-
ristique 0. Soit D - ndomorphisme, assujetti & la condition suivante:
) Quel que soir n naturel, toute équation P(D)x =0 dordre n
(P(D) =D"+a, ;D" '+...4+a)) a au plus n solutions Ulinéairement
indépendantes.

Dans un travail antérieur [1] j’ai démontré que s'il existe un autre
endomorphisme 7 tel que
(1) DTz = TDz+z,
la proposition suivante a lieu:

(IT) 8i wne équation Py(D)z = 0 a exactement p, solutions linéaire-
ment indépendantes et une autre équation Py(D)x = 0 en a evactement p,,
Véquation Py(D)Py(D)x =0 a exactement p,--p, solutions linéairement
indépendantes.

Done, I'existence d*un endomorphisme 7 satisfaisant & la condition
(1) est une condition suffisante pour que la proposition (II) ait lieu.

Le but principal de cet article est de démontrer que cette condition
est aussi nécessaire, pourvu que tout élément de F soit une solution d’une
équation P(D)zx = 0.

La condition (II) exprime que, si I’on multiplie deux équations, les
nombres de leurs solutions linéairement indépendantes s’ajoutent. Lors-
que ’endomorphisme D est interprété comme une dérivation, 'endomor-
phisme T joue formellement le réle d’une multiplication par un argument
par rapport auquel on effectue la dérivation.

2. Soit Q(&) = &40, 8" +...+b, un polyndme irréductible
dans @. Posons ’
0 1 ¢ o
0 0 1
Be=| v,
0 0 0 1
—by —b; —b, —bg_,

Studia Mathematica XVI.
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L’ensemble C, des matrices
A = ql+a,B+...+a,_,B""

est un corps commutatif qui contient une partie isomorphe avec le
corps €, ce qui permet d’écrire a au lieu de al. D'aprés: le théoréme bien
connu de Cayley et Hamilton, on a @(B) = 0 et, par conséquent, le po-
Iynéme @ (¢) se décompose en facteurs dans C,:

Q&) = (§—B)u(&).

L’ensemble F des vecteurs

@) X=|:1,
mq

ol 2;¢ F, est un espace linéaire sur Cy. On peut vérifier que pour le vecteur

y x

v 1

=TBk 0 (k=1,2,...,4-1)

Ya 0 0

onay=..=Yp=0 ety =a Il en résulte que le vecteur
0.
-’f'i ’
0

dont le ¢*™° élément est x; et les autres éléments sont nuls, peut &tre
représenté sous la forme .
&Iy
(a1B+--~+“_i+1Bq—i+l) (:)
0
et, par conséquent, que tout élément de F, peut &tre représenté sous
la forme

@y 2y on
0 0 0
X=|, [+4|] |+ +44]: |,
0 0 0

Sur Vespace linéaire avee dérivation © 115

olt 4;¢Cq. L'ensemble des vecteurs
z
0
0

est isomorphe avec ’espace F; ceci permet d’écrire

et X = xl—}—Almz—f-...-l—Aq_lmq.
L’endomorphisme D étant défini dans F, on ’étend sur Fo, en posant

z, Daz,]

Dl: |= :

g Dz, |

L’opération D peut aussi s’écrire sous la forme de la matrice diagonale

D o ... 0
0 D 1]
........ ’
0 0 D

ce qui permet, d’une maniére naturelle, d’attribuer un sens aux symboles
du type D—A, par exemple. On a DA = AD, quelle que soit la matrice
A € GQ .

Si z, est une solution de I’équation Q(D)x = 0, on peut facilement
vérifier que le vecteur

&y
x,=| D%
Dz,
satisfait & P’équation
(3) DX = BX.
D’autre part, si un vecteur (2) satisfait & Péquation (3), on a
Dy =y, ..., Dy y =2, Dzxy = —bg12g—...—bex;. 1l sensuit que
QD) = 0. 8i 0, =0, on a 0 =&y =... = 2, = 0. Done, ’équation

DX = BX a, dans Tg, une solution non nulle lorsque Q(D)z =0 a,
dans %, des solutions non nulles, et seulement dans ce cas.
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3. Nous nous proposons maintenant de démontrer la proposition
suivante:

8i la condition (X) est satisfaite dans Uespace F, elle est encore satisfaite
dans Vespace Fq.

Soit P(£) = "+ 0y " '+...+Cy (C;6Co) un polynéme irréduc-
tible dans Cgy. Soit
1
Y, =]|:
Yq
une solution de l’équation

(4) P(D)X = 0.

Alors les éléments BY,, ..., B®~'Y, sont encore des solutions de (4).
En effet, les matrices C; sont commutatives avec D, on a done, en multi-
pliant P(D)Y, = 0 par BY, I'égalité P(D)B*Y, = 0.

L’équation (4) peut é&tre interprétée comme un systéme de ¢ équa-
tions de degré =,

(8) Dha; = a(D)zrt.. .+ Pu(D)z, (=1,...,9),

ol P;; sont des polyndmes en D de degré < n—1, & coefficients apparte-
nant & C.
En posant

. _ _ _ -1
Zomonil = Lgy  Zguomps = DTy, ol g = D"y,

le systéme (5) équivaut & un systéme de ¢n équatiohs du premier degré
(6) Dz; = 5121 Crgn2an

olt ¢;¢C. 8i la condition (I) est satisfaite pour espace F, le systéme (6)
a au plus gn solutions linéairement indépendantes [2], donec il en est
de méme du systéme (5). Par conséquent, il existe au plus gn solutions
de (4) linéairement indépendantes dans € (nous disons généralement
que les éléments Xy,..., X, sont linéairement indépendamts dans un
corps K, lorsque, pour a;eX, légalité a,X;+...+anX,, =0 entraine
a =...=ap, =0). Il faut démontrer qwil existe au plus n solutions
de (4) linéairement indépendantes dans Cg.
Les éléments

(t=1,...,qn),

(1 Y,, BY,, ..., B*y,

sont linéairement indépendants dans €, pourvu que ¥, = 0. Admettons

icm°
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quil existe encore une solution ¥, de (4), linéairement indépendante des
précédentes. Alors les éléments (7) et

(8)

sont linéairement indépendants. En effet, supposons au contraire qu’il

existe deux polyndmes non nuls Ry(£) et Ry(£) & coefficients de € et de
degré < mn—1 tels que

Y,, BY,, ..., B*Y,

(9) —Rl(-B)yl = Rz(B)Y2~
L’inverse de R,(B) peut étre mis sous la forme
1
———— = N,(B
m = Y4B

olL N,(£) est encore un polyndme de degré < n—1, ce qui résulte de 1’éga-
lité @ (B) = 0 et de Pirréductibilité du polynéme Q(£). En multipliant (9)
par No(B), il vient Ry(B)Y; = Y,, ott Ry(£) est un polynéme de degré
< n—1 tel que Ry(B) = NyB)Ry(B). Cela contredit I’hypothése que
Pélément Y, est linéairement indépendant des éléments (7).

8%l existe encore une solution Y; de (4) qui est linéairement in-
dépendante des éléments (7) et (8), alors tous les éléments (5), (6) eb

Y,, BY,, .., B*Y,

sont linéairement indépendants, ce qui se démontre comme tout 4 heure.
Par induction, on voit quil existe r éléments ¥,, ¥,,..., ¥, (r <m)
tels que les éléments

Y,, BY,, ...,

sont des solutions de (4) linéairement indépendantes dans € et qu’il
n’existe pas d’autres solutions linéairement indépendantes. I1 s’ensuit
que toute solution de (4) peut étre mise sous la forme

X =P(B)Y,+...+PyB)T,,

oll P;(B) sont des polynoémes en B de degré < ¢—1.

Cela prouve que ’équation (4) a exactement » solutions linéairement
indépendantes dans Cq.

La proposition est donc démontrée pour toute équation (4), o P
est un polyndme irréductible. Lorsque le polyndme P n’est pas irréductible,
il peut étre décomposé en facteurs irréductibles P = P, ... P,,. Le nombre
des solutions linéairement indépendantes dans Cg est alors au plus égal
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4 la somme des nombres de solutions linéairement indépendantes des
équations Py(D)x =0 ({ =1,2,...,m) ([1], Proposition 2), donc au
plus égal au degré #» du polyndme P. Cela achéve la démonstration.

4. Supposons que tout élément de & soit une solution d’une équa-
tion P(D)xz = 0, & coefficients appartenant & C. (Nous ne supposons
cependant pas que toute équation P(D)x = 0 a une solution). Soit D,
comme précédemment, un endomorphisme défini dans 7 et satisfaisant
a la condition (I). Cela étant, on a le théoréme suivant:

Pour que la condition (LX) soit satisfaite, il faut et il suffit qu'il ewiste,
dans F, un autre endomorphisme T tel que DTx = TDx+ux pour tout xeF.

La suffisance de cette condition a été établie dans un autre travail,
comme nous l’avons dit au paragraphe 1. Démontrons qu’elle est né-
cessaire.

Nous allons définir une suite infinie de sous-ensembles de F

%0; %lv %27 ~7

dont la somme est une base de F. Il suffira de déterminer 1'opération
linéaire T pour les éléments de cette base.

Soit Q I’ensemble des polynémes irréductibles @, & coefficients de €,
pour lesquels ’équation Q(D)z = 0 admet, dans &, des solutions non
nulles. A chaque polynéme @ e() faisons correspondre d'une maniére quel-
conque un élément egeF tel que e %~ 0 et Q(D)ey = 0. Désignons par 93,
Pensemble de tous les éléments D¥e (QeQ, 0 <k <g—1, ¢= degré
de Q).

Les éléments de 9B, sont linéairement indépendants. En effet, suppo-
sons que Pon ait, au contraire,

(11) No(D)eq, = N1(D)eg,+...+ N,(D)eq,

10)

pour des polynémes N, non nuls & coefficients de @ et dont le degré est
inférieur au degré de @;. L’élément Ni(D)eg, satisfait & Iéquation
Q¢ D)w = 0. Par conséquent, le second membre de (11) satisfait & 1’équa-
tion
(D) ... Q(D)z =0
et le premier membre de (11) satisfait & I'équation
Qo(D)z = 0.

Les deux équations ont donc une solution commune non nulle. Par
suite, le polynéme Q4(D) et le polyndme @,(D) ... Q.(D) ont un diviseur
commun ([1], Proposition 4). Or, c’est impossible, car ce sont des poly-
némes irréductibles différents.
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L’ensemble 93, étant défini, les ensembles conséeutifs de la suite (10)
seront définis par réccurence.

Supposons que les ensembles 9U,, 9B,
et que les éléments de

<oy Bp_1 soient déja définis

p-1
U B;
i=0

soient linéairement indépendants. Supposons que V'opération T soit
définie sur les ensembles 95,, B, ..., B,_, de maniére que xeB;_, entraine
TzePB; et que DIz = TDz+xz pour zeWB;_; (1 = 1,2,...,p—1). L'opé-
ration 7 étant linéaire par hypothése, cette opération est définie sur
Pespace linéaire &, ,, en désignant généralement par ¢; Lespace linéaire
engendré par la base

7

U B.

i=0

Pour &, ; cette base se compose d’éléments

(12) T*DFeq,
olL
(13) QeQ, 0<k<g—1 (g=degré de @), 0<ig<p—1.
On a les relations
min (3,k) E
- D*Te, = 2 jz('.) (7‘) Ti-IDk,
o AV
et

min (1,k) . .
TiDleg = ) (—1)’)’!(2.) (7;) DFITicieg,
=0
d’ol il résulte que les bases (12) et D*T%ey, olt (13), sont équivalentes.
Fixons un polynome @ choisi arbitrairement dans I'ensemble Q. On a
Q@ (D)eg = 0. Le vecteur

€o
B, =| D%
Dq‘.leQ
satisfait a 1'équation
(D—B)X =0,

ol le sens des symboles est le méme qu'au paragraphe 2.


GUEST


120 J. Mikusinski

Posons généralement

BE: Te,
™:l=1: (1 =1,...,p—1).
Ty Tw,

Les vecteurs Eq, TEg, ..., T""'E, satisfont & 1’équation
(14) (D—BPHX =0.

Le déterminant de la matrice D—B est égal au polynéme (D),
done le déterminant de (D— B)P*! est [Q(D)]P*%. Par suite, chacun des
éléments

(13) T'Drey (0<i<p—1, 0<k <q—1)

satisfait & P’équation (cf. [1], Proposition 5)
(16) [QD)P*w = 0.

Cette équation est d’ordre (p +1)q, il résulte done de la condition (II)
que cetite équation a, outre (15), encore ¢ solutions linéairement indépen-
dantes. Soit z, 'une de ces solutions. Alors tous les (p--1)g éléments

n 2o, Dy, ..., DPITI-1g,

sont linéairement indépendants. En effet, soit P(D) le polynéme de D,
de degré le plus petit possible, tel que P(D)xz, = 0. Posons

[Q(D)J"*! = P(D)PyD)+R(D),

ol le degré de R est inférieur & celui de P. Il s’ensuit que w, satisfait &
Péquation R (D)z = 0, d’ol, en vertu de la définition de P, il résulte
R(D) = 0. Le polynéme @**' se divise donc par P et l'on a P =@"
(r <p+1). S8i 7 était inférieur & p-+1, Pélément x, serait une solution
de Iéquation [@(D)]°» = 0 qui, par conséquence, aurait gp-+1 solutions

lLinéairement indépendantes: x4, et (15). Or c’est impossible, car Péquation

est de degré gp. Cette contradiction prouve que les éléments (17) sont
linéajrement indépendants dans C.

Soit By (D) le déterminant adjoint & 'élément de la matrice (I — B)P+ ,
qui se trouve dans la *™° ligne et §°™° colonne. Posons

BqI(D)]
By(D)

By(D) ...
B*(D)z[ e e
By (D) ...

icm
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Alors on 3
(18) (D—By"*'B*(D) = [Q(D)1"*'1
et, par conséquent,
Zo
(o—Bp+BD) | | =o.
0
Le vecteur
(d)’a By (D),
X, =BWD)}. |= :
6 By (D),

est donc une solution de I’équation (14). Cette solution n’est pas nulle;
en effet, si elle I’était, la premiére colonne de la matrice B*(D) serait
nulle et Pon aurait @ (D) =0, en vertu de (18). .

Les éléments DX,, ..., D°X, sont encore des solutions de I’équation
(14). Ces solutions et la solution X, sont linéairement indépendantes
dans C,. En effet, supposons que Pon ait, au contraire,

(19) (Co+CDA+...+C. D) B (D), = 0,

olt C;6Cq, 0, 5= 0 et » < p. Le polynéme Byy(D) est exactement de degré
(p+1)(g—1) et les polyndmes restants By(.D) sont de degré non supérienr
4 (p+1)(¢—1). Comme le déterminant de la matrice C, est non nul, 'un au
moins des polyndémes P,(D) dans le vecteur

: [PI(D)%]
C,B*(D) = :
Py (D),

est de degré (p+1)(¢g—1) et les polyndémes P;(D) restants sont de degré
< (p+1)(¢g—1). I1 s’ensuit que 'une au moins des coordonnées du
vecteur représenté par le premier membre de (19) est de la forme P(D)x,,
ou P(D) est un polyndme de degré (p-+1)(¢—1)+r < (p-+1)q. Cette
contradiction prouve que les éléments X,, DX,,..., D’ X, sont linéaire-
ment indépendants dans C,.

Par conséquent, 1’équation (16) a, outre (15), au moins une solution
linéairement indépendante dans Cgp; désignons-la par X,.
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Le vecteur DX, est encore une solution de ’équation (16). Cette
équation a au plus p-+1 solutions linéairement indépendantes dans Cq,
done DX, s’exprime par

(20) X, et By, THy,...,T0"'H,

et 'on peut écrire

(D—C) Xy = AyEg+ A, TEq+...+ Ay, TP By (C, A;¢Cy).

En multipliant cette égalité par (D— B)?, il vient
(D—BP(D—C)X, = 0.

L’équation (D—B)?(D—C)X = 0 et D’équation (16) ont les mémes
p+1 solutions (20) linéairement indépendantes dans Gy, on a donc
(cf. [1], Proposition 5) (' = B et

(D—B)X = AyEg+ A, TEg+...+ A, ,T°"'E,.

8i 'on avait 4,_; = 0, on aurait, en multipliant cette égalité par
(D—B)""Y, Dégalité (D—BYPX, = 0 et I'équation (D—BFX = 0 aurait
p+1 solutions®linéairement indépendantes dans Cg, ce qui est impossible.
Donc A;,_l # 0.
L’élgment
P
L= B4, ,

(BX +A,Eg+...+4,_, TP Ey)

satisfait &4 l’équation (16) et, de plus, on a

(21) DX, = BX,+pTP 'E,.
Posons par définition
lmeQ
: =1°F, = X,.
TDDQWIeQ

Alors on a, en vertu de BEg = DFy,
BX, = T(I*'DEy) = T[D(T" ' Bg)— (p—1) T Eq],
d’ol1, en vertu de (21),
DI?Ey = TDT* ' By-+ T E,.
Cefite égalité vectorielle est équivalente aux ¢ égalités
DTy; = TDy;+y;

olt gy = TP~ Diteq

(¢t = 1,...,9),
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Nous avons ainsi prolongé la définition de I'opération 7 aux élé-
ments de “B,_;-de maniére que I’égalité (1) soit satisfaite. En prolongeant
cette opération sur I'ensemble linéaire &, _; comme une opération linéaire,
Dégalité (1) sera encore satisfaite. L’espace 93, est, par définition, ’en-
semble des éléments Tz, ol xe3,_;.

Tous les éléments des ensembles 93, 9By,
indépendants. En effet, si 'on avait

D eyT g = ¥ ciyeT' Deg, = o, 0,
77

7k

...y %Bp sont linéairement

on aurait
[Qu(D)TPary = [J [QKD) PPy
et le polynéme Q (D) aurait un diviseur commun avec le produit
H QDT
ce qui n’est pas vrai. Ainsi l’iﬁdépendanee est démontrée.

On peut définir par induction la suite infinie d’ensembles 953,, 93,
PBa, ... et Popération T' sur Pespace linéaire engendré par la somme

B = B,

Cet espace linéaire coincide avec F, c'est-d-dire 1’ensemble 93 est
une base de F. En effet, tout élément xeF satisfait & une équation
[QD)Pr... [@(D)Frz = 0 et toute solution de cette équation est une
combinaison lindaire d’éléments de la forme T°DVey, .

L’existence de l’endomorphisme linéaire 7 est ainsi démontrée.

On peut remarquer que, dans la démgnstration, nous n’avons profité
de la condition (II) que sous une forme un peu plus faible: Lorsque @
est un polyndéme irréductible et ’équation @ (D)z = 0 a ¢ solutions linéai-
rement indépendantes, I’équation [@(D)PPx = 0 en a pq.
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