Uber die Verteilung der Fastperioden
von fastperiodischen Funktionen auf Gruppen

von

S. HARTMAN (Wroctaw)

Ist f(z) eine komplexe Funktion auf einer Gruppe ¢, so wird se@
eine e-Fastperiode von f genannt, wenn |f(esy)—f(wy)|<e fiir beliehige
@,yeG gilt. Tm weiteren wird f stets eine festgesetzte fastperiodische

Funktion bedeuten. Man weiB, daB fiir eine fastperiodische Funktion -

von Bohr die e-Fastperioden bei beliebigem &>0 relativ dicht auf der
Geraden liegen, was samt der Stetigkeit chen die tbliche Definition
dieser Funktionen ausmacht. Auch andere Eigenschaften der Verteilung
von Fastperioden sind fiir die Bohrschen Funktionen bekannt, die wir
nun auf allgemeine fastperiodische Funktionen auf Gruppen zu fiiber-
tragen suchen.

Sarz L. Fir jedes e>0 und jedes te@G liegen s-Fastperioden in der
Folge t* relativ dicht, d. h. es gibt eine solche Zahl.l, daf wnter den Elementen
P2 dmmer eine Fastperiode auftritt.

Den Beweis stiitzen wir auf einen elementarven Hilfssatz, der viel-
leicht auch fiir sich einiges Interesse beanspruchen darf.

HirssATz, Liegen endlichviele Mengen Ny,...,N, natirlicher Zahlen
vor, die zusammen alle natirlichen Zahlen erschopfen, und denken wir uns
diese Mengen in wachsende (vielleicht endliche) Folgen N,= {'nj} geordnet,
so hat zumindest eine davon die Eigenschaft (A): es gibt eine Zahl K derart,
daf beliebig lange Abschmitte ni i 1y...yWhiope Mt Ny — My <K
(m=0,...,s—1) existieren. '

Wir beweisen es indirekt. Hat N, die Bigenschaft (A) mnicht, so
muB es eine solche Folge von Zahlenpaaren ay,a;;ay,ay;... geben, daB

lim (o} —ay)==o0

F—o00
und dIaB z?visehen a; und o; keine Zahlen aus N, liegen. Nun seien B,
und f; zwei Zahlen mit méglichst grofem Abstand, welche die Bedingung
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a, <P <1 <oy erfitllen und zwischen denen keine Zahlen aus N, liegen;
analog seien f,fs;fs,Ps;... erkliart. Dann hat man

denn sonst wiirden sich wegen aj—a;->co beliebig lange Abschnitte von N,
mit beschrinkten Differenzen finden, was der Annahme widerspréche.
Analog schliefen wir auf die Existenz der Zahlenpaare y1,71; Vs Vase--s
die den Bedingungen B;<y;<y;<pf; und y;—y;~>co geniigen, 50 daB-
zwisehen y; und y; keine Zahlen aus N, und demzufolge auch keine aus
N,UN,UXN, liegen. Nach r-maliger Anwendung dieser SchluBweise er-
hélt man Paare von nichtbenachbarten Zahlen, zwischen welchen keine
Zahlen aus N,U...UN, liegen, was mit der Voraussetzang des Hilfs-
satzes im Widerspruch steht.

Nun beweisen wir Satz I. Nach der Definition der fastperiodischen
Funktionen 158t sich die Gruppe G fiir ein beliebiges >0 mit endlichvie-
len Mengen E,...,H, so iberdecken, daB aus & ,t,eH;

If (why)— eyl <e

folgt. Wird ein teG gewihit, so bestehe die Klasse N; (i=1,...,n) aus
denjenigen mnatirlichen Zahlen &, fiir welche t%¢H,;. Laut Hilfssatz hat
sumindest eine der Mengen N, die Eigenschaft (A); dies sei die Menge N;.
Wenn %,leN;, k<lI, so hat man

fir alle #,y¢G

sup |f (@t *y) —fzy)| <e,

z,yeG

daher ist £ eine e-Fastperiode. Laut (A) kann man eine wachsende be-
liebig lange Folge ky,...,k,eN, derart bilden, daB k;,,—k<K ist. Die
Flemente %1, % sind Fastperioden. Dabei lkonnen die
Exponenten beliebig groB gemacht werden, weil s beliebig groB sein
kann. Der erste Exponent und die Differenz zwischen zwei benachbarten
fiberschreiten nicht die Zahl K. Mithin liegen die Fastperioden in der
Folge (¥} relativ dicht und Satz I ist bewiesen.

Folgerung 1. Ist f(z) fastperiodisch auf der Geraden und t eine
beliebige reelle Zahl, so treten die ¢-Fastperioden in der arithmetischen
Progression k¢ relativ dicht .auf.

Fiir die stetigen fastperiodischen TFunktionen auf der Geraden, d. h.
fiir die Bohrschen Funktionen, ist dieses Brgebnis bekannt.

Folgerung 2. Ist f(@) fastperiodisch auf der als additive Gruppe
betrachteten Folge der ganzen Zahlen, 80 treten die s-Fastperioden in
dieser Folge relativ dicht auf. Mithin ist f(z) eine fastperiodische Folge
im {iblichen Sinne.
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Von nun an setzen wir G als Abelsch voraus und untersuchen die
Verteilung der Fastperioden in den arithmetischen Progressionen i--ns
(n=0,1,...). Abgesehen von dem durch den Satz I erledigten Fall {=0
wire es unrichtig zu vermuten, daf in einer solchen Progression Tast-
perioden vorhanden sein miissen. Das Beispiel der Funktion 6™ (—oo<
<m<<oo) und der Folge 1-2n lehrt das Gegenteil: fiir ¢<2 gibt es hier
keine ganzzahligen ungeraden Fastperioden. Ist aber f eine Bohrsche
Funktion, so treten ihre Fastperioden in jeder Progression auf, deren
Differenz s 0 fiir keine Fourierexponenten 2,,...,4, von f und keine
gazen ¢,...,0,,d (d#0) die Gleichung s(e;A+...+¢,4,)=2xrd erfiillt.
Dieses leicht beweishare Ergebnis werden wir als Sonderfall eines allge-
meineren und priziseren Satzes (Satz IIT) erhalten, dem wir nun einige
Tberlegungen vorausschicken.

BEs sei f,(x)=f(zt) (te@). M" bedeute das homomorphe Bild von G,
das man durch die Zuordnung ¢t—f erhilt. Der Fagtperiodizitéitsbegriff
bringt es mit sich, daB M bedingt kompakt in bezug auf die fiir zwei
beschrinkte Funktionen auf ¢ durch

o(fu, fa) =sup|fy (@) —fa(2)]
re G
erklirte Entfernung ist. M sei die vollstindige Hiille von M*. Mithin

ist M kompakt, und zwar ist M eine kompakte Gruppe, was bekannt
([3], p.131) und tibrigens leicht nachweisbar ist.

Es sei Ya,y,(z) die Fourierentwicklung') der Funktion f auf G.
y=1 .

‘Wir bilden @ mittels der Funktion

“I)(m)=(X1(m)7Z2(w)>'~)

in die toroidale Gruppe K™ ab. y(&) bedeute die abgeschlossene Hiille

von (@) in K. Mithin ist y(G) eine kompakte Gruppe.

Sarz II. Die Gruppen M wnd (@) sind isomorph und homé&omorph.

Vor allem beweisen wir, daff die Funktion y, obwohl explizit auf ¢
erklirt, einen umkehrbar gleichméBig stetigen Isomorphismus zwischen.
den Gruppen M* und y(@) bewerkstelligt. Wir zeigen zunéchst, daf
man zu jedem >0 und n ein § finden kann mit folgender Bigenschaft:
aus o{fy,f,)<<é folgh fiir »=1,...,n die Ungleichung |y,(t,)—z, (t)|<e.
Dies ergibt sofort, daB wenn f,=f, ist, auch y,(t,)=g, (%) fir jedes »
gilt , so daf die Funktion y die Rlemente f,i,6@ nur dann trennt,

1) Die hier gebrauchten Begriffe und Sitze aus der Theorie der fastperiodi-
schen Funktionen sind im Buche von 'W. Maak [1] zu finden.
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wenn sie in M* unterscheidbar sind. Mithin diirfen wir ¢ tatsichlich als
eine Abbildung von M* auf y(G) auffassen, die auBerdem auf M * gleich-
m#Big stetig ist.

Zum Beweise der oben genannten Eigenschaften bedienen wir uns
des Approximationssatzes in seiner verschirften Form: f(z) ist der Limes
einer gleichmifig konvergenten Folge

']

8,@) =YEk%a,y, (@) wobeli limki@=1 fir jedes » ist.
y=1

g—o0
Setzt man
T, (2)= 8, (t,2) — 8, (1),

so sind die Fourierkoeffizienten von T,(x) gleich

b0 =1 a, [, (t) — 1, (t2)]-
Nehmen wir an, daB

(2) Tml<a  (z€6)

ist. Dann sind alle 5@ absolut kleiner als &. Da

lim 6P = a, [%, (1) — %, (2)]
g0 .

ist, 50 hat man |z, () —, (k)| <e/lg]. Wird & =min(s|a;,..., cla]) ge-
setzt, so, wird |y, () —z,(E)I<e (v=1,...,n). Die Bedingung (2) ist be-
friedigt, wenn o(fy,fs,)<<e,/3 ist und wenn g so groB gewidhlt wird, daB
0(8,,)<<&; /3 ist. .

Jetzt hat man zu zeigen, daB die umgekehrte Abbildung yp~! von
p(@) auf M* eindeutig und gleichmiBig stetig ist. Es leuchtet aber ein,
daB wenn die Werte y,(f,) und g,(f) fir »=1,...,n mit hinreichend
groBem n hinreichend wenig voneinander abweichen, die Ungleichung
|T,(w)|<e[3 (we@) fir ein vorgegebenes ¢ erfiilllt werden kann. Ist dabei
0(8,,f)<e[3, so wird o(fy,f,)<<e. Daraus ergibt sich sowohl die Ein-
deutigkeit, wie auch die gleichméBige Stetigkeit von v~ Dank den be-
wiesenen Eigenschaften kann p zn einem Iso- und Homéomorphismus
zwischen 3 und v;:_((_}“) als kompakten Hiillen von M* und (&) erweitert
werden.

Sarz TIL Ist seG derart, daf aus x32(s) ... gm()=1 (r1,... T ganz)
immer ¥i(a)-... e (w)=1 (ve@) folgt, so treten die e-Fastperioden in
der - arithmetischen Progression t--ns fir jedes >0, vom einer héchstens
abzihlbaren Wertemenge abgesehen, fir jedes t mit einer wohlbestimmien
positiven Hiufigheit auf, die nur von & nicht aber won s moch wvon T
abhdingt.
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1° Den ersten Teil des Beweises filhren wir nach einer Idee von
0. Ryll-Nardzewski. Wir miissen die stetigen OCharaktere von M

ermitteln. Wegen Satz II geniigh es dazu die Charaktere von u(@) zu
kennen. Da die Gruppe (@) eine abgeschlossene Untergruppe von KN
ist, so lassen sich ihre Charaktere nach dem allgemeinen Satz iiber die
Erweiterung von Charakteren ([2], p.138) als Teilcharaktere von I
auffagssen. Sie sind somit von der Form X=z-...-a5", wo z; die i-te
Koordinate im cartesischen Produkt K% bedeutet und die Hxponenten ¢,
ganz sind. Gehort der Punks |z} (i=1,2,...) zu 9(6), so gibt es ein te@,
fir welches @=y,(t) und daher X({{m})=x(t)-...-zr(t) ist. Anders
ausgedriickt: nur diejenigen Charaktere von M* lassen sich zn Charakte-
ren von M erweitern, die von der Form xf*-...-xm» sind.

2° Wir wollen beweisen, daf wenn s der Voraussetzung von Satz TIT
geniigt, so ist fur jede auf M stetige Funktion ¢ und fiir jedes te@

n—-1

(3) limn~* 5 @(t44s)= [ du,
N—>00 F=0 M

wo p das normierte Haarsche MaB auf M bedeutet. Da ¢ sich beliebig
genau durch Linearkombinationen von Charakteren der Gruppe M
approximieren lift, so geniigt es (8) fiir die Charaktere zu beweisen.

Die Schreibweise ¢(t-js) ist abgekiirzt, denn eigentlich sollte hier
als Argument anstatt t-+js sein Bild in M* also 7, () stehen, wir verzich-
ten aber auf diese Formalitdt und fassen ¢-+js als Blement von M* auf,
wobel wir beachten, da zwei Elemente ¢,,t,¢G nur dann in M* verschie-
den sind, wenn die Funktionen f(#,2) und f(f,,#) nicht identisch auf @
iibereinstimmen. )

Da unter dem Summenzeichen in (3) nur Werte von ¢ auf M*
stehen, so konnen sie, wenn ¢ ein Charakter ist, in der Form

AR e A () 25 (8) 2 (8)
geschrieben werden. Man setze
A=, x8H8) g ()=,

Ist @ der Hanaptc':hara.kter (p==1 auf &), so igt (3) trivial. Andernfalls ist ¢
schon auf .M .mcht identisch 1 und gem#B der Eigenschaft von s folgt
y1. Da in diesem Falleﬂ%zpd,w:(), $0 hat man zu zeigen, daf .

n-1
limn='g 3 +/=0.
N=r00 i=0

Diese Formel ist evident, weil |y|=1, y51.
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39 Die Relation (3) gilt auch fir die ,,Riemannschen” Funktionen
auf M, d. h. fiir solche Funktionen ¢, die sich zwischen zwei stetige Funk-
tionen g¢;,p, einschlieBen lassen, deren Integrale beliebig wenig vonein-
ander abweichen:

p<o<lpy, [ordu— [prdu<e.
M M

Die charakteristische Funktion einer Borelschen Menge ECH ist
,,Riemannseh”, wenn E ,nach Jordan meBbar” ist, d. h. wenn der Rand
von E das MaB y gleich 0 hat. Aus der abzahlbaren Additivitdt von u
geht hervor, daB es hochstens abzahlbar viele e-Werte gibt, fiir welche
der Rand der offenen Kugel K, mit dem Mittelpunkt in der Gruppen-
einheit (und das ist die Funktion f(-)!) und vom Radius & ein positives
MaB hat. Gehort ¢ nicht zu diesen Ausnahmewerten und ist #(») die cha-
rakteristische Funktion von KE,, so erhalten wir

n—1
Hm%"‘.ZO n(t+js) =p(K,).
N—>00 7=

Mithin treten die n-Werte, fiir welche t-+-nseK, ist, mit der Haufigkeit
u(K,), also mit einer von ¢ und s unabhéngigen Hiufigkeit auf. Die Re-
lation t-+nseEK bedeutet aber nichs anderes, als daf die Ungleichung
If (t+ns+2)—F (@) <e tir jedes zeG gilt, da also t-+ns eine e-Fastperiode
ist. DermaBen ist Satz III bewiesen.

Bemerkung. Bs scheint zweifelhaft, ob sich Satz IIT fir nicht-
-Abelsche Gruppen sinngemiB umformen 1a8t, es liegh némlich die Folge
ns in M* dicht, wie aus den Primissen des Beweises hervorgeht; in der
,snicht-Abelschen” Schreibweise miifite daher §* in M*?) dicht liegen,
also M* Abelsch sein, und das, ist nicht moglich ohne daf die Funk-
tion f geniigend viele Blemente in G identifiziert.

2) Im nicht-Abelschen Fall besteht M* aus den Funkiionen f,,(v)=J(tzu).
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