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by lemma 2, and it is identical with the space

X (llelle) [Ty
with the norm || %[, = |[#ll, (zeX).
Thus X (flolly) is relatively complete.

We express our thanks to Prof. Sikorski and Dr Altman for having
read and corrected the manusecript.

where  dJy, = {@:[@ll, = 0},

Regu par la Rédaction le 15. 6. 1955

Cwy= paa(Lp), . s &= (L)

Sur un probléme du calcul de probabilité (II)*

(Mouvement d'une molécule sur plusieures droites paralléles)
par

8. PASZKOWSKI (Wroectaw)

Dans ce travail nous nous occupons d*une généralisation des problémes
introduits dans la partie I1): elle consiste & considérer le mouvement
d'une molécule le long de plusieures droites paralldles, avee possibilité
de saut d’une droite sur l’autre.

Dans le § 2.1 nous précisons le probléme et les hypothéses nécessai-
res. Les deux paragraphes suivants jouent un role aunxiliaire: dans le
§2.2 pous donnons quelques lemmes algébriques, le §2.3 compléte
la note I par quelques lemmes employés dans la suite. Les §§ 2.4-2.6
contiennent les résultats principaux du travail. Le § 2.7 est un régumé de
ces résultats. La numération des formules fait suite & celle de la note I.

2.1. Problémes. II,,I%,,..., I, sont des droites paralldles. Sur
chaque droite se trouve dispersée une substance dont la masse est traitée
du point de vue mathématique comme mesure. Aingi, une mesure u;
est supposée définie sur la droite IT; (i=1,2,...,n), satisfaisant aux trois
conditions: 1° elle est finie sur chaque intervalle, 20 elle est infinie sur
ehaque demi-droite, 3° elle est une fonction continue de lintervalle.

Sur le systéme de droites ITy,IL,...,II, 8@ meut une molécule qui
peut changer de direction de sa marche, sauter d'une droite sur l'autre
(mais seulement dans une direction orthogonale aux droites), ou étre
arrétée. Nous supposons quune molécule arrétée ne peut plus entrer en
mouvement.

Considérons un systéme de segments L,1,,...,1,, ou I,CII;, qui
sont des projections orthogonales lun de Dautre. Posons @;= (I,
La molécule qui se meut sur le gysteme
II,,II,,..., 1T, peut entrer dans le systéme I,,15,...,1, du cOté droit

* (o travail fut présenté i la Section de Wroctaw de la Société Polonaise
de Mathématique le 2. 12. 1955. : -

1) J. Myecielski et 3. Paszkowski, Sur un probléme du calcu.l de probabilité
(-:[) (Le mouvement d'ume moléeule sur une droite), Studia Mathematica, ce volume,
p.188-200. Dans la suite ce travail sera cité comme note I.
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ou du c6té gauche et peut en sortir & droite ou & gauche, ou bien &tre
arrétée dans le gystéme.

L’objet de mnos considérations sont les probabilités conditionnelles
des phénomeénes suivants: g;(»)— la sortie de la molécule du-c6té gauche
du segment I;; py;(#) — la sortie de la moléeule du coté droit du segment
Ij; ry(2)— Parrét de Ia moléenle dans le segment I; (sous ’hypothése
que la molécule est entrée du c6té gauche dans le segment I,); Py(x)—
la sortie de la molécule du coté gauche du segment I;; Qi (@) — la sortie
de la molécule du c6té droit du segment I,; Ry (x)— Tarrét de la molé-
cule dans le segment I; (sous I’hypothése que la molécule est entrée
du c6té droit dans le segment I;), ol w={u,%,,...,2,} et ¢,j=1,2,...,n.

Les lettres p, P correspondent au passage de la molécule sans chan-
gement de direction; les lettres ¢,Q — au passage avec changement (ré-
flexion); les lettres », B — & l’arrét de la molécule.

Nous faisons I’hypothése que les probabilités définies me dépendent
que du numéro de la droite dentrée (1) et celui de lo droite de sortie (j) et des
MESUTES Ty, %y, ..., %, aidsi elles ne dépendent pas du mouvement anté-
rieur 4 Pentrée de la molécule dans le systéme.

Nous allons préciser encore une autre hypothése sur les probabi-
lités définies ci-dessus, qui sera essentielle dans ce travail.

Soient I et J deux systémes de segments Iy Iy, 1y 06 J1,dy,. 0,0,
oi deux segments quelconques appartenant aun méme systéme sont des
projections orthogonales I'un de Lautre, I, CIL;, J;CII; et les segments
I; et J; sont contigus. Soit IuJ le systéme de segments I,o.Jy,...,.[,od,.

Chaque mouvement de la moléeule dans le systéme I.J depuis
le moment de l'entrée dans ce systéme jusqu’au moment de la sortie ou
de Dlarrét peut &tre décomposé en phénoménes, introduits plus haut,
concernant les systémes I et J.

- Nous supposons que la probabilité d’un mouvement de la molécule dans le
systéme Iod (sous Vhypothése que la moléeule est entrée dans ce systéme)
est égal au produit des probabilités Pijy Qa5 By des phénomeénes qui consti-
tuent ce mouvement.

On profite de cette hypothése dans le § 2.4.

De plus, nous ferons une hypothése analytique corregspondant & 1’iné-
galité (1) de la note I (voir § 2.4, (101)).

Ainsi nous avons défini 6n* fonctions de n variables réelles non né-
gatives. L’ensemble des arguments dépend des mesures Hystay ooy fln}
il ne doit pas a priori contenir tous les systémes de n nombres non néga-
tifs. Mais dans le cas le plus important, lorsque nous supposerons I’iden-
tité des mesures (voir §2.5), la variable 2 admettra toutes leg valeurs
{@,2,...,5} ot 0.

—
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2.2. Quelques lemmes algébriques. Nous aurons besoin du

LevMe. 1. 87 les nombres $11500sStnye ey SniseneySpg SONE tels que

n
2]31-]-]<1 pour i=1,2,...

7”’
f=1
alors
Siu—1 8y S1n
81 Sgp—1 Son
(54) w =
Sn1 Sny Snn— 1

est différent de zéro.
Ce lemme est connu (Mostowski i Stark [2], p. 108).

LEMME 2. 8i les fonctions fy (k,1=1,2,...,n) de n* variables sy,...,
SimyeverSuty- o3 Snn SONE défindes par la formule

(85)

fkl(suy*"781'n7'-'78n1"'-y8nn)

o n n n
ot 3 N S Y 5 i
m=1 fy=1jo=1  §p=1
pour les valeurs des variables pour lesquelles les séries (55) convergent pour
tout k,1=1,2,...,n e pour lesquelles le déterminunt (54) est différent de
2éro, alors

(56) fm=-(%+am) (k1 =1,2,...,n),
o w est le déterminant (54), wy — le complément algébrique de 1élément
de la k-iéme colonne et de la I-iéme ligne du déterminant w?), et 6, le symbole
de Kronecker.

Démonstration. D’aprés Phypothése de convergence des séries
(65) nous pouvons mettre le membre droit de (55) sous la forme

fr = su+ Z Sifu-

=1

(87)

Nous obtenons donc m systémes d’équations linéaires pour définir les
fonections fy,fayesfm (1=1,2,...,n). Vérifions si les formules (56) don-
nent une solution de ces systémes, qui est unique puisque w=%0.

Un théordme connu sur les compléments algébriques (Mostowski
i Stark [2], p. 98, théoréme 8), appliqué au déterminant (54), donne
la formule

) On désigne généralement ce complément algébrique par le symbole wy.
18%
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n

(58) Z (S1s— Oxi) war = .

i=1

Nous substituons (56) dans (57); vu (58), on a

n n
w, Wiy
fa—8m— Zski fa= —— —du—sat 26‘“ (—_ﬂw + 51’:)

=1 w i=1

n

1
— Iﬂ’i— — _ . .‘. .
= w( E (s Opz) Wy 5kzw) =0, c¢q.fd
i=1

Nous remarquerons encore qu'il existe des valeurs non nulles des
variables pour lesquelles (55) converge. En effet, si |sy|<Cs, 1a gérie (B5)
peut &tre majorée par la série géométrique

[o1] o0
84 ansm“ =g Z(M.s)’“.
m=1 m=0

11 résulte done du lemme 1 que pour |s;|<1/n la série (55) converge et
sa somme est donnée par (56), tandis que si s;=1/n pour ¢,j=1,2,...,n,
la série (55) diverge.

LemvE 3. Le déterminant

. » t U U ... U
[/ )

(59) "
V=lwut ...u
w U t

. dordre n>2 a la valeur
(60) V=[t+(n—1)uj(E—u)"" .
Le complément algébriqgue @un €élément de la diagonale principale
(égal & t) est
(61) Vi=[t+(n—2)u](t—u""
le complément algébrique d'un élément qui n'est pas sur la diagonale prin-
cipale (égal & u) est
(62) V= —ut—u)""%
Démonstration. La formule (60) est connue (cf. par exemple [1],
probléme 192, p. 28 et 172). Il en vient immédiatement (61), car V,

est un déterminant du méme type que V. On voit aisément que les com-
pléments algébriques des éléments u sont égaux. En développant le déter-
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minant (59) par rapport aux éléments de la premiére ligne nous obtenons
V=tV;+(n—1)uV,, dol
(n—1)uV,= [tg—l—('i'b-2)tu,—-—(fn—-—l)7,4,2—-)52—(71,—2)t'u,](t-—u)"'2
=—(n—1)u*(t—u)?,

donc (62) est aussi vérifié.

Nous allons encore déduire quelques égalités qui seront utiles dans
le §2.6. D'aprés (60)-(62) il vient pour t+£u, t4(n—1)u0,

¥y t+(n—2)u Vy %

Vo Rte—Dult—w)’ TV Gn—imli—u)’
les égalitiés suivantes en résultent:

Vi Vi 1
63 LA
(63) V VvV t—u’
Vi Y, 1
64 — B | P O S
(64) 14 +n—1) Voot4-(n—1u

2.3. Etude du systéme (3)-(5), (?)-(9). Dans la suite nous aurons
besoin d’une solution du systéme d’équations (3)-(5), (7)-(9) de la note I
(en laissant de c6té les équations p (x)+¢(@) 47 (2)=1,P(z)+Q (z) +R(x)=1)
avec les hypotheses suivantes concernant les fonctions inconnues:

1° elles satisfont aux relations
(65) —1<p(a), q(a},r(®),P(),Q(2), B(®) <1 Dpour =0
(au lieu de (13)),

1—q(y)@(x)#0 * pour x=0,y>0
{au lieu de (1)),
(66) p(0)=P(0)=1

(la dernidre implique que nous nous bormons au cas I (voir §1.2));
2° les fonetions p,q,r,P,Q,R possédent dans chaque voisinage de
_droite de zéro un point de dérivabilité commun.

L’hypothése 2° implique la dérivabilité de ces fonctions pour tout »
positif et P’existence des dérivées & droite au point zéro (voir §1.3). Il
a fallu faire cette hypothése, puisque les fonctions p, ¢,7,P,Q,E ne sont
Dlus monotones a priord.

Nous maintiendrons les notations (14) et (16) de la note I. De plus,
comme les formules (31) ne sont pas nécessairement satisfaites, nous
introduisons de mouveaux paramétres:

(67) u=r'(0), M=R'(0).
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La démonstration donnée dans § 1.3 pour le systéme (2)-(9) implique
que les formules des fonctions p,q,P,Q qui y figurent restent vraies
avec les restrictions suivantes:

1° Tes fonctions ¢ et @ n’ont pas besoin d’&tre non décroissantes,
donc on m’a pas, en général, A=¢'(0)>0, A=Q'(0)>0. Ainsi le cas 1.1
correspond % Az£0, A0, le cas 1.2 & 10, A4=0 et le cas 1.2% 4 A=0,
A£0. Mais il résulte de (65) et (66) que I'on a — comme auparavant —
%<0, K<KO0.

2° Dans le cas 1.1, pour trouver la solution de 'équation différentielle
(29) on ne peut plus prouver l'inégalité o _aA>=0 de la méme manibre
que dans la note I. Elle est pourtant satisfaite, car I'inégalité o 2 _2A4<0
impliquerait que la solution de I'équation (29) n’est pas bornée.

3° Dans le cas 1.1.2, lorsque a=0, P'équation (29) entraine

¢ (@) = A(q(@)—V A/A)
(car x-+-K<0), d’olt
Az Ax
=i YT

Linégalité (65) implique que |A|[)/A4A<1, |4|[24<]1, done A=A et

. yr
(68) q(z) = Q () =1t
De 1’équation (33) il vient
& P
(69) p(z) =Tre P(x) EFRTTP

Les fonctions (69) ne sont bornées toutes les deux que si 6=0, done

1
(70) p($)=P($)=m-

Les parameétres x,K,1,/4 satisfont dans le cas I.1.2 aux relations
suivantes: —x=—K=|1|=|4| et 14>0.

En tenant compte de 1°-3° nous allons trouver pour le cas I les fone-
tions 7 et R. Nous obtiendrons les résultats suivants:

A, 8i xK—)A#0, les fo'nctio'ns r et B ont la forme

(71) r(@) = (Kp—1M)[p (2) =1]-+(xM — Ap)q(2)
xK—%A !
(72) R(as)‘= (%M —Ap)[P (@) 1]+ (Bu—21M)Q (x)

xK—aA !

icm
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ol u et M sont des paramétres introduits par la formule (67 ), de sorte que les
inégalités (65) sotent satisfaites.
B. 8i ®xK—14=0, on a
(73) M—Kp=0, Au—nM=0,

ot les fonctions r et R ont les formes donmées dans la table suivante:

formule 1 cas ‘ hypothese l r(x) | R(x)
(74) =6 plebRr—1) (x—K) Mw
111 S ]
A0, A0, apQ |
(75) =3 (K —x) ux M(e(K—%)x 1)
~xe(K_“):"-|—_K — yelE— 4)x+h
I.1.2 x
(76) LA At
A0, A#£0, a=0 1+ 1A= —sign l—H}\JE
‘‘‘‘ L]
; M
(77) =0 KBz _q 2Bz
- e (e ) z (e )
A#0, A=10
(78) E=0 Bloe_1) | 0
" |
|
L.2% les formules s'obtienment de (77), (78) en remplagant
A= 0, A0 les lettres v, %, A, w par R, K, A, M, el inversement
I .
(79) 0= 0, K0 0 M o1y
K
1.3 u
(80) A=A==0 %0, H=0 — (e —1) 0
k4
(81) ne=K =0 0 0

Démonstration des résultats A et B. Dans le cas I, en déri-
vant les équations (3)-(5) par rapport & x et en posant =0, nous obte-
nons les formules
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P (#) = [%+Aq(x)]p (@)
¢ (@) = [#+Ag(x)]g(x)+A+Kq (=)
7 () = [x+Ag(®)]r (@) -+p+ Mg (@),

et des formules analognes pour P'(2), @'(»), B’ ().
A. Nous remarquons d’abord l’identité suivante:

(Bu—a0) - Ag ()] +(x M — Apr) [A 4+ K ()] — (K —A4) [+ Mg (@)] = 0.

Ainsi, si nous posons

(82)
(83)
(84)

(formule (27)),
(formule (29)),

(85)  v(w)=(Eu—AM)[p(2)—1]4(»M —Ap)q(z) — (K —24)7 (),
alors, d'aprés (82)-(84),
7' (@) = [+ Ag(w)]z(2) = plo) 7(®),
P (@)

done v(w)=ap(x). On a a=0 et 7(r)=0, puisque p(0)=1 et z(0)=0
(car ¢(0)=r(0)=0). Ainsi, sous ’hypothése »xK—AA50, de (85) il résulte
(71) et, en remplagant les lettres p,q,r,%,4,u par P, @,R,K,4,M et in-
versement — la formule (72).

B. Supposons maintenant que
#K—lA = 0.

Or i?—0=¢*—A4—& = xK—AdA, done Phypothése (86) peut &tre rem-
placée par :

(87)

(86)

a?—38t=0.
Les formules (84) et (82) impliquent que

¥ (o) = pt-Ma(@)+ o),
done .
ple)r'(@)—p' (@)r(®)  p+Mq(2)
7' (@) T p@)
D’aprés r(0)=0 il vient
F u+Mq()
(@) p(m)of S

D’une maniére analogue

z

R(x) —_—P(w)f_lg%'?g_(ﬂ at.

(88)
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I.1.14%). La formule (87) est satisfaite quand a=4¢ on a=—4. Dans
le cas I1.1.1 nous avons a>0, done si a=4, alors x—K>0. Si a=4, les
formules (44) impliquent que

(x—E) e*-E
PO)= ey

B x—K

T —Ke®Er Ly’
_ A(eE2 1)
= TR FrL,

P ()

A (6(u—K)x ___1)

10 = pmE

Q ()
done
Mg ()

_ u(r— KON QM (e FF 1)
p(0)

(n— K)o "
_ AM—Ep+(xp—AM)e” el
. x—K

o BT e,

89
(89) e

f/H—MQ(t) oy MM —Ep
J o K

D’aprés (45) nous avoms, pour a=94,

K—x
Iim p(2)=
pr() %

0,

done pour que la fonetion r(w) soit bornée il est nécessaire et suffisant
que dans (89) le terme qui contient # avee ’exposant 1 g’annulle, c’est-a-
-dire que la premidre des égalités (73) soit satisfaite. En multipliant cette
égalité par » nous obtenons xAM—xKu=0; alors, comme 1540, il résulte
de (86) que xM—Au=0, Cest-a-dire que la seconde des égalités (73) est
satisfaite.

De (78) il résulte que xu—iM=(x—K)u, donc (89) implique la for-

mule
@

ut+Mglt) , _ #
f () dt_%—-K

et la premidre des formules (74).
La seconde des égalités (73) étant vraie, comme nous Pavong démon-

tré, on a .
M+uQ()  Mu—Ed D) Ap(e 1)
P (x—K) %" -

d’on résulte la seconde des formules (74).

(1 —eE—=)

M,

3) La numération des cas est celle de la table.
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Si a=—34, les égalités (73) sont aussi satisfaites et nous obtenong
d’une maniére analogue les formules (75) (remarquons que la substitu-
tion de —0 & 6=(x—K)/2 correspond & la substitution de K & » et
inversement). :

I.1.2. Dans ce cas les formules (68), (70) sont satisfaites, d’ol

p+Mq(t)

O w1+ 28) + A Mt = p+(12] p+-AU)1

et
1 po (|| p-AM a2
() = ——— (A A M)t A = ———————— |
(@) 1+M|wof“ (12l u-+220)1] ey
La fonection #(x) étant bornée, il vient |A|u-+AM=0 (comme |i]=—K,
cela équivaut & 1égalité (73)) et M= —p signi.
1.2. Dans ce cas A=0, ainsi il résulte de (86) que »=0 ou K=0
(dans le cas 1.2 on ne peut avoir x=K=0). Si »=0, alors des solutions
1.2 de la note I il résulte que

p@)=1, P(a) =™,
(90)
9(0) =% (F°=1), Qo) =0.

91 i
&1 g(@) =~—(¢* —1), Q@)=0.

Dans le cas x=0 (formule (90)) nous avons

Ku—iM AM
= o S (1)

xz
1
) == | (Ku—2AM-i M=t ‘
(@) qu(u A MR K =

r(z) étant bornée, il en résulte que Ku—AM=0. Ainsi la premidre des
formules (73) est satisfaite et, comme x»=1=0, la seconde l'est aussi.
De 14 on obtient la premiére des formules (77). Or, nous avons

b

x
M
R(g) =6 | Me ™ ay = — (¢5°—1)
forewaX

et ainsi la seconde des formules (77) est vraie.
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Dans le cas K=0 il vient d’aprés (91)

A
w+-MZ (et —1) -
% sy —AM 1 —e""’)).
P

- €z
(92) r(z) = e"”‘f e at = % (ZMw -+
0

De la formule (88) il résulte que R(z)=Mz, donc M =0, R(x) =0,
ot (92) prend la forme de la premiére des formules (78).

I.2. Ce cas est symétrique au précédent et la démonstration est
analogue.

I.3. Dans ce cas il vient en vertu de 1'égalité (86) que x=0 ou K=0
(I'égalité »=K=0 est possible). Les formules (I.3) de la note T impli-
quent que si x=0, K#0, alors r(x)=pu», p=0 et

@z
M
R () = &2 f Mo =iy = = (1),
0
d’ol1 résultent les formules (79). De la méme manidre nous obtenons les
formules (80). Finalement, pour x=K=0, nous avons u=M=0 et
les formules (81).

Dans le cas 1.3 les égalités (73) sont satisfaites.

2.4. Les équations fonctionnelles. Nous allons étudier ici les fon-
ctions introduites dans le § 2.1. Remarquons d’abord que ces fonetions
satisfont pour ¢=1,2,...,n aux égalités

(93) g (Z‘ij(“’)‘l‘!li;‘(m)'{"""ﬁ(m)) =1,

e

i
L)

(Py (@) +Qy () +Ryy (2)) = 1,

Dgs

(94)

-

Jr=

qui résultent de leur sens probabilistique.

Nous allons exprimer les valeurs des fonetions py, ¢y yTig s Pigs Qigy Bz
pour I'argument @4y par les valeurs de ces fonctions pour les arguments
2 et y. Nous avons ici

@ ={u (L), pa(Ta), s n(Tnls Y= TNCANACANRYMOAY

et a+y= {Ml(Ilqu)yﬂz(Iqun),---;#n(InU']n)};I-LCHia J;CII; et les seg-
ments I, et J; sont contigus — I; & gauche de J;. Les segments Iy, Ip,...,1,
sont des projections orthogonales I'un de l'autre, de méme les segments

A A
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En d’autres termes, le mouvement de la moléeule relativement au
systéme IuJ={IwJ1,Iqu2,...,Inan} sera 6tudié par rapport aux
systémes I={II,12,..‘,In} et J={J1,J2,...,Jn}.

py(w+y) est la probabilité de la sortie de la molécule du cdté droit
du segment I;oJj, sous 'hypothése qu'elle est entrée dans le segment
I;uJ; du coté gauche. Ce phénomeéne peut &tre réalisé d'une infinité de
maniéres différentes, car la molécule peut sans sortir du systéme Iod
changer plusieurs fois de droite sur laquelle elle se meut et changer de
direction de sa marche: celle de droite pour celle de gauche dans le syste-
me J (avec la probabilité q,d(y)) et celle de gauche pour celle de droite dans
le systéme I (avec la probabilité @ (z)). Le nombre de changements de
direction. doit &tre pair, la premiére de droite 4 gauche, la derniére de
gauche & droite. Comme la molécule doit passer par les systémes I et J,
Pexpression pour py(x-+y) doit contenir les probabilités p. () et py(y)
(o 1<k , 1< n). De plus, le phénoméne dont nous ealculons la probabilité
peut étre réalisé par le passage de la molécule sans changement de diree-
tion (réflexion) de la droite II; & la droite IT, dans le systéme I et de IT,
& IT; dams le systéme J. Il résulte de ces remarques que

(95)  py(z+y)

n n o]
= 3 Npa@(tut Y D G0 Gherin (1)) 2 (1),
=11=1 m=17.:,1.,‘,.,’,1,;,: .
ott les indices fy,...,0msd1s--1jm_y Darcourent les valeurs 1,2,...,m —en

particulier le terme 0 est expliqué par la derniére remarque.
Bn effectuant dans (95) la sommation en ,,%,...,4, de 1 & » nous
obtenons

?iﬁ(w+y)=g§pik(m)(5kz+ 2:” 2 *S‘Mlsjlfﬁ---Sim_ll)sz(i‘/),
i =L 4y, e
ot .
(96) T os= D aw)Qul@  (,1=1,2,...,m),
et encore . w n
Diyle+y) = k}j 1 ?pikm)(amfm)m(y),

ol les fonetions f,; sont définies par la formule (55) pour les quantités
S11s+e-3Stns--9Sn1s-++ 1 5ny données par la formule (96). Du lemme 2 (§ 2.2)
il résulte que

- n n

1
Pyl@ty)=—-~ Zzpik(w)wklpli (%).

k=11=1
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Les expressions w et wy, définies aussi dans le § 2.2 et dépendantes
de Sp1ye-+sS1myeerSnLyeery Sy SONL, d’aprés (96), des fonctions de z et y,
ce que nous allons faire ressortir dans les formules. Ainsi finalement

n

1 n
D M pa(@)w(@,9) py(y).-

w(z,Y) £ 51

(97) Dy (@+Y) = —

¢ (x-+y) est la probabilité de la sortie de la molécule du segment
I;ud; du edté gauche, sous I’hypothése qu’elle est entrée dans le segment
I,ud; du cdté gauche. Pour que ce phénoméne advienne, le nombre des
changements de direction de la marche de la molécule dans le systéme
IodJ doit &tre impair, en particulier le premier et le dernier changement
de direction de droite & gauche dans le systéme J (fonctions 2 (¥))-
Remarquons encore qu’aprés lentrée dans le systéme Io.J elle peut chan-
ger de direction dans le systéme I, d’ott P’on obtient le premier terme dans
le membre droit de I'égalité

(98)  gy(@+y)
= Qi:l(m)'l'z 122’1}0(“)(%1‘1’ 2 2 Gy (9) @iy, () "'Q?‘ﬂ..liﬂ(y)Q’iul(m)) X

T=11=1m=1 v=1 1y,...,0»
Tyennsfr—1

X Gum, (Y) P (®) -

Nous transformons la formule (98) de la méme maniére que (95),
en obtenant

n n n

D pi(a) 01a(@,9) o (4) Py ()

k=1 1=1 m=1

1
(99)  gqy(@+y) =gy (2)— “w(@,y)

i (@-+y) est la probabilité pour que la molécule soit arrétée dans le
segment I;_J;, sous Phypothése qu’elle est entrée dans le segment L,ud;
du ¢bté gauche. Ce phénomeéne arrivera si la moléeule est arrétée dans le
segment J;, ou bien si elle ’est dans le segment I;. Nous obtenons la pro-
babilité de la premiére alternative de la formule (97) en remplagant le
dernier terme py(y), c’est-d-dire la probabilité de la sortie de la molé-
cule du cété droit du segment I; par 7y(y), c'est-a-dire par la probabi-
lité quelle soit arrétée dans ce segment. De la méme maniére nous obte-
nons la probabilité de la seconde alternative de la formule (99) en rempla-
cant le dernier terme Py (#) par By, (@) et le premier terme g () par 74 (z).
De 1a

(100)  ry(e+v)
1

= ry(0) = g ; Pala)ia(@.) (i) + 3 tom ) B @)

n n
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Dans les démonstrations des formules (97), (99) et (100) qui contien-

nent la série
2 8k Srjg + Sttt

m=1 Jy,....Jm—1

o0

la, convergence de cette série résulte du sens probabilistique des fonctions,
en particulier de ce qu’elles sont mon négatives. De plus, afin que les
formules (97), (99) et (100) aient un sens numérique, nous devons faire
1'hypothése que

(101y w(w,y) # 0

(e’est Phypothése analytique annoncée dans le § 2.1, que nous SUPPOSONS
remplie dans tout ce travail). D'aprés le § 2.2 nous savons que cela a lien
si les indgalités suivantes sont satisfaites:

n

2 ls;51 <1 pour
f=1.

1=1,2,...,0;

Qaprés (96) celles-ci sont satisfaites, entre autres, lorsque l’on a, pour
tous les z possibles,

1,2,...,m).

n . e
Mg <1, DQul@) <1 (@
g=1 g=1
La comparaison de ces derniéres inégalités avec les formules (93) et (94)
montre que ces inégalités n’altérent pas sensiblement la généralité des
raisonnements. .

Les formules pour Py (z-+y),Qy(@+Yy), Ry(z+y) peuvent &tre dé-
duites d’une manidre analogue; on y arrive en remplagant dans les formu-
les (97), (99) et (100) les letitres p, g, 7, w par P,Q, R, W et inversement,
ol

By—1 8 .o B
W=t ST
Snl Snz . ‘S’vm"'l
et
8= D Qn¥)@al@)  (i,1=1,2;...,m).
=1 '
Ainsi
1 n n '
02 Pylwot) = —oms D) D) a0l W@, Py(v)
I k=l Tm1

icm
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n n n

NS N B0 W, ) Qi (1) ),

k=1 1=1 m=1

1

(103) Qylz+y) = Qu(2) Wi

(104) Ry(@+y)

(Bytw)+ Z )

m=1

1 n n
Ry;(#) ” me) g ;Pﬁc (W)W@z (z,9)

2.5. Les dérivées des fonctions. Dans ce paragraphe et le paragraphe
guivant nous supposons lidentité des mesures uy,ps,...,H,y €0 C€ SeNs
que si les segments Ip,ly,...,I, sont des projections orthogonales 'un
de Tautre, alors uy (1)) =ps (Is)=... =y (I,)= 2. L’argument des probabi-
lités sera done maintenant le nombre » au lieu du systéme de nombres
Dy yDyyereyOpe’

Dans le § 2.1 nous avons fait Phypothése que les mesures uy;fizy---skn
sont des fonctions continues de Vintervalle, quelles sont finies sur les
intervalles et infinies sur les demi-droites. Dans le cas considéré ils exigtent
done pour chaque >0 et chaque y>>0 des segments I et J (qui peuvent
se réduire & des points), possédant seulement une extrémité commune
et tels que wy(I)=u, m(J)=y. Les probabilités étudiées sont donc dé-
finies sur toute la demi-droite {0,+o0).

Nous supposons encore Vexistence des dérivées A droite des fonctions
Pigr Qit s Tig Piry @iy Big (¢,j=1,2,...,m) au point 0 et lexistence d'un
point commun de dérivabilité de ces fonctions dans chaque voisinage
de droite de 0. Il résulte de la forme des équations (97), (99), (102)-(104)
que sous ces hypothéses toutes les fonctions considérées sont dérivables
gur la demi-droite (0,-+oo), done il en régulte aussi Vexistence des dé-
rivées partielles en z et en y des déterminants w(z,y) et wy(2,y).

En tenant compte du sens probabiliste des fonctions Py, ;. --» i
nOus SuUpposerons encore que les égalités suivantes sont satisfaites pour
$,§=1,2,...,m:

(108)  py(0) =Py(0) = 8y,  &y(0) =74(0) = @y5(0) = Ey(0) = 0.

Blles signifient que si la molécule ne rencontre pas de substance sur son
chemin, elle ne change pas de direction de sa marclre et ne quitte pas
1a droite sur laquelle elle se meut. Nous admettrons les notations sui-
vantes pour les dérivées & droite:

g = 15(0),
My = Ri;(0).

A= 5 (0,
Ay =Q3(0),

#ig = Dis (0);

(106) ,
Kiy' = Pii (0),
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11 nous faut b présent quelques formules auxiliaires. Des formules
(96) et (105) il résulte que pour z,y=>0

(107) 8y(2,0) = 85 (0,9) = 0.
De 13 et de la formule (54) nous avons
(108)  w(z,0)=w(0,y) =(—1)" wul@,0)= wy(0,9) = du(—1)""

(pour k=41 les déterminants w(,0), wi(0,y) ont une ligne ne contenant
que des zéros). En changeant les indices et en ajoutant les arguments
z et y, Lidentité (58) s'éerit sous la forme

n

(109) N (@) (sy— ) = 80 (@, 9).

=1

Nous la dérivons par rapport & ¥ et nous posons y=0, en profitant des
formules (107) et (108):

= s, | G ow
6C -t " —zl) B (-l(l) by =0 (“) )
I=Z: il ) ( 0y | y=0 Z 0y |y=0 i i 0y Jy=o

1=1

08ys . Oy ow
(5, = (ot )
(=1 0y Jy=0 \ 3y v=o+6'” oy Ju=0

et comme, ’aprés (96) et (106), il vient

08y 1
( ay )y=0 = % 23y (),

" D’oun

donc

dy
En dérivant Pidentité (109) par rapport & # et en posant o= 0, nous
obtenons (aprés avoir changé les indices) mme formule analogue & (110):

a n
(110) — (W Sy Whymo = (—1)" Z i @y ().
i

a k(3
(111) P (Wig+ O W)gg = (—1)" 2 qaly) A
i=

En utilisant les hypothéses de ce paragraphe nous allons caleuler
les dérivées des fonctions py;, 4y,74,Pis, Qs Rejy remplacant ainsi le systéme
d’équations fonctionnelles (97), (99), (100), (102)-(104) par un gystéme
d’équations différentielles qui pourra servir & une étude plus détaillée
de ces fonections et & trouver leur forme explicite.

En tirant partie de la symétrie des fonctions py (2-+y), ¢y (@+y)s- .o
Ry(w+y) en x et y et en profitant de lagymétrie dans la forme de

©
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ces fonctions nous obtiendrons deux formules pour la dérivée de chaque
fonetion ).

Nous dérivons la formule (97) par rapport & y et ensuite nous posons
y=0. Il résulte de (105) et (108) que

1 a n n
pis (@) = F@.0) (i) ZZ Pir () O (— 1) by —

W Jv=0 i £5
1 non % | n n N
— w@.0) [’;hzl pm‘k(w)( By )u=051;+k§§pm(m)5kl(—l) "li]
ow & F10ms "
T o ow e . - ‘
= —urpgta (), o e (52 )”=0+k%p,k(m>w

n

n P v
= (—1""! Z Pir (%) —5?‘/’ (s O W)y—o 1 k; Dix (&) 2xj

k=1

e, vu (110),

pig(w) = ZZ i (%) haa Dy (00)+2 Dire (%) % «
=

k=11=1
TFinalement nous avons

(112) py(@) = va pik(‘”)(”ki+ 5: @y (m)) .
o1 =

Nous ferons encore usage de la formule (97) en prenant la dérivée
par rapport & & et en posant #=0. 1 résulte des formules (105), (108}
et (111) que

’ 1 aw - 1 _
P31 (y) = 0.0 (—a;)m: 22 8 0 (—1)" 0y (¥)

B e
1 n n n n awkl
|3 s SEu(_o
%(0,9) [ggf%k a(—1)" " oy )+ g; \ 50 mzopz;(?/)
9 - oy N[ 0w
— (et (o) D rapm (=) (5,
=0 = e =

k1) n
i
=(—1)*"! (Wi O WomoPrg (Y) 41 Prei (Y)
n n

— ] 7 N 11/1%1' .
= ZZ au () Ap o (Y)+ k%{ o Pri (Y)

k=1 T=1 .

ms la note I nous utilisons ce fait directement. en obtenant (24).

Studia Mathematice XV. 19
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En remplagant ¥ par x nous obtenons une seconde formule pour la dé-
rivée de la fonetion py:

pig(w) = 2 (et 2 g (@) .| P (9).
k=1 1=1

En calculant la dérivée de la fonetion g; nous voyons que, d’aprés

(113)

(99), on a, pour y>0,
3 (@+y) — g (%) _ 1 sheh q}m(y)
¥ =T w(m,y) Zzzptk(m)wkl( '9) Py().

k=l =1 m=1

Or, comme ¢, (0)=0 (formule (105)), il résulte de (108) que pour y -0
nous obtenons la formule
n n

k=11=

9@ E Pite () Ot g P (%)

1m=

-

et, en changeant les indices de sommation,

n n

2 2 Pars () M Py ().

k=11=1

(114) g5 (@

Pour obtenir la seconde formule pour ¢ nous dérivons la formule
(99) par rapport & x et nous posons =0, en tenant compte des formules
(104), (107) et (110):

9 (y) = /1114- 1 ( )m 0222 OO (—

k=1 1l=1 =

0,9) [222 it O ( —1)" " Qi (4) O+

=1 J=1 m=1

QIm( ) 5mi -

n n

* ;g 22 Suk (%L:o%m () O+

_;‘anﬂzn‘ B O (=11 %m(y)sz‘]

k=1 l=1 m=1

= Ay+ (-a;)zao(—l)""lflﬁ(?/)'l— kZl‘ % Gry (Y) -+

T S dw; -~
+(=1) 12(%)= W)+ D daly) Ky

k=1 k=1

icm
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=dy+ 2 9 (¥) K+ 2 2t Qg (Y) +

k=1 k=1

5 0
F (=1 Y (it 0o (9)
k=1

= M—?‘Z Qe (Y Kkj'|'2 i Qs (Y +22 Ga(y) A G (Y

k=1 1=
d’ou
(116)  gy(@) = Ag+ ) (@ Kyt ) (vt D) 0u(®) An) gy (@)
k=1 k=1 I=1

De la formule (100) il résulte pour _é/>0

7y (@ +Y) —74(®)
Yy

- _ﬁﬁiﬁm( @) wgg (% (711 Y) Zsz ij(w)
‘ 19 51 1=

=@, (0)=0, on obtient pour y>0

=Zn:2n' Dir (%) Oz (,“IH‘ 2, A, B ( ))

k=11=1 m=1

Comme Ty ( 0)

done finalement
m] .E) Z Ptk (Mky ZAIcZle .'.0))

Représentons le terme 7;; (z-+y) dans la formule (100) comme la somme

de trois termes:
2 Diw () Wi (@, 1) 75 ()

ZZZM )W (%) Gom (¥) ﬁ(w).-

k=11=1 m=1

(116)

rgl@dy) =ry(e)— y)

Nous dérivons cette formule par rapport & x et nous posons 'm=0. Le
second membre différe de py(w-+y) (formule (97)) par la fonetion 7y(y),

qui y figure au lieu de py(y). Comme y n'est pas la variable de dériva-
19%
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tion, nous obtenons en dérivant Je second membre par rapport i «
D’expression

n n

(117) Z (%ik”‘ Z Qliz(?/)/lzzc)7‘ky' (%)
k=1 1=1

qui différe de py(y) (formule ( 113)) d’une maniére analogue par la fon-

ction 7,;(y) y figurant an lieu de py(y). Comme R,;(0)=0, il ne reste

en dérivant le troisiéme terme que expression contenant R (0), égale &

n n o

L k13
) -
— F _S_ Bite O (— 1" () Moy = } Qire (Y) My -
w(0,y) k=1 i=1 m=1 T=1

En ajoutant les expressions (117) et (118) et la dérivée du premier terme
égale & u;;, nous obtenons en posant y pour »

(118)

(119) (o) = pg+ D g @Mt ) (vt D, (@) duf (@)
k=1 k=1 I=1

Nous omettons les formules pour les dérivées des fonctions Py \Qis
Ry; on les obtient des formules (112)-(116), (119) en remplagant les lettres
“p,q,7y%,hyu par P,Q,R,K,A, M et inversement.

De plus, les équations (93) et (94) donnent pour 1=1,2,...,n

3 (pls ()t ()4 (o)) = N [Py (a)+ Q4 o)+ By (@) =0,

=1
d’oli, en vertu des notations (106), on a, en particulier,

J=

n . n
Z (2554 A+ ) = Z (Ky~+Ay-+ M) =0.
j=1 j=1

La formule (120) n’est pas la seule condition & laquelle doivent satis-
faire les paramétres (106). D’aprés les formules (105) et d’aprés les hypo-
théses qmue les fonctions analysées sont des probabilités, il résulte que
pour 4,j=1,2,...,n

19 Ky <0,

(120)

(121) ugy Ky =0 pour 4357,
Aigy iy g My 2= 0.

On ne sait pas si les conditions (120) et (121) sont suffisantes pour
que les solutions du systéme composé des équations (112)-(116), (119)
et des équations qu’on en tire en remplacant les lettres p,q,r,x,4,u
par P,Q,R,K,A,M et inversement, avec les conditions initiales (105),
soient des probabilités. Plus précisement, il est facile de démontrer que
les solutions de ce gystéme satisfont anx égalités (93) et (94). C’est pour-
quoi le probléme se ramene & vérifier que les fonctions py,gy,... By
sont non négatives.

icm
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2.6. Le cas d’équivalence des droites. Il est difficile de trouver
effectivement les solutions du systéme d’équations fonctionnelles obtenu
au § 2.4 ou bien du systéme d’équations différentielles obtenu au § 2.5.
(lest pourquoi mous nous bornerons & un cas spéeial — d’ailleurs assez
naturel.

Nous supposerons donc que les probabilités étudiées ne dépendent
pas des numéros des droitds ¢ et j, mais seulement de ce que i=j ou ESN
oest-h-dire de ce que la molécule reste ou non sur la droite sur laguelle
elle se mouvait antérieurement. Conformément & ces hypothéses mnous
remplagons les notations puy,gy,7y, Py Gy, By Par Do, oy oy Pos @os Bo
g i=4, et par p,q,r, P,Q,B si i7#j.

Tvidemment, dans ce cas, le systéme d’équations fonctionnelles
(97), (99), (100), (102)-(104) pourra &tre considérablement simplifié.
Pour cela nous introduirons certaines fonctions auxiliaires et nous étu-
dierons leurs propriétés.

Soient @, bo, Gy @0y @, b, ¢, d des nombres arbitraires. Nous défini-
rons des fonetions eg,lo,70se,4,7n par les formules

(122) g(c,d) = codo+(n—1)ed, e(e,d) = cod—+edy+(n—2)ed,
(123) Co(b,t},d)=£o(b,e(0,d)), C(b,c,d):e(b,a(c,d)),
(124) ’70(“:17707(2)=30(“,C(bycid))7 n(a,bw,d)=8(w;§(b,0,d)),

ot les arguments d’indice 0 sont omis dans les fonctions.
Soit, de plus,

(128) h="the—h, h=hy+(n—1)kh.

Pour la lettre » nous allons substituer les variables’ a,b,c,d et les
fonctions ,8,7.
Tes fonctions introduites satisfont aux relations suivantes: d’abord

(126)  (c,d) = s(¢,d)—e(0,d) = tady+ed—Gpd—0dy = (6g—0) (dg—d) = ¢d,
d'ott

(127 E(b,0,d)=é(b,e(0,d) =bod,

(128) n(a,b,0,d)=abeds

puis

(129)  Z(e,d) = so(¢,d) +(n—1)e(c,d)

= codo-\—(%——l)cd—{-(M,—l)cod+(1'b—l)cdo—{-(fn—l)(n——2)od
= [eo+(n—1)¢] [doH(n—1)d} = ¢d,
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d’olt .
(130) Eb,0,d) =5 (b,e(e,d) =bed,
(131) n(a,b,o,d) —abod.

Soient g, by, oy, dy (5,j=1,2,...,n) des nombres tels que
t=7,

iEj.

a, pour ©=7, dy
aﬁ_—_ R X ey daz
a ypour F#j, d

Etudions l'expression

pour
(132)
pour

Z Cim d'm;i .

m=1
Sa valeur dépend seulement de ce que I=j ou Is#j. Les formules (132)
donnent pour I=j

EGImdmy = epdp+ Z Ctm Gy = Gy g +-(n—1) od

M=

et pour 1£§

n
2 O Oy = Oy Ay~ Qg5+ 2 Cm O = Co @ +-edy+-(n—2) od.
m=1 ml

ma]

Daprés la définition (122) il résulte donc que

chm i =

m=1

&{c,d)
e(e,d)

pour Il=j,

1§,

(133)
pour

De la méme manibre il résulte des définitions (123) et (124) que

bogg(0,d)+(n—1)be(e,d) = o(b,c,d)
L ) pour k=j
(134) 22 byt Com o = . ’
s e boe(0,d)+beo(0,d)+(n—2)be(c,d) = L (b,0,d)
pour K #j
et
o no(@,b,e,d) pour ‘=j
(13) 373 3 tusbua oy = T ’
k=1iZim, n(a,b,e,d) pour §£j.

Nous appliquerons les formules (133)-(135) pour transformer les
équations fonctionnelles (97), (99) et (100). Occupons-nous d’abord du

icm
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déterminant w(x,y) et des compléments algébriques wy(z,y) qui figurent
dans ces équations. D’aprés (96) et (133) il vient que

&(2(9),9 () i=1,

¢(2(v),9()) il

Ainsi, dans le déterminant w(z,y) défini par la formule (54), les éléments

de la diagonale principale sont égaux, les éléments hors de cette diagonale

sont aussi égaux et w(z,y)=V,olt V est le déterminant de la formule
(59) dans lequel on a, en vertu de (136),

our
(136) 8= v

pour

(137) t=e(®),Q@)—-1, u=c¢(qy),Q@).

Nous avons done aussi

Vi pour k=I,
wkl(wa?/) =

V. pour k #~1.

Posons

Vi Wi (T,Y) V. wi (2,Y)
W = b e HRRATII 0= — —2% = e\I our k=£1.
TV wa,y) v wiwy) °

En appliquant les définitions (125) nous avons, d’aprés les formules
(63), (137) et (126),

s (Ve _Va) _ L
(138) o= (v V) T [ea(g), @ (@) —2(a(9),Q (@))]
T 1-¢(g),Q@)  1—q()Q (@)

et, d’aprés les formules (64), (137) et (129),
1 ) 1
—5(g,0@) ~ 1—-{w)@)
A T'aide des formules (134), (135) nous obtenons: de la formule (97)
Pol@+1) = Lo(p(@),0

p(e+y) ={(p(x),

~ Vt Vu _
(139) &=— (7+<n_1)7) -

Y4 (?/)) y
(140)

»,p(¥);

de la formule (99)
Qo(w'i'ff/) = 10(50)'1'770(? (m)awafl("./)fP(w))7

q(@+y) = ¢(@)+n(p (@), 0,9(9),P@));

(141)
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de Ia formule (100)

ro(@-1) = 1o(@) +Lo(p (#), 0,7 (%)) + 00 (P (), 0,4 (9), B (@),
(142)

7 (@4y) = (@) +L (p(@),0,7(y)+1(p(@),0,4(y), B(2)).
De la formule (93) nous obtenons de plus
Po(@) -+ (n—1)p (@) +go () +(n—1) g(@) -+ro(x) +(n—1)7 (2) =1.

Tn employant la définition (125) et les formules (130), (131), (139)
nous obtenons de (140)-(143) pour chaque z,y>>0

(143)

" P ()P (¥)

(e4y) = —r——=—">

ey 1—q(y)Q (=)

. - Y s q(y)
144 +y) = g (@) +p (@) P (@) ——=—,
(144) g(x+y) =q(@)+p )o@

. . L7 iR

Faty) = Fl@) o) YTIWED

1-—-q(9)Q (=)

(145) B(@)+i(@)+7 () =1.

En remplagant dans les équations (144), (145) les lettres p,q,r par
P,Q,R et inversement, nous gagnons les équations suivantes:

Plaoty) = LDEW)
1—§(@@ )
(146) Q(2+y) = Q@) +p (m)ﬁ(m)_ﬁy_lﬁ’
—q(2)Q(y)
Floty) = Blo)+B(@) PO W)
1-§(@)Q ()

(147)

En accord avec les notations (125) nous avons dang ces équations

(148)  $(2) =po(a)H(n—1)p(2), ..., R(2)=Ry(2)+(n—1)RB(z).
D’une maniére analogue, au moyen des équations (140)-(142) (mais

sans I'équation (143)), de la définition (125) et des formules (127), (128),
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P,@,R un systéme
le signe ~ introduit

(138) nous obtenons pour les fonetions p,g,7,
d’équations qui différe du systéme (144), (146) par
au liew de ~. Dans ce systéme nous avons

(149)  H@ =ple)—p(@), ..., R(@)=Ry(@)—R().

(~) Le systéme d’équations (144)-(147), auquel satisfont les fonctions
$,q,....,B est identique — excepté les notations — au systéme (2)-(9).
Les hypothéses faites sur les fonctions f},ﬁ,...,fﬁ dans ce § sont identi-
ques aux hypothéses faites sur les fonctions p,q,...,R dans la note I,
aingi la solution du systéme (144)-(147) est déja accomplie et les fonetions
cherchées sont données par les formules du § 1.2.

(~) Les fonctions p,g,...,R définies par les formules (149) ne sont
pas nécessairement des probabilités; nous savons seulement que pour
chaque 2 non négatif

(150) —1<p(@),q(®),7(2),P(2),Q(), B(@) <1.

Nous avons donc & étudier le systéme (3)-(5), (7)-(9) avee I’hypothése
(150) au lieu de I’hypothése que les fonctions cherchées sont des probabi-
lités. Cette étude a été faite an § 2.3 avec '’hypothése auxiliaire (66).
Dans le § 2.4 nous avons supposé que des égalités analogues (tormules
(105)) sont satisfaites. Ces égalités ont un sens probabilistique clair: la
molécule peut echanger de direction de sa marche et changer de droite
seulement lorsqu’elle rencontre de la substance parsemée sur les droites
II,,IT,,...,IT,. Dans notre cas les égalités (105) donnent

5o(0) = Py(0) =1,  g5(0) = Qo(0) = 75(0) = Eo(0) =0,

d’ot

c’est-a-dire bien les égalités (66). Ainsi la solution du systéme (144)-(146),
dans lequel Pindice ~ est remplacé par -, est celle du § 2.3.

Le fait que le systéme (~) est concordant au systéme (2)-(9) n'est
pas accidental. On peut arriver aux fonctions définies dans la note I en
considérant le mouvement de ,l'ombre de la molécule sur une droite
paralléle aux droites I7;,II,,...,II,, c'est-d-dire le mouvement de sa
projection orthogonale sur une telle droite. Nous illustrons cette projec-
tion en définissant les fonctions P,4,... ,1;’, par les formules (148). Il semble
que les fonctions g‘),{],...,l% n‘ont pas d’interprétation aussi naturelle.
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Te but final de ce § nest pas de trouver les fonctions (1438) et (149),
mais de trouver les probabilités po,do,-- Ry,p,4,..., B, définies au dé-
but de ce paragraphe. Il résulte des formules (148) e‘u (149) que

~ 1 ~ ~
Pn(w)=—ﬂjp(ﬂ9)+ " (), , Ro(w)=j;b“R(m)+ " R(x),
(151) ) )
1. 1. o .
== - = R(z)——R(=»
p(2)=— (%) - D (@), y Bl@)=— R(x) ()

Des relations linéaires analogues sont donc sabisfaites aussi par les dé-
rivées & droite de ces fonctions au point zéro:
Koy doye ooy Moy hyer ey My dyen oy My, 2oy M.

Nous savons déja que les fonctions Dy 15 gobtiennent des for-
mules du §1.2 en mettant au-dessus des symboles des Eonc’mons et des
paramétres x,K,4,4,8,0,0 lindice ~. Les fonctions p,q 1 P Q s’obtien-
nent des formules du méme paragraphe et les fonctions #, R des formules
(74)-(81), § 2.3, en ajoutant indice ~. Dans ces paragraphes on a dlscuté
les condmons qui doivent é&tre satistaites par les paramétres A K /1

x,l,,u,K /1 M. Ce ne sont pas des conditions suffisantes. Ces derniéres
ge déduisent du fait que les fometions définies par les formules (151) sont
des probabilités satisfaisant aux équations (145) et (147).

2.7. Résumé. Les résultats de ce travail sont contenus dans les
§§ 2.4-2.6. Dans le §2.1 nous avons défini les probabilités de certains
phénomeénes liés au mouvement d*une molécule sur un systéme de droites
paralitles. Nous traitons ces probabilités comme des fonctions de la me-
gure (masse) des segments que la molécule parcourt. Dans le § 2.4 nous
avons trouvé des équations fonetionnelles pour ces probabilités: ce sonb
les formules (93), (94), (97), (99), (100), (102)-(104). Des équations fonc-
tionnelles nous avons obtenu dans le §2.5 les équations différentielles
(112)-(116), (119). Pour trouver les probabilités étudiées nous nous sommes
bornés, dans le § 2.6, au cas spéeial de V’équivalence des droites et, en
introduisant les fonctions auxiliaires (148), (149), nous sommes arrivés
au systéme d’équations (144)-(147) qui a été vésolu dans la note I et
dans le § 2.3. En méme temps nous avons obtenu des relations inté-

ressantes avec le mouvement de la molécule sur une droite, qui a été
étudié dans la note I
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