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The general form of a linear funectional over K, (@) is

by—

Ez) =2 [ 2@t)dy ),

v a4t
where the functions v,(t) satisfy econditions (a)-(c) of theorem 1 and
> var y,(t) < oo.
v (an,b) .

One may also establish the convergence conditions for sequences
of functionals over K,(@). We shall formulate the following theorem,
coustituting a generalization of theorem 1 in [4], p. 210:

Let y,(t) be a sequence of functions of bounded variation in {a,b>,
continuous on the left in (a,b) and continuous at a fixzed point lye (a,b),
Yn(to)=0. Then the sequence ‘

b
J () dyn(t)

a
is comvergent for each function x(f) comtinuous and bounded in <a,t)J
U (f0yb> of and only if
(«) sup var y,(t)<oo,
n  {ab)

s

(B) for every £>0 there exists a number §>0 such that for each m

var 9y, () <e,
{to—d,to+ 8
(y) fthere ewists @ function y (i) of bounded variation in {a,b) such that,
for an arbitrary subsequence yy (), there exists an enumerable set A
and a subsequence yn‘h(t) convergent to y(t) for tela,b>—A.
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Le calcul opérationnel d’intervalle fini
par
J. MIKUSINSKI (Warszawa)

1. Dans un travail antérieur [2], j'ai introduit des opérateurs de
Heaviside comme des fractions f/g, ol f et g sont des fonctions conti-
nues dans lintervalle 0<¢t o et la ,,division’ est entendue comme 1’0pé-
ration inverse au produit de composition. J’ai montré que I’ensemble
de ces opérateurs est plus riche que celui fourni par la transformation
de Laplace, ce qui permet & de nouvelles applications, en particulier
dans le domaine des équations & dérivées partielles (cf. [4]).

" Une théorie analogue pour lintervalle fini 0<t<T est le sujet de
cet article. Ce calcul embrassera done par exemple la fonction {tg(2: /nT)}
(0<t<T), qui n’est susceptible d’aucune interprétation dans le calcul
opérationnel d’intervalle infini. Le nouveau calcul permettra d’obtenir,
dans la théorie des équations & dérivées partielles, des théorémes plus
forts, comme nous le verrons dans la suite.

Le caleul opérationnel d’intervalle infini peut parfois étre remplacé
par la transformation de Laplace,

£f = fe*ia,

lorsqu’on se borne & des fonetions transformables. Ceci est possible grice
au théoréme fondamental de Borel disant que le produit de composition
fg de deux fonctions f et g se transforme en produit ordinaire:

1) L(fg) = Lf Ly.

11 est cependant important de remarquer qu’une dualité pareille d’inter-
prétation est impossible pour le calcul opérationnel d’intervalle fini,
car la transformation finie

T
L£f = Jef(5)

ne jouit plus de la propriété (1). La transformation de Laplace ne peut
done servir de base pour le calcul opérationnel d’intervalle fini, méme
lorsqu’on se borne & des fonctions transformables.
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On peut méme voir facilement quancune transformation linéaire,
non nécessairement intégrale, ne peut servir de base pour le calcul opé-
rationnel d’intervalle fini. En effet, soit o= {a(f)] une fonction qui est
nulle pour 0<i<T/2 et non nulle pour T/2<¢<T. Alors on a

¢

a*={[ a(t—7)a(v)dr)=0. il existait une transformation linéaire La sa-
0

tisfaisant & la condition (1), on aurait .2(a%)=(La)*=0, d'otl La=0 et
a=0 par contre & la supposition.

2. Désignons par Cp Pensemble des fonctions complexes continues
a={a(t)} de variable réelle t, définies dans Dintervalle 0<t<T. Défi-
nissons dans Cp Paddition et la multiplication, en posant

a+b={a() + b} ={a@®)+d0)],
i
ab ={a @)} {b(1)} = {Ofa(z-z)b(r)dr}.

Cela étant, 'ensemble Cp constitue un ahneau commutatif.

Nous écrirons a=0 lorsque & est identiquement nulle dans 0<t<T;
dans le eas contraire mous écrirons a7 0. Si a. est identiquement nulle
pour 0<i<t,<<T, b est identiquement nulle pour 0<I<t,<<T, et si #,-+
-+4,>>T, on & ab=0. Le théoréme inverse est df & B. C. Titchmarsh [8];
si ab=0, la fonetion a est identiquement nulle pour 0<Lt<t, T et b est
identiquement nulle pour 0<i<t,<<T, ol t,-+t,>T. Done, les fonctions
nulles identiquement au voisinage (droit) de =0 sont les seuls diviseurs
de zéro dans Cy.

Il s’ensuit que la somme, la différence et le produit des diviseurs
de zéro est encore un diviseur de zéro; les diviseurs de zéro constituent
done un sous-anneau de Cp.

La décomposition du polynéme, & coefficients a;eCp,

(2) "+ a2t et g

en facteurs primitifs n’est pas en général unique. Soit par exemple a
une fonction qui est nulle pour 0<{¢t<{7'/2 et non nulle pour 7'/2<t<T.
Alors on a a2=0 et 2’ 2az=z(x -+ 2a)=(x+ a)(@+ a).
On a cependant le théoréme suivant:
8i Ve polyndme (2) se décompose en facleurs linéaires,
n
n (m_ b’i)i

i=1

de maniére quaucune des différences b;—b; (i5j) nlest pas un diviseur
de zéro, cette décomposition est unique (4. Vordre des factewrs prés).
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Démonstration. Supposons que

n n

®3) [[(@=b)=][(2— ).
Pour z=e¢,, il vient
(4) ]_ff:[(c,,—bi)=o.

Si le dernier produit ne contenait pas de facteurs nuls, il contiendrait
au moins deux diviseurs de zéro: ¢,—b; et ¢,—b;; leur différence b;—b;
serait encore un diviseur de zéro, contre 1’hypothése. Le produit (4)
contient done au moins un facteur nul; on peut supposer que ce soit le
facteur ¢,—b,. Cela étant, on peut remplacer, dans (3), ¢, par b,, ce
qui donne, aprés la division par z—b,, 1’égalité

n—1

n—-1
i];[1(50— b)=[](®—¢;).

=

Le théordme est donc vrai pour un certain =, lorsqu’il ’est pour n—1.
Par induction il est vrai généralement, car il est trivialement vrai pour
n=1.

Remarque. Il résulte de la démonstration que ce théoréme est
vrai non seulement pour l’annean Cp, mais aussi pour tout anneau com-
mutatif dans lequel la somme (donc aussi la différence) des diviseurs
de zéro est un diviseur de zéro.

3. Dégignons par (7 Vensemble des éléments de Cr qui ne sont pas
diviseurs de zéro. Les éléments de C; sont done des fonctions qui ne
s’annulent pas identiquement au voisinage de t=0. 8i aeCy et beCr,
on a abeCr.

Soit A, I'anneau-quotient formé de Cyp. Les éléments de Ap sont
done des fractions ajb, ot aeCp et beCz, avec les propriétés

afb=c|d lorsque ad=bhc,
a=akfk pour tout keCr.

L’addition et la multiplication dans A, sont définies comme d’ha-
bitude:
ac

(4]
4 bd’
Les éléments de A, seront dits opérateurs. Les seuls opérateurs a/b qui
sont diviseurs de zéro sont ceux dont le numérateur est un diviseur de

zéro dans Cp.
15*%
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Les calculs algébriques avec les opérateurs s'effectuent comme dans
Palgébre ordinaire, avec la seule restriction que les diviseurs de zéro ne

paraissent pas dans les dénominateurs. .
Le théordme sur la décomposition des polyndmes en facteurs, dé-

montré dans le paragraphe précédent, est encore vrai pour Panneau 07,

car Ia somme des diviseurs de zéro est un diviseur de zéro.

4. Beaucoup de propriétés des opérateurs dans lintervalle fini sont
analogues & celles des opérateurs dans Pintervalle infini; de plu.s,. leurs
démonstrations sont analogues. Ces propriétés seront énoncées ici sans

démonstrations. ’ ‘
La fonction 1=({1}, identiquement égale & 1 dans lintervalle 0 <t <T,

est dite 'opérateur intégral, car
‘ ¢
a={[a(x)dr}.
0

Si {a(t)} est une fonction sommable dans tout intervalle 0<t<t,<T,
on peut lui faire correspondre l’opérateur

i
{f a(r)dr}
LU
1
Ainsi les fonctions localement sommables sont ineluses au caleul
opérationnel.
L’ensemble des opérateurs de la forme {a}/l est isomorphe avec

Pensemble des mombres complewes a. On éerira done a={a}/ 1. Ainsi les
nombres sont inclug an caleul opérationnel. On a généralement

alf (1)} = {af (1)}
pour tout nombre complexe a e toute fonetion f (continue ou localement

sommable).
T’opérateur différentiel s est défini comme l'inverse de I:

o 1

Tl

8i @ est une fonction abgolument continue pour 0<t<7, on a
sa=a(0)+ o',

oil a(0) est la valeur (nombre) de a an point =0 et a’ est la dérivée de a.
Plus généralement, si la fonction & possede la (n—1)*@° dérivée abso-
Jument continue, on a )

$"a=""1a(0)+ ...+ 8a3(0) + a®V(0) 4 al",
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On a

U Rl
(s—af _{m—l)z@ }

pour tout nombre complexe a et tout nombre naturel n. Cette formule
permet d’établir pour tout opérateur rationnel en s la forme explicite

imsm+...+aﬂ
Bns™ .. 4B

ol a; et f; sont des nombres.

I’emploi de ces opérateurs & la résolution des équations différentiel-
les ordinaires & coefficients constants est le méme que dans le calcul
opérationnel d’intervalle infini. La seule différence est que lon peut
admettre maintenant, sans aucunes difficultés, des fonections qui ne

sont définies que dans Vintervalle fini 0<t<<T.

5. Toute fonction feCp peut &tre représentée dans la forme f= h%f,
(a=20), ol foeCp est une fonetion non identiquement nulle au voisinage
de t=0. Pareillement, tout opérateur a peut &tre représenté dans la forme
a=ha, (a=0), ol a, n’est pas un diviseur de zéro. Il s’ensuit que les
opérateurs h%ay, ol a>0 (et @, n'est pas un diviseur de zéro) sont les
seuls diviseurs de zéro.

Si b wlest pas un diviseur de zéro, Végalité h*a=hb (0<a,f <T)
entraine a<f. .

En effet, soit a=m/n, b=p/q, ot meCy et n,p,qeCp. Alors h°mg=
#np; le premier membre de cette égalité représente une fonction qui
est nulle pour 0<t<<a; le second membre représente une fonction qui
est nulle pour 0<t<<f et non identiquement nulle au voisinage droit
de f. Donc a<(f.

Voici un corollaire immédiat de la proposition précédente:

8i a et b ne sont pas des divisewrs de zéro, Végalité ha=hf b(0<a,f<T)
entraine a=p.

Autrement dit, étant donné un opérateur a, le nombre a (0<<a<{T)
dans Végalité a=h"a,, ol a, n'est pas un diviseur de zéro, est délerminé
untvoquement.

Pour tout opérateur o qui est un diviseur de zéro, il existe un opérateur
b=£0 tel que ab=0 et b*=0.

Dégignons par {Ha(t)} la fonction dont la valeur est 0 pour 0<<i<a
et 1 pour a<t<T. Les opérateurs

W={H,M} (e30)
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seront dits opérateurs de translation. Cette dénorpina.tion 'est justifiée
par la propriété suivante: Si ]‘:{f(t)} est une fonetion (continue ou loca-
lement sommable), le produit h°f est une fonction dont la valeur est 0
pour 0<t<<a et f(t—a) pour a<t<T.

On a en particulier K'=1 et h*=0 pour «=>T.

(8) PR =RotP.

Lorsque a+$=>T, on a 7ehf=0. Les opérateurs h% ol 0<ta<<T,
sont done des diviseurs de zéro.

11 s'ensuit que linverse de a“ («>0) n'existe pas et, par conséquent,
que la définition de h* ne peut pas &tre prolongée pour les valeurs non
négatives de a (de maniére que U'équation (5) soit satisfaite pour tous
a et § réels), contrairement au calcul opérationnel d’intervalle infini.

En effet, si a=h"a,, il suffit de poser b=Hh’b,, ol f est le plus grand
des nombres T—a et T/2.

Cefite remarque permet de compléter le théordme sur la décomposi-
tion du polyndéme de la maniére suivante:

S5 Pune des différemces b;—b; (E5£7) est un diviseur de w=éro, la dé-

composition du polyndéme en facteurs [T(z—0b;) nest pas unique.
i=1
Tn effet, on a alors, pour b0 convenablement choisi, (b;— b;)b=0
ot b*=0, d’oit (5—b;)(z—b;)=(0—b;+b)(@—b;—b). Done:
Si le polyndme 2"+ a e a4y, dont les coefficients @
sont des opérateurs, se développe en facteurs linéaires,

_Ij:('”_bi):

une condition néeessaire et suffisante pour que cetie décomposition soit
unique est quauoune des différences b;—b; (¢£]) me 801t pas un diviseur
de zéro. :

6. Considérons des fonctions a(A) dont Pargument A est numérique
et dont les valeurs sont des opérateurs de An; ce sont des fonciions opé-
rationmelles. Si, en particulier, a(A)eCp pour les valeurs considérées de Ay
1a fonction est paramétrique; elle peut &tre considérée comme une fonction
de deux variables a{i)=l{a(4,1)}.

On dira que la fonetion paramétrique a(i) a, pour A, <A<A,, une
dérivée continue o' (), si o' (A)={0a(4,1)/ BZ} , ou la dérivée partielle
entre les crochets est continue dans le rectangle 1,<A<Cl,, 0<i<T.

Généralement, on dira qu'une fonction opérationnelle 7(1) a la dé-
rivée f (1) dans Pintervalle 1, <<A<CA,, lorsqu’il existe une fonction para-
métrique a(2) ayant, dans 4, <<A<4,, une dérivée continue a'(4) telle que

1 ©
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f(A)=a(d)[b et ' (1)=a'(A)/b, ol b est un élément de €. Dans le cas
ol les valeurs de f(1) sont des nombres, la dérivée f'(1) coincide avec
la dérivée au sens usuel. .

La notion de dérivée pourrait étre introduite d’une maniére plus
générale (comme dans le calcul opérationnel d’intervalle infini), mais
nous n’aurons pas besoin, dans la suite, de cette généralisation.

La dérivation des fonctions opérationnelles jouit des propriétés
ordinaires: ’

[F(A)+gD)] =F(A)+g'(4),
[F(A)=g(D)]) =F(A)—g'(4),
[F(AgA)) =F Mg+ (A)g'(A),
faf(D)] = af'(4),
o) =7 (¢@) v (A);

ici @(1) est une fonetion & valeurs numériques. De plus, si f/(1)=0 dans
un intervalle A, <<A<4,, la valeur f(1) est la méme dans cet intervalle
(la fonection est constante).

La définition de la dérivée §’étend facilement & Dintervalle infini
de A: on dit que f'(A) est la dérivée de f(1) dans un intervalle infini lors-
qu’elle ’est dans tout intervalle fini v contenu.

7. Supposons qu’une fonction opérationnelle z(1) satisfasse dans
Tintervalle 0<{A<C4; & 'équation

(6) ax’ (1) = bz (%),

oil @ et b sont des opérateurs dont I'un, au moins, n'est pas un diviseur
de zéro. On peut admettre, sans restreindre la généralité, que

»(4) =y (A)r,

olt p,qeCp (peCy ou geCr), y(A)={y(A,1)}eCr (0KA<A) eb reCp. En
multipliant (6} par r et revenant & la notation habituelle, on peut éerire

a=plr, b=qlr et

(7) P(i—f)ﬂx(l,f)df=ftQ(t—f)y(l,T)dT
]

Ot

dans le rectangle

(8) 0<A<hy, OI<T.

Ainsi Détude de I’équation opérationnelle (6) se réduit & l'équation
& dérivées partielles (7). Il est important d’avoir quelques théorémes
d’unicité, concernant ces équations.
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Supposons que x(0)=0 ou, ce qui revient au méme,

9 ¥(0,8)=0

Si les coefficients a,b ou p,g satisfont & cerfaines conditions, il s’ensuit
que z(1)=0 dans Pintervalle 0<<A<CA, tout entier et y(4,t)=0 dans le
rectangle (8) (cf. [7]). Mais généralement on peut affirmer seulement
que y(4,t)=0 dans le triangle (ef. [1])

A At

<t i«
(10) 0< <z +p<l

pour -.0<t<T.

ceci wimplique évidemment pas «(4)=0 pour 0<<A<<hy.

11 gensuit qu'il n’existe pas, pour Péquation (6), de théoréme d'uni-
cité analogue & celui dans la théorie des opérateurs d’intervalle infini,
On a cependant le théoréme d'unicité suivant:

Fiant donnée une condition indtiale w(0)=Fk, il ewviste au plus une
fonction opérationnelle x(2) satisfaisant & cette condition et & Déquation (6)
dans Dintervalle 0<KA<oo fout entier.

En effet, supposons qu'il existe deux telles fonctions 2y (1) et my(A).
Alors leur différence w,(A)=a (1) —, (1) satisfait & la méme équation (6)
avec la condition initiale x,(0)=10. Il existe, pour tout intervalle [0,4,],
un opérateur 7, #0 tel que la fonetion rzomo(l):y(/’l,lo)-——y(}.,lﬂ,'t) ent
paramétrique dans le rectangle (8) et y satisfait & Péquation (7) avec
la condition initiale (9). Elle est donc nulle dans le triangle (10). Fixons
arbitrairement un nombre u>0. Si 4)>pu,
onay(u,h,t)=0pour 0t <a=4T (A —pu)
et, par conséquent, #,(u)=h"a, olt I'opéra-
teur ¢ peut &tre un diviseur de zéro. Po-
sons @,(4)="hb, ol b n’est pas un divi-
seur de zéro. De D’égalité h°a=Phb on tire
agB. 8i Ay—>o0, ¢ s’approche de T. On
a donc B=T et, par conséquent x,(u)=0. Or, le nombre x peut &tre
fixé arbitrairement, ce qui entraine @,(A)—,(1)=0 pour tout i>0, d’olt
le théoréme.

Fig. 1

8. Rtant donné un opérateur w, désignons par ¢ la fonction opé-
rationnelle qui satisfait, pour 0<{A<<oo, & 'équation différentielle
(11) "2 (A)=wa(l)

avec la condition initiale x(0)=1. :
Ainsi les fonctions exponentielles se trouvent définies, tout d’abord,
pour les valeurs non-négatives de Pargument A. Le prolongement de ces
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fonetions pour les valeurs négatives

(12) =™ (1>0)

est possible lorsque ¢ n’est pas un diviseur de zéro.

Bn particulier, la fonction A* satisfait & Péquation a'(A)=—sz(4)
avec la condition initiale #(0)=k'=1. On a donc h*=e~**(1>0); comme
les opérateurs h* sont des diviseurs de zéro, la fonction e¢~* ne se laisse
pas prolonger pour les valeurs négatives de A.

La fonction

1 pour A=0,

A ;} A>0
— ex]p — pour
{21/7“36 p4t} pour s

satisfait pour 30 A Déquation «'(2)=—ysz(d), ot 1f)s= {1V 7t}
On a donc w(l):a"/“x Les valeurs de cette fonction ne sont pas des
diviseurs de zéro, elle se laisse done prolonger aux valeurs négatives
de A au moyen de I’équation (12).

z{d)=

9, Les deux fonctions exponentielles précédentes sont des cas parti-
culiers des fonctions du type e~ ot 1/s*={t*"/I'(a)} («>0). La
théorie des fonctions ¢~=* est analogue A celle pour les opérateurs d’in-
tervalle fini, exception faite pour la fonction ¢~%, qui n’existe pas pour 1
négatif.

8i a<l, la fonction e emiste pour tout A complewe; st u=1, elle
nexiste que pour 13=0; si a>1, elle n'existe pas du tout.

(On dit généralement que ¢” existe pour les valeurs complexes
de 2 lorsque la fonction ¢”®* existe pour A0, quel que soit le nombre
complexe w#0).

De plug, si a<1, elle se laisse représenter dans Ia forme d'une série
de puissances

2a

s 8
—8% __ 2
[4 —-1———]!2.—{———212-{—...

convergente pour tout A complexe. (Une série d’opérateurs a4 a;—+ ...
est convergente lorsqu'il existe un opérateur ¢ non diviseur de 0 tel que
by=q(@;+...+a,)eCp et b, converge ngniformément dans tout intervalle
0t <ty<T). 8i 0<a<l et 1>0, on a la forme intégrale

+ico

-850 a
et =—— | exp(zt—2"i)de
Ty | R

ol lintégrale est prise le long de l'axe imaginaire de z.
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Toutes. les démonstrations sont analogues & celles dans le cas du cal-
cul opérationnel d’intervalle infini (cf. [3]) et il n’y a pas besoin de leg
reproduire ici, Remarquons seulement que la démonstration de la non-
_existence de e °" pour a>1 et A imaginaire nécessite la notion d’intégrale
d’une fonetion opérationnelle, qui se laisse introduire d’une maniére
tout & fait analogue an cas des opérateurs d’intervalle infini.

10. Soit w=q/p, ot peCp et geCp, et soit A, un nombre fixé arbi-
trairement. On a le critére général suivant pour Pexistence de e™:

Afin que la fonction exponentielle ¢ emiste pour A0, il faut et 4l
suffit que Pégquation (7) ait une solution y(i,t) (pourvue de dérivée par-
tielle y,(1,t) continue) telle que y(0,%) ne SLannule pas identiquement aw
voisinage de t=0.

Nécessité. Si ¢ existe, elle peut &tre représentée, pour 0<LA<A,
dans 1a forme y(1)/r, ol reCp et y(A)={y(4,1)}eCr. La fonction paramé-
trique y(A) satisfait & I’équation (7). De plus, on a y(0)/r=1, ce qui en-
traine que ¥ (0,t)=7r(f) n'est pas identiquement nulle au voisinage de
t=0.

Suffisance. Si y(1,t) est une solution de (7) telle que y(0,f) ne
g’annule pas identiquement au voisinage de ¢=0, la fonction opération-
nelle z(1)=y (1)/y(0) satisfait, dans Dintervalle 0<{A<CAy, & I'équation (11)

~avec la condition initiale #(0)=1. Si nouns posons par récurrence

z(A)=m(nd) - 2(A—ni)) pour BAKAL(n+1)4 et n=1,2,...,

la fonction x(A) sera définie dans D’intervalle 0<CA<oco tout entier; elle
sera donc la fonetion exponentielle e,
Le critére précédent permet de démontrer le théoréme suivant:
Soient a,...,a, n nombres réels distincts et B,...,p, n nombres com-
plexes non nuls. Pour que la fonction exponentielle

exp [(f18™ 4 ... +Bn5™) 1]

existe pour A positif, il faut et il suffit qu'il ewiste pom A positif chacune
des fonctions exponentielles

exp(B18™), ..., exp(f,s™).

Pour les opérateurs d’intervalie infini, le théoréme analogue a été
démontré dans un ftravail antérieur ([3], p. 222). Cette démonstration
n’exige & présent qu'une petite précaution. A savoir, il faut choisir les
nombres dy,...,0, qui interviennent dans la démonstration de manidre
qu’ils soient tous inférieurs & 1. De plus, il faut remplacer le domaine

(25) du travail cité par 0<CA<CAy, 0<t<<T. Alors chacune des fonctions

- ©
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x(A,t/6;) existera dans ce domaine, ce qui permettra d’achever la dé-
monstration sans changer sa suite.

11, Considérons encore l'équation (11) dans un intervalle fini
M <A<LA, quelconque. Si la_fonction ¢ (A1>>0) existe, toute fonction
de la forme c6®%~*) est évidemment une solution de (11) dans Vintervalle
1, <A<4,. On a le théoréme inverse:

Si la fonction & emiste powr 1320, toute solution de (11) dans Vinter-
valle <A<A, est de la forme m(A)=ce”=™, ol ¢ est un opérateur.

En effet, si #(4) est une solution de (11) dans A4, <A<y, 1a fonetion
2y (A)=2(4,+2) est une solution de (11) dans 0<CAL Ay, Ol Ag=2y—2;.
Posons @y (A) =, (4) e pour Ay<i<oo. Alors la fonction zo(4) sa-
tisfait & Péquation (11) dans Vintervalle infini 0<A< oo, ce qui entraine
(1) =, (0) €, L’aprés le théoréme d’unicité du paragraphe 7. Done
2 (A= (4) e,

Ce théordme a une conséquence intéressante pour ’équation (7).
11 g’ensuit que §’il existe une solution x(1,t) de cette équation satisfaisant
% la condition initiale

(13) ©(0,0)=71(),

olt F(t) est une fonction donnée, cette solution est unique. L’existence
de ¢ assure done lunicité de la solution de (7) lorsque la condition
(13) est donnée. D’aprés le critére du paragraphe 10, on a le théoréme
suivant: :

Llexistence dune solution y(,t) de (7) telle que y(0,t) n'est pas iden-
tiquement nulle au voisinage de =0, assure Punicité de la solution de (7),
quelle que soit la condition initiale (13).

Remarquons encore que le théoréme du début de ce paragraphe
est équivalent au théordme suivant:

Si la jonetion e~ ** ewiste pour 10, toute solution de (11) dans Pinter-
valle 2, <AL, est de la forme 2(A)=0e""®=N o ¢ est un opérateur.

12. L'opérateur w sera dit logarithme droit lorsque la fonction ex-
ponentielle ¢** existe pour 2 positif et n’existe pas pour i négatit. 11
sera dit logarithme gauche lorsque la fonction ¢°* existe pour A négatif
et n’existe pas pour A positif, ou, ce qui revient au méme, lorsque 1'opé-
rateur —w est un loga,rithﬂxe droit. Si enfin la fonction ¢ existe pour
tout A réel, Popérateur w sera dit logarithme bilatéral. '

Par exemple, ]/ s est un logarithme bilatéral; s
gauche, —s est un logarithme droit.

Supposons, dans la suite de ce paragraphe, que w soit un logarithme
droit.

est un logarithme
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Alors €% est pour tout A>0 un diviseur de zévo. En effet, si pour
un i,>0, Popérateur €™ n’était pas un diviseur de zéro, on pourrait
poser

—-UA___ W(A—nkg)

811*11/‘.0 ¢

e pour (n —1)A <A<Indy, n=1,2,...

La fonction ¢** serait done définie pour les valeurs négatives de A.

Posons ¢=p®.r(1), ol () est une fonetion numérique telle
que 0<g(A)<T pour 2>0 et r(1) une fonction opérationnelle dont les
valeurs ne sont pas des diviseurs de zéro. On a o(0)==0. Btant donné
un nombre positif 4,, on peut multiplier ¢” par un opérateur choisi de
maniére & obtenir une fonction paramétrique continue dans le rectangle
0<KA<,, 0<t<T. Cette fonction est nulle dans le domaine 0<CA<Ay,
0<t<p(4) et, pour A fixé, non identiquement nulle au voisinage droit
de t=g(4). Il s’ensuit que g(2) est une fonction continue pour 0<CA<A,.
L’intervalle 0<{A<CA, pouvant é&tre choisi arbitrairement, la fonction
o(A) est continue dans lintervalle 0<{A<<co.

D’autre part, toute fonction exponentielle € satisfait & ’équation
fonctionnelle ¢*-¢"*= ¢“*+# (0 <A< u), ce qui se démontre comme dans
le cas des opérateurs d'intervalle infini. Donc he¥r(1) Wy (u) =
=h7 (3 4+ u) pour 220, u>0, @0l o(i)+ e(u)=e(+u) pour
220, uz=20 et o(A4u)<<T. Il $’ensuit qu'il existe un nombre positif «
tel que o(A)=al pour 0<A<A="Tla. [On & donc €% =h"r(l)
pour 0<{A<C4,, ol les valeurs de (1) ne sont pas des diviseurs de zéro
et le nombre «>0 ne dépend que de w.

Le nombre « ainsi déterminé sera dit nombre caractéristique du
logarithme droit w.

En vertu du théoréme du paragraphe 11, si w est un logarithme droit
et a>0 son nombre caractéristique, toute solution de T’équation (11)
est de la forme ch*®*r(1—1,). Par des raisons de symétrie, toute solu-
tion de. I’équation
(14) @' (A)=—wn(l) (<A<
est de la forme ch*®Mr(1,—1). Il Sensuit que pour un logarithme droit
avec le nombre caractéristique >0, la solution z(1) de (14) n’est pas
déterminée univoquement par sa valeur au. point A=},

En interprétant cette proposition pour I'équation (7), on dira que
si qlp est un logarithme gauche, la condition (13) w'assure pas Punicité
de la solution x(4,t).

Pour Téquation (11), les résultats de ce paragraphe peuvent étre
résumés de la maniére suivante, pas trés précise mais suggestive:
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Le logarithme droit assure Dumicité droite mais wassure pas Punicité
gauche. Le logarithme gauche assure Vumicité gauche, mais n'assure pas
Vunicité droite. Le logarithme bilatéral assure Punicité bilatérale.

13. Soit 0<T<T. On peut établir un homomorphisme entre les
opérateurs de I'intervalle 0<t<T et une classe d’opérateurs de l’inter-
valle 0<t<T. A savoir, faisons correspondre & tout opérateur a=p/ge Ap
(p,q€Cr) Popératenr @=F[je Ay (P,76CF) tel que les valeurs des fone-
tions p,q et P,§ coincident respectivement dans lintervalle 0<t<7T.
L’opérateur @ sera dit Popérateur partiel de a.

Il est évident que L’opérateur partiel @ est déterminé univoquement
par o et ne dépend pas de la représentation a=p/g. D’autre part, diffé-
rents opérateurs se rattachent au méme opérateur partiel. Il est aussi
évident que si @ et b sont des opérateurs partiels de a et b, G405 et @b
sont des opérateurs partiels de a-+b et ab. La correspondance établie
est done un homomorphisme par rapport & laddition et la multiplica-
tion.

De plus, si une fonction opérationnelle x(1) a la dérivée continue
@’ (2), la fonction partielle (1) a la dérivée continue Z' (1) dont les valeurs
sont des opérateurs partiels correspondant aux valeurs de 2’ (2).

La correspondance entre les opérateurs partiels de o et les opéra-
teurs h%, ot a=T—T, est biunivoque. En effet, étant donné un opéra-
teur h%a, on peut le représenter, de différentes maniéres, dans la forme
h®plq; mais si h%p;/q;=h"palgs, o0 a B*p,gy=TH"pyg,. Par conséquent
D1§.=P,71, ce qui entraine 7, /7, =7,/7, et 'unicité de Popérateur partiel a.
Réciproquement, étant donné un opérateur partiel @, on peut tirer
une conclusion inverse, ce qui montre Iunicité de Popérateur corres-
pondant A%a.’

Si I'opérateur partiel a est nul, lopérateur correspondant h*a est
nul. I1 en résulte la proposition suivante, qui nous sera utile dans la suite:

8i, pour un opératewr a, Vopérateur partiel @ est nul, quel que soit
Vimtervalle partiel 0<t<T, on a a=0.

14. Appelons Vopérateur w logarithme lorsqu’il est un logarithme
droit, gauche ou bilatéral.
Si w est un logarithme droit, on peut écrire, pour A0

(13) = h?r (1),

ol les valeurs de 7(4) ne sont pas des diviseurs de zéro. Le nombre carac-.
téristique a est défini par 'équation (15) univoquement.
8i w est un logarithme gauche, —w est un logarithme droit et 1'on
a pour A=0
e~ = 1y (2),
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ot les valeurs de 7,(1) ne sont pas des diviseurs de zéro. Par conséquent,
on a (13) pour i<0, a=—a; et r(A)=r,(—2). Définissons done, pour
tout logarithme gauche, son nombre caractéristique a comme le nombre
(unique), satisfaisant pour 2<0 & (15), ott les valeurs de r(4) ne sont pas
des diviseurs de zéro.

Attribuons enfin, & tout logarithme bilatéral w, le nombre 0 comme
son. nombre caractéristique.

Ainsi, & tout logarithme w est attribué un nombre caractéristique a.
11 est positif lorsque le logarithme est droif, négatif lorsque le logarithme
est gauche et nul lorsque le logarithme esb bilatéral.

S « est le nombre earactéristique de w, —a est le nombre caracté-
ristique de —w. )

Le nombre caractéristique de L’opérateur —as est a, quel que soit
le nombre réel a.

S w est un logarithme bilatéral, Popératewr w—as est un logarithme
avec le nombre caractéristique c.

En effet, c’est trivial pour a=0. 8i >0, on a, pour i>0, o —
=h4¢% o ¢ west pas un diviseur de zéro. La démonstration pour
a<<0 est analogue.

1 est évident que si w est un logarithme avec le nombre caractéri-
stique a, Popérateur partiel % est encore un logarithme avec le méme
nombre caractéristique a.

On a le théoréme suivant:

§i w est un logarithme et o son mombre caractéristique, UVopérateur
partiel de w est de la forme W=w,—a3, o By est un logarithme bilatéral
¢t 5 Vopérateur différentiel (de Vintervalle o<t<T).

(Pest trivial pour o«=0. Supposons que «>>0. Soit {y(ﬁ,t)}:_@/(l)
une fonetion paramétrique ayant la dérivée partielle {yl(l,t)} continue

dans le rectangle (8), olt Ay=T[a, satistaisant &
t I’équation (7), et telle que %(0,t) n’est pas iden-

T tigquement nul au voisinage droit de {=0. L’existence
m d’une telle fonction est assurée par le critére du para-
grapphe 10. On peut supposer, de plus, que {y(1,t)}

0 %074 3 egt continfiment dérivable par rapport 4 ehacune
Fig. 2 des variables A et ¢, car on peut, s’il y a besoin,
. multiplier y(A) par 1.

On a y(l):y(O)é‘”‘:y(O)h"‘r(}L), ol les valeurs de »(A) ne sont
pas des diviseurs de zéro. Il s’ensuit que la fonetion y(4,t) est nulle
dans le triangle 0<t<Cod<<T et que, 1 étant fixé dans DPintervalle
(0,4y), la fonection y(1,t) n’est pas identiquement nulle an voisinage droit
de t= .
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La fonetion =(4,t)=y(4,al+1t) satisfait, dans le triangle
(16) 0t —ad< T,

4 Véquation intégro-différentielle
i i 1
(17) Ofp(t— 7)2, (A, 7) dr =nfq(t-—r)z(l,1r)dr+ afp(t—1)7(d,v)dr.
0

De plus, 4 étant fixé dans lintervalle (0,1,), la fonction z(2,t) n’est pas
identiquement nulle au voisinage droit de t=0.

Soit 0<T<T et 4=(T—T)/a. Le rectangle 0 <1<4, 0<t<T,
est contenu dans le triangle (16), Péquation (17) est donc satisfaite, en
particulier, dans le rectangle.

En introduisant les opérateurs partiels, nous pouvons écrire cette
équation dang chacune des trois formes suivantes:

i

7 (A)= (7 + aPA)E(4), A
Ip7' ()= (Ig + ap)z(1), —
' _ A
Z'(A)= (W+ aF)Z(A) Tig. ;::-Tfi

Les coefficients de la seconde de ces équations sont des fonetions
continues. En vertu du critére du paragraphe 10, il existe, pour A>=0
la fonction exponentielle e'* ™) car la fonction 2(0,t) n'est pas identi-
quement nulle au voisinage de ¢=0. Or, il en est de méme de la fonction
x(4,,t), done, par symétrie, la fonction exponentielle existe pour A<0.
On voit ainsi que l’opérateur @,=w-+a est un logarithme bilatéral,
ce qui achéve la démonstration.

Du théoréme précédent, nous allons tirer quelques coroliaires.

8% w,,w,y €t wy+w, sont des logarithmes et o;,a, sont des nombres ca-
ractéristiques de wy,w, respectivement, la somme o +ay st le nombre ca-
ractéristique de wy-w,.

‘eci est presque trivial lorsque a,=a,=0, car la somme de deux
logarithmes bilatéraux est un logarithme bilatéral. En effet, si les fonc-
tions exponentielles ¢* et ¢ existent pour tout A réel, on vérifie sans
peine que la fonction z(1)=¢"?-¢** satistait, pour tout 4 réel, & I'équa-
tion @' (A)= (w,+w,)@(A) avec la condition initiale z(0)=1, on a done
o (A=W ot 40, 4w, est un logarithme bilatéral.

Si a; et a, sont arbitraives, les opérateurs ,— o8 et Wy— )3 sont
des logarithmes bilatéraux. Leur somme W, -+ Wy — (3 +0,)§ est encore
un logarithme bilatéral. Donc a;4 e, est le nombre caractéristique de
W, -+, eb, par conséquent, de w;+ 1w,.
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8i w, et w, sont des logarithmes, Vopératour partiel W+ W, est un lo-
garithme.

Tn effet, si o et a, sont des nombres caractéristiques de w, et w,,
lopérateur 7+ W, — (o + 0p)8 est un logarithme bilatéral et ;- ,
est un logarithme.

Si w est un logarithme, Punicité bilatérale pour Déquation

@' (1) = (w+as)(2)

o liew lorsque a est le nombre caractéristique de w et seulement dans ce cas.

En effet, w3 est un logarithme bilatéral, T'unicité bilatérale a done
Tien pour Léquation Z'(A)=(w+a3)E(4), done, si #(0)=0, on a x(0)=0
et x(A)=0, quel que soit lintervalle congidéré, A, <<A<0 ou 0<CAKA,.
Comme lintervalle 0<i<T (T<T), relatif aux opérateurs partiels, peut
otre choisi arbitrairement, 'égalité Z(A)=0 entraine 2(A)=10, ce qui
prouve la proposition.

Nous énoncerons encore deux théorémes qui nous seront utiles dans
la suite.

S Véquation (11) a, dans un intervalle L <A<y, wne solution x(A)
non identiquement nulle, opérateur partiel W, relatif & un intervalle 0<t<T
convenablement choisi, est un logarithme.

En effet, soit § le plus grand nombre tel que x(A)=hfy (). On a
0<pf<T. Posons T=T—pB et considérons la fonction 7(4) dont les valeurs
sont des opérateurs partiels de y(4). Il exifte au moins un point de l'in-

“tervalle A, <A<, ob F(A) n’est pas un diviseur de zéro. De plus, cette
fonction satisfait & Péquation 7' (1)=wy(4). Il existe donc la fonction
exponentielle ¢ (pour A>0 ou pour A<0), ce qui achéve la démonstra-
tion. :

8i w=w,+w,, w, est un logarithme et Véquation

(18) @' (A)=w,w ()
n'a, dans Vintervalle A, <A<y, que la solution identiquement nulle, alors
il en est de méme de Véquation (11). .

Supposons, par contre, qu’il existe une solution de (11) qui n’est
pas identiqg}ament nulle. Alors Popérateur partiel %, relatif & un inter-
valle 0<{t<T' convenablement choisi, est un logarithme. Soit o son nombre
caractéristique. Si I’on raccourcit encore lintervalle 0<i<<T, l'opérateur
W—0o3 sera un logarithme bilatéral.

Soit a; le nombre caractéristique du logarithme w,. IL’opérateur
partiel @,—a,5 est un logarithme bilatéral. On peut supposer, sans re-
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streindre la généralité, que les deux opérateurs partiels %—a3 et @, —a;3
se rattachent au méme intervalle partiel 0<{t<T. La différence

(W — aB) (W), — 0,8) = Wy — (@ — ;)5

est un logarithme bilatéral. Par conséquent, Popérateur w, est un
logarithme ef il existe des solutions non identiquement nulles de I’équa-
tion & (1)=w,%(A) et il en est de méme de ’équation (18). Cette contra-
diction achéve la démonstration.

15. L’équation & dérivées partielles
m n

Zzamxaﬂt"(15t)=¢()'7t)y

=0 y=0

(19)

ol a, sont des nombres, considérée dans le rectangle 0<<A<C,, 0<t<T,
se laisse écrire, en symbole du ecaleul opérationnel,

(20) U 8™ 4 ...+ ggz=F(1),
ol
a,=ans" . Fay  (p=0,...,m),
(21) m ol
f(l)r—{w(l,t)}+/§)g!£0a”,8”'”“want~ (1,0).

Comme dang le cas des opérateurs d’intervalle infini, le polynome
caractéristique de (21), apw™-+...+ a, se décompose en facteurs linéaires

m

a [T(w—1,),
p=1
o les opérateurs w, font parti d’un corps K, immergé dans I'annean Ar
et sont de la forme
P

(22) y+g-+ Zl 78
v et y, étant des mombres complexes, g=[g(1)} une fonction continue
pour 0<t<T ef telle que |g(t)|<te (e<<1) au voisinage de t=0, a, des
nombres positifs.

Les opérateurs y, g et y,s%, oll ,<1, sont des logarithmes bilaté-
raux. L’opérateur y,s, ol »,>0, est un logarithme gauche; lorsque y,<0,
il est un logarithme droit. Dans d’autres cas, les opérateurs y,s% (v, 70)
ne sont pas des logarithmes et 'équation @' (A)=y,8*x (1) n’a d’autres
solutions, sauf #(1)=0, ce qui se démontre de la méme maniére que
dans le cas des opérateurs d'intervalle infini ([3], D 215-221).

Studia Mathematica XV 16
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L'opérateur (22) est un logarithme bilatéral, lorsque tous les expo-
sants a, sont <1. Il est un logarithme droit ou gauche lorsque le plus
grand des nombres a, dans (22) est 1 et son coefficient est négatif ou
positif respectivement. Dans les autres cas Popérateur w de la forme (22)
n’est pas un logarithme et la fonction identiquement nulle est 'unique
solution de Dléquation «’(1)=wwx(4). Cette derniére proposition résulte
du théordme & la fin du paragraphe 14.

16. Les fonctions opérationnelles @,(4),...,2,(4) sont dites liné-
airement indépendantes dans un intervalle J, si Dégalité ¢ (4)+...
vt O, (A)=0 dans J entraine ¢,=...=0,=0.

Nous allons étudier le nombre de solutions linéairement indépendan-
tes de I’équation différentielle homogéne

(23) @™ (A) ...+ a2(2)=0

3

dont les coefficients @, appartiennent a un corps K faisant partie de
l’anneau Axp.

On a'la proposition suivante:

Si Véquation caractéristique

(24) A" a=0

a m racines dont % sont des logarithmes, Véquation (23) a, dans towt inter-
valle fing A, <A<Ay, au moins k solutions lindairement indépendantes.
Cette proposition peut étre complétée de la maniére suivante. Dé-
signons par :
byy..., by les racines différentes qui sont des logarithmes bilatéraux,
dy,...,d, les racines différentes qui sont des logarithmes droits,
g1,-+-,9, los racines différentes qui sont des logarithmes gauches,
et regpectivement par

By 1Bp)
PR P
Yisees¥r

leurs ordres de multiplicité. On a évidemment
Brt ot B+ (O o8+ (b p) = F

Les nombres p, ¢ ou r peuvent é&tre nuls, en particulier. La somme

correspondante est alors & remplacer par 0.
Les fongtions

(25) g (u

p=1,.,p; r=0,...,6,.1),
(26) e Cp=1,...,4; 1’:01-"75/;—1)7
27) Fe ol (1, s v=0,...,7,.1)

1 ©
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sont des solutions de (23) linéairement indépendantes dans Uintervalle
<AL,

La démonstration que (25), (26) et (27) sont des solutions de (23)
est la méme que dans le cas des opérateurs d’intervalle infini.

Pour démontrer leur indépendance linéaire, supposons, tout d’abord,
que toutes les racines-logarithmes sont différentes, ou, ce qui revient
au méme, que leurs ordres de multiplicité sont égaux & 1; on a alors
p+g+r=Fk.

Admettons qu'une fonction de la forme

D a r
(28) #(d) = Yo, + Y el 4 34,e~ A,
r=1 r=1 r=1
ol ¢, 6, et ¢, sont des opérateurs, est nulle pour 4 <A<4. On &, en
particulier,

al)(2y) =0
m(“)(iz) =0

pour u=1,...,p+g,

pour pu=1,...,7.

(29)

Le déterminant de ces k équations est

(30)
it v 1...1 e~nta4) e tella—Hy)
S s T okl < aret L@t grelgnbah) |, grtet gt
¢z ... et eatha—h) . oftha—H) 1...1
B v L iR @t et L g Y

Tirons de p premiéres colonnes de (30) le produit &, PP et
développons le déterminant restant suivant les p- ¢ premidres lignes.
On aura

(31) e bt Z‘ VWeﬂf(h—ll)’

oll V et W sont des déterminants de Vandermonde, formés respectivement
de 'Lip—i-q ou de r éléments choisis parmi b,, d,, g,, et « est un opérateur
de la forme ¥b,+ 3d,— Xg,. En particulier on a =0, lorsque le déter-
minant de Vandermonde V est formé d’éléments appartenant aux p+-¢
premiéres lignes et p-+¢ premiéres colonmes du déterminant développé
ot le déterminant de Vandermonde W est formé d’éléments appartenant
aux lignes et colonnes restantes.

16*
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8i r=0, la somme (31) se réduit & un seul déterminant de Vander-
monde V, qui n’est pas un diviseur de zéro, d’aprés la supposition que
les racines de (24) sont différentes et appartiennent au corps K. Dans ce
cas, le déterminant (30) n’est pas, lui méme, un diviseur de zéro.

Si #>0, chacun des opérateurs «, sauf le premier égal 4 0, est un
logarithme droit, car les opérateurs d, et — g, sont des logarithmes droits
et b, sont des logarithmes bilatéraux. I’expression (31) peut done s'écrire

(32) & (U kT ),

ot U,, U, sont des opérateurs non diviseurs de zéro et «>0. Il est facile
de voir que (32) n’est pas un diviseur de zéro et que, par conséquent,
il en est de méme du déterminant (30). Nous avons ainsi démontré que
ce déterminant est, dans tous les cas, un non- diviseur de zéro.

11 s’ensuit que les coefficients ¢,, ¢, “,, et 4, dans (28) sont nuls, ce qui
prouve l'indépendance linéaire des solutions e o=k pmilie=d)

Laissons maintenant de c6té ’hypothése que les racines-logarithmes
sont différentes et considérons la fonction

:20 r b,,;._!_z(: A uti=h) >, ? o Oulia=2)

1y
# :"

Pour cette fonction, formons les équations (29) et le déterminant analogue
au déterminant (30). En tirant de #,+...-+f, premiéres colonnes de
ce déterminant le produit %, efh ot développant le déterminant
restant suivant les (fy+...+f,)+ (04 ...4J,) lignes, on aura

efbih eﬂpbpllz VW@"“’"M,

ol les V et W ne seront plus des déterminants de Vandermonde, mais
des déterminants plus généraux, considérés dans lun des articles anté-
rieurs ([5] et [4], p. 230-231). La suite de la démonstration est analogue

A

4 celle du cas précédent.

17. Levons maintenant ’hypothése que les coefficients de l'équa-
tion (23) soient des éléments du corps K.

8i Vun, aw moins, des coefficients de Péquation (23) n’est pas un di-
viseur de 2éro, toute fonction ®(A) satisfaisant & (23) dans Vintervalle infini
0<Ci<oo 6t aum conditions initiales 2(0) = ... =™ (0) =0 est identique-
ment nulle dans cet intervalle.

La proposition est triviale pour m=0, car si a, n'est pas un divi-
seur de zéro, I'égalité a,x(1)=0 entraine x(1)=0.

Posons

m-— m—1 .
:ié.‘ s > a2 ,(m_1+1~y)(#__l),

i=%

©
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ol # est un nombre positif. Le calcul montre que 'on a, en vertu de (23),
y'(A)=0. La fonction y (1) se réduit done & une constante; comme y(0)=0,
on a y(A)=0 pour tout 1>0. On peut donec écrire, en remplaga,nt u—2a
par » et changeant l'ordre de sommation,

w1
(33) DA () a®(M) =0 pour A,x=0,

j= 0
ol

i iy
Ai(2)= Daa™ D) (j=0,...,m —1)
=0

et, en partieulier,

m—1

Am—-l( ) v uw(i)( )
A= 0
Soit « le plus grand nombre positif tel que a;=h*p; (i=0,...,m—1)
et que I'un au moins des opérateurs b; ne soit pas un diviseur de zéro.
8i a=T, on & a;=0 pour i=1,...,m—1, et a, n'est pas un diviseur de
zéro. L 6quation (23) se réduit, dans ce cas, & ™ (1)=0 et la proposition
est triviale. Supposons donc que a<7. On a
m—1
A1 () =0 X ba® (s
=0
8i A,,_1(%x) =0 pour tout x>0, on a, en désignant par b; et %(x) les
opérateurs partiels de b® et 2 () correspondant & Pintervalle 0 <t<T=
T—a,

(34) 2 F(x)=0 pour tout x>0,

ot Tun au moins des coefficients b; n’est pas un diviseur de zéro.

Nous procédons maintenant par induction et supposons que la pro-
position soit vraie pour I'équation d’ordre m—1, quel que soit Pintervalle
fondamental 0<t<T. Alors il résulte de (34) que F(x)=0 pour x>0
et, par conséquent, h*x(1)=0 pour tout 1>0.

Si A,_;(») n'est pas identiquement nul pour x>0, fixons = de
maniére que A,_,(x)50. Soit 4 le plus grand nombre tel que A;(x)=
=h*B; (j=0,...,m—1) et que Pun au moins des opérateurs B, ne soit
pas un diviseur de zéro. On & A<<T, car Ay_;(x)7#0. Cela éta.nt P’équa-
tion (33) peut s’écrire

m-—1 .
hAj;; B;a(2) = 0.
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En désignant par B; et £0(1) les opérateurs partiels de B; et #9(4),
correspondant & l'intervalle 0<#< T=T—A4, on a

m—1 .
Y Ba®(1)=0 pour 10,
i=o

ot I'un au moins des coefficients 1§,. n’est pas un diviseur de zéro. Il s’en-

suit que & (1)=10 pour A>0 et, par conséquent, que ki@ (i)=0.
Désignons par 6 le plus petit nombre >0 tel que

(35) Wa(d) =0 A=0.

D’aprés nos considérations précédentes, on a 0<a et 6<i4, done 6<<T.
On peut écrire #(A)=hT"%(2) et, en posant cette expression dans (23),

BT y™ () + ... + Gy (] =0 (220).

Si 6>0, on a, en désignant par a; et 7 (A) les opérateurs partiels
de a; et y™ (1), correspondant & lintervalle 0 <?< d,

pour tout

. A ™ (2) 4 ...+ 8o () =0.
Dlaprés le raisonnement préeédent, il existe un nombre y (0<y<d) tel
que h"y(l) =0 pour 1>0. Par conséquent, on a y(A)=h*""2(2), »(})=
=hT=%2(}), et enfin & (A)= "0 pour 130, par contre & la définition de o.
On a donc 8=0 et, en vertu de (35), ©(2)=0 pour tout 1=>0.

18. Revenons & notre hypothése que les coefficients de 1’équation

(23) appartiennent & un corps K faisant parti de anneau Ay et consi-
dérons cette équation dans lintervalle fini A4, <<A<A,.

 8i Péquation caractéristique (24) a m racines et toules ces racines sont
des logarithmes bilatéraus ow droits, Dumique solution de Véquation diffé-
rentielle (23), satisfaisant aux conditions
(36) () = ... =a™ V(1) =0,
est la fonction identiquement nulle.
On peut admettre, sans restreindre la généralité, que 1;=0.

. Soit @,(1) une fonction satisfaisant, dans Lintervalle 0<<A<C4ly,
Y '1’équa,t1on‘ (23). Posons A3=22,. Il existe une fonction x,(1) qui satis-
fait, dans lintervalle 4,<<A<{;, & Péquation (23) et aux econditions ini-
tiales

(37) o (3) = ) (2y)
En effet, il suffit de poser

2,(2) = So, i 4 35 1 (G
4 ey

(b=0,...,m—1).

* ©
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et de résoudre ensuite, par rapport aux coefficients ¢, et G,,, le systéme
d’équations (37). Ce systéme est résoluble, car le déterminant correspon-
dant se réduit, le facteur ITeP+¢—"[T¢%#-% étant exclu, & un détermi-
nant analogue au détérminant de Vandermonde, qui est non nul (voir [5]).

8oit 1,=34,. Il existe une fonetion (1) qui satisfait, dans Pinter-
valle A, <A<, & Péquation (23) et aux conditions initiales

2 () =2 (%)  (p=0,...,m—1).

La continuation de ce procédé laisse construire successivement une suite
infinie de fonctions x,(A),x,(A),... satisfaisant & l’équation (23) dans
les intervalles contigus [A,4,], [P2;4s),... respectivement, la longueur
de chacun de ces intervalles étant 7,. Ces solutions sont compatibles
aux points communs. On peut donc les joindre en une seule fonction x (1)
qui satisfait & I’équation (23) dans Tintervalle infini et qui coincide avec
#,(A) dans Dintervalle 0<<A<<Ah. Ainsi toute fonetion x,(A) satisfaisant
4 (23) se laisse prolonger sur lintervalle infini 0CA< oo,

Daprés le théoréme du paragraphe précédent, on a done x(1)=0
pour 0<KAA, eb la démonstration est achevée.

11 faut remarquer que le théoréme devient faux lorsqu’on admet
ces racines qui sont des logarithmes gauches, ce que I'on voit déja pour
m=1.

19. Gardons I’hypothése que les coefficients de (23) appartiennent
an corps KCAp. Dans les applications, 1a forme suivante du théoréme
est utile:

87 Déquation (24) a m racines et toutes ces racines sont des logarithmes
bilatérauw ow droits, il existe, pour tout intervalle A, < <Ay au plus m so-
Tutions de (23) linéairement indépendanies.

En effet, s0it @,(4) une solution donnée de l’équation (23). Posons,
en utilisant la notation du paragraphe 16,

@(2) =3 6, A Pu) - 376, A7 B,
e ny
Le systéme d’équations

P (A) =af ()  (u=0,...,m—1)

est résoluble par rapport & ¢, car son déterminant est non nul. Pour
les valeurs ainsi obtenues, la différence (1) —mo(A) est jdentiquement
nulle, car elle satisfait aux conditions du théoréme précédent. La dé-
monstration est donc achevée.

Une autre méthode de démonstration
plus fort.

laisse établir un théoréme
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Supposons que Déquation caractéristique (24) a m racines dont k sont
des logarithmes (bilatéraux, droits ou gauches) e que, pour les racines re-
stantes w, Véquation o' (A)=wws(d) w'a que la solution sdentiquement nulle.
Cela éiami, le mombre de solutions linéairement indépendamies est, pour
tout intervalle A, <A<y, égal & k.

Daprés le théoréme du paragraphe 16, il suffit de démontrer qu’il
existe au plus % solutions linéairement indépendantes. La démonstra-
tion g’appuyera sur le lemme suivant:

81 Déquation
(38) L= 2™ ...+ ayz=0

o au plus &y solutions linéairement indépendantes ot Véquation
(39) Lyo=b,a™ 4+ ... 4+bo=0

en a au plus ky, Végquation

(40) Ly Lyx=0

a au plus ky+k, solutions linéasrement indépendantes.

Supposons par contre, quil existe %,+k,+1 solutions linéairement
indépendantes de (40). Soient x;(1),...,2,(4) des solutions linéairement
. indépendantes de (39) et supposons que leur nombre ne peut pas étre
augmenté; alors p<k,. Chacune de ces solutions est, en méme temps,
une solution de (40). Soient @,,1(4),...,Tp,4xk41(1) des solutions de (40)
telles que le systéme de %, +-k,--1 fonctions @y(2),... % 4rypr (1) est li-
néairement indépendant. Alors les fonetions
(41) Lywy(4)  (i=p+1,...;F+ K +1)
sont lindairement indépendantes. En effet, si Y¢;Ly;(4)=0, la somme
Se;x;(A) satisfait & (39), d’oll ¢;=0. D’autre part, les fonctions (41) sa-
tisfont & (23) et leur nombre surpasse %;, d’olt la contradiction.

Passons maintenant & la démonstration du théoréme. On peut re-
présenter I’équation (23) (aprés Vavoir divisé par a,,) dans la forme

Iy...Lyo=0,

ol Ljz=ga'—w,;x, les opérateurs w; étant des racines de l’équation ca-
ractéristique (24). I1 résulte par l'induction, en vertu du lemme précé:
dent, que le nombre de solutions indépendantes de (23) est <k. Ceci
achéve la démonstration.

20‘. 11 peut arriver que I’équation caractéristique (24) a une infinité
de racines qui sont des logarithmes bilatéraux. En effet, si b est mn lo-
garithme bilatéral, 1’équation

w? —2bw b =0

icm
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a une infinité de racines de la forme a-+b, oft a est un opérateur quel-
conque tel que a*=0. Il s'ensuit que I’équation différentielle

z'' (1) —2bx' (A)+b'2(A)=0
a une infinité de solutions qui sont -des fonctions exponentielles
( 42) 6(a+b)l.
car il est facile de démontrer que les opérateurs a¢-+b sont encore des lo-
garithmes bilatéraux.
D’aprés les théordmes précédents, il n’y a que deux solutions liné-

airement indépendantes, de plus, toute solution, en particulier les solu-
tions (42), se laisse représenter dans la forme

(43) (e +ey2) e
Pour le voir directement, développons ¢* en série
N 2
ai__ a L% e R
¢ _1+i—!z+ﬁz +

cette série se réduit & deux termes
e =1-4al,

car ¢*=0. Done
,e(u+b):6a)., eb}.: (1 +CLX)8M,

conformément a (43).

Cet exemple explique, pourquoi le nombre de solutions indépendan-
tes d’une équation différentielle est fini, malgré que le nombre de racines
de son équation caractéristique soit infini.

21. Les considérations des paragraphes précédents permettent de
trouver la solution générale de toute équation homogéme (23), relative
4 Déquation & dérivées partielles (19). Les méthodes de résolution de
Péquation non homogéne (20) sont analogues & celles dans le cas des
opérateurs d’intervalle infini et ne seront pas discutées ici. Remarquons
seulement que tous les théordmes d’unicité sont les mémes pour I'équa-
tion non homogeéne et pour Pdquation homogeéne, car la différence de
deux solutions de I’équation non homogéne est une solution de I’égquation
homogeéne.

En connaissant la solution générale de ’équation, on peut Vadapter
3 des conditions initiales ou & des conditions aux limites. Si le détermi-
nant correspondant au probléme considéré est non nul, la solution cher-
chée existe (dans le domaine des opérateurs) et est unique. On a ainsi
une méthode générale qui conduit & de différents théorémes d'existence
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et Q’umicité. Les théorémes d'unicité sont évidemment plus forts que
ceux obtenus moyennant les opérateurs d’intervalle infini. Considérons
par exemple le cas, ol la variable A parcourt l'intervalle 4, <<A<(4,. Alors
le théoréme d’unicité, interprété pour les équations & dérivées partielles,
concerne le rectangle 4L<A<Ch, 0<t<T ou la demi-bande 4, <A<,
suivant que l’on considére les opérateurs d’intervalle fini ou infini. Le
théoréme concernant le rectangle est évidemment le plus fort, car & priori
il peut exister des solutions dans le rectangle qui ne se laissent pas pro-
longer sur la demi-bande.

L’emploi pratique de la méthode des opérateurs d’intervalle fini
est presque le méme que celui des opérateurs d’intervalle infini et les
caleuls n’exigent qu’une nouvelle interprétation.
. Démontrons, & titre d’exemple d’une application, le théoréme
suivant de Tychonoff [9]:

Soit

m(A)y=max |z (4,1)|;

si x(A,t) est une solution de Véquation de la chaleur
(44) Ty (A1) =1, (4,1)
et 8'il ewiste une constante C telle que
(45) m(2) e~ 0

pour A—oco et pour A-—>— oo, alors Végalité w(1,0)=0 entratne v(4,t)==0
(0<TE<cty). '

On peut supposer que (>1/4¢,. Considérons les opérateurs dans
intervalle 0<{t<T=1/4C. La fonetion paramétrique z(i)={z(1,1)},
olt x(4,t) est considérée dang la bande —oo<A<<oo, 0Lt<T, satisfait
4 léquation opérationnelle

(46) " (M) =sm(h).

Cetite fonction est donc de la forme

(47) z(A)=c e ¢, 5.
Soient 4, et 4, deux points, ol la valeur de m(A) est finie, et soit
o(h)=a, @(4)=b.

En résolvant le systéme de deux dernidres équations par rapport & ¢
et ¢y, on vérifiera, en tenant compte de I'égalité

A y! ‘
2]/%“1,(—5)] (A>0),

eﬁ-)h/ 5
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que ¢, et ¢, sont deux fonctions bornées de ¢, ce qui s’exprime, en symbole
du ecalcul opérationnel,
‘ led <pafs  eb af<yafs,
3, et p, étant des nombres.
En vertu de (47), on a

ty=e, 6% _p(A) e,
En employant I'inégalité
1 s [f* 2 2
= e—ﬂl/s= { f__;._ exp (__. i) d-,;} < — l 8—0'1'1,
8 § 2)/a7’ 4T /T
il vient, d’aprés I’hypothése |x(A)|<<m(A)/s,

Q=0 em/i__ z(A) eu’ls'

lea} <y R (A)em P et o<y, e~ L m(—1) e

pour i assez grand. En faisant tendre A vera oo, il vient ¢, =¢,=0, d’oll
2(A)==0 pour —oco<IA<oo.

Nous avons ainsi démontré que z(4,t)=0 pour 0<3<T. Si T'<t,,
on a encore (4, T)=0, en vertu de la continuité, et il résulte par une
translation que x(A,f)=0 pour T'<i<min(2T,%k). Aprés un nombre
fini de pas on parvient & lidentité z(1,f)=0 dans la bande — oo A< 00,
0<t<t, tout entidre. Ainsi le théoréme est démontré.

Remarquons enfin que cette démonstration fournit le théoréme
dans des conditions légérement relachées, car la condition (45) n’inter-

vient que dans la forme plus faible @(+4) e 550 pour A->oco.
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