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As the series Y'BY) . o, diverges for s=1,2,3,..., there is such
q

a sequence of positive integers 888K e ey
the series

§;—>o00 with {-»oc0, that

1)
‘; bsuqu‘qhsugu ‘a0
diverges. Let
b 2) b(l)

(NGNS O M AR T
It is apparent that {3}, .}eB,, and that
b2
1,92,-+sn =0
bm+q’1,r12+q'2,...,4n+q'u

if ¢’ is a fixed point and [g|>occ. Consequently we have

(H 20[9177(1)+ Qz’?m"l‘ ‘l“!ln’?(n bfn)qn, Lal)>0
=1 4] .
according to lemma 16.

Further if

e n 2 0[‘1177(1) + ¢ 7](2) +...+ qw("’ bt(nm, --,un] ’
k=1 |dl=*
then

E et e [T 2 Olan™ 4+ o™

k=1 {gi=k

Ql N0 .Qn] .

According to lemma 14 the set ¢;7™ + ¢34 +...+ ¢, 7™ where g runs
over all points with » integral coordinates is dense in K,, and we finish
the proof of lemma 17 applying lemma 13. As lemma-17 is equivalent
to the includion ¥,,Ca{B,,} theorem 5 is completely proved.
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Sur le mouvement plan d’un liquide visqueux compressible
par

A. KRZYWICKI (Wroclaw)

1. Je présente dans ce mémoire les formules qui expriment les com-
posantes de la force exercée sur un courbe § par un liquide visqueux,
compressible, entourant cette courbe. Ces formules sont une générali-
sation des résultats de W. Wolibner [2] concernant le cas du liquide vis-
queux incompressible’).

Soit 8§ une courbe plane, simple, fermée qui sans se déformer se
déplace parallélement 4 une droite avec une vitesse constante, égale
4 U dans un liquide visqueux, compressible, remplissant tout le plan
4 Dextérieur de 8. J’admets pour simplifier que 1a courbe S posséde par-
tout une tangente continue. Soit XY un systéme de coordonnées liées
a la courbe §, ayant I’axe X paralléle & la vitesse de §; soient u,v
les composantes de la vitesse du liquide par rapport au systéme immo-
bile X 17, paralléle au systéme XY; soient p,p,u,» la pression, la
densité et les coefficients de viscosité du liquide. J’admets que les forces
extérieures n’existent pas.

Les équations du mouvement et ’équation de continuité ont la forme

ou Bu op 00
(at +(u— U) 5&) —{;4‘"’%4—#4%7
o ) v op 00
(Bt + (u— U) 6y) -—5?/ +v51‘7+,u41'v,
1)
= + Slelu— Ul+ 3 (e®)=0,
du v Bzu u
ol ) @=-6—w -|”-a‘:l;, A%_W—“W‘

1y Cf [1]. P. Udeschini a démontré qu'il n’existe pas de mouvement permanent
d'un liquide visqueux, compressible, entourant un corps solide et y adhérant, qui se-
rait régulier & lintérienr du liquide et tel qu'a Iinfini serait satisfaite la condition
Hm 92 (v — v, ) = 0.
r—»00
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J’admets que:
I. Le liguide adhére & la courbe §; on aura donc sur cette courbe

2 - u=0, v=0.

II. Lénergie cinélique du mowvement B est finie:

(3) E=1%[f oW+ ") do< +oo,

Py

Vintégration élant éendue sur tout le plan & Uemtérieure de la courbe 8.
TII. 11 emiste une suite de mombres positifs infiniment crotssamie a,
telle que

8an

(4) f dp [ ordr<Mas,,
2 8an
(5) oqua [ o7 irdr<Maj;

r et o désignent les coordonnées polaires par rapport au systéme XY e M
est une constante®).

IV. u,v,p,0 € les dérivées de cés fonctions, qui apparaissent dans (1),
sont continues®).

Je vais démontrer qu'il ewiste deux suites infiniment croissantes, 7,
et 1, telles que

(6) _—hm[f

"0 (ouy) .
f St"smtpd(p],

a 2116 M
(N Pu=——h‘m[ff (ev) do— 12 te W)coswdw ;
’ N—>r00 H‘r at 0 6t

P, et P, désignent les composantes de la force exercée sur la courbe S
par le liquide, u, et w, — les composantes radiale et transversale de la
vitesse du liquide par rapport au systéme XY et H, — la région contenue
entre la courbe § et le cercle K, & rayon » et dont le centre est Iorigine
du systéeme XY.

%) Il suffit de poser (1+¢)a, au lieu de 8¢, dans les formules (4) et (5), &
étant une constante positive arbitraire.

*) Les conditions concernant la courbe § et les fonctions w,v,p, p peuvent &tre
affaiblies pourvu-que subsistent les formules (8), (9), (21), (30) et une formule analo-
gue 3 (12), nécessaire pour démontrer la formule (7).
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Les composantes P, et P, s’expriment par les formules

. ;|
(8) Px=fpn,dl—yfggdzﬂfenzdz,
S s S

ov
9) P,,:éfpnydl*/tgfa—ndl—vsf On, dl;

n, et m, désignent les cosinus directeurs de la mnormale intérieure de
la courbe de 1'intégration.

1 suffit de démontrer la formule (6), la démonstration de (7) étant
complétement analogue. En intégrant la premiére équation de (1) sur H,,
puis tenant compte de (2) et de (8), on obtient

(10) ff 9 — dtr = f oul(w—TU)n,+on,]dl

+” [a[gu )| +a(ag;)

En intégrant sur H, le coté gauche de la troisiéme équation de (1)
multipliée par %, et en ajoutant cette intégrale au coté gauche de (10), on a

]da+Kfrpnzdz—varenzdzquf'g?—:dz'—Pz.

(11) [ Y 4o+ 2,

ou
212[ ou[(u— T)ng+vn,] da-|—K{ (pnz— vOny— a»—n) dl.
En introduisant les coordonnées polaires et tenant compte des iden-
tités '

fpn dl=r }1 » sing dy f@n dl=r }n 90 sing dep
e Al= = =1 | — o,
* a2 Op ’ E, ¢ 7 O

K,

la formule (11) prend la forme

(12) ”a(gu do +Pm.=—vf@(u,cos<p—u¢smzp)(u,—erszp)d¢+
0

+,urf (* COS¢—%—Sm¢)d¢+7’f( 63) sin g dg.


GUEST


icm

116 A. Krzywicki Mouvement plan d'un liguide visqueuz compressible 117

En introduisant les coordonnés polaires, une des équations du mou- ol
vement et I'équation de continuité prendront la forme suivante:

8 (ou ri
= (gt ) da+f’f——(§f¢) sing dp,
00 L0u, 5 0u, u, r 8 '
(13) r——|— 7'—~=g TW-]—T ur—a—:—i«mq,u,—l—ruqﬂ—a—"’ 5
@ 7 2
, , A(’r’):-——'rfQ(u,.COS(p-—upSintp)(u,—UGOSgo)d(p—l—?’fguiCOSq)d(p
+U@(—ﬂ%‘q_@cow—l—r%smw+rmsinzp) ° , °
» 23 27
+2Ufrf QM‘PSiIIQJGOS(pqu—Urfgursm2¢d¢,
0 0

0 ou,
( =+ —I- —%m"|~2 W):
% = 5 ) g, slew,)
) (18) B(r f dtp—{—U'zf sin ¢ cos g do,
0 . do o(ru,) Bu, b
(14) + ( ,— U 608 @) +(w,+ T sm(p)—ra(pq_ 1&( (67" +-8¢p)=0' ]

, . O(r)=—2u [ (u, sin g+, cos ¢) dp,
En ajoutant au cb6té droit de (13) le cdté gauche de (14) multiplié 0
par 7*u,, on obtient .

Bery=pr [ 6—cos<pd<u,

(15) ——rg—? +wg—@
? ? 2,:62,“
Glr)=pr* 2 gin ¢ do.
_polen) | 0Penuy) | 0(en) (=p [ e sinpdp
o or dp ' En vertu de (3) il résulte
( w) (Quq;) . . In 8 27 8an
+Ur|—r cosp+ P ging 4 gu,sinqp) (19) im [ [ ouprdrdp=0, lm [ [ ou 2rdrdp=0.
fi—>00 & an n—so0 an

En appliquant P’inégalité de Schwarz il résulte de (19) et de (4)

u, 9 k
__‘u(/r + — 'P+2 ?ut) 27 Ban
? im [ | gluu,|rdrdp=0,

n—>00 0 an

Tenant compte des identités

27z Ban

(20) limag' [ [ olulrdrdp=0,
a(Q ) 1300 0 an
" of )sing ¢—~feu cosg dyp, f % smgudqo_~fu cospdg, .
-1
an ffelu;pl?“de‘P:O-
0 an
Q’M.p) = 9%y, On obtient donc en vertu de (18
g S'pdp=—2 f e, sing cospdy, f T+ Sinpdp=— f u, sing dg, &m)
lima,' [ A(r)dr=0,
s n—>e0 an
et en vertu de (1B), Péquation (12) prendra la forme et pareillement

@ F (=4 ()+B )40 +B()+6(r), Lima,® [ da [ B(r)dr=
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done
(21) lim an"’f dﬁf daf [A(r)+B(r)]dr=0.

Comme u,r=u,) or V7/e, en vertu de linégalité de Schwarz et en
tenant compte de (5), on obtient

27 8an 2n 8an
(22) hma;lf [l lrdrdp=0, limo;* [ [ |u,|rdrdp=0.
an N—>00 0 an

Doll, et en vertu de (18), il résulte
lim a;* ?Adﬂjﬂda [ 100 +Br) +60)]dr=0
et, tenant compte de (17) et (21),
(23) llmanS f dﬁfdaflﬂ
En désignant par m(a,) le minimum de |[F(r)| pour a,<r<8a,, on a
T (o)l < Cfmdﬂ jﬂda qu(r) a|.

Il existe donc, en vertu de (23), une suite infiniment croissante 7, telle
que

lim F(r,)=0,

n—00

d’olt résulte la formule (6).

Il faut remarquer que la formule (6) ne résulte que des équations
du mouvement et de 'équation de continuité sans tirer parti de l'équa-
tion caractéristique du liquide, bien que la détermination d*un mouve-
ment du liquide est impossible sans cette derniére équation. Les formu-
les (6) et (7) sont valables pour une fonction . arbitraire p(z,y,t) qui
west pas lide avee la densité ¢. Elles sont done valables pour une vaste
classe des mouvements, p. ex. dans le cag du mouvement du liquide hé-
térogéne, incompressible ou compressible, et méme dans lo cag ot Péqua-
tion caractéristique du lquide dépend du temps.

Des formules (6), (7) il résulte que le liguide n'exerce aucune force

sur la courbe 8 dans le cas du mouvement permanent par rapport au sy-
stéme XY.

2. Dés ce moment je me borne au cas ot la relation entre la densité

et la pression est adiabatique (ou au cas du liquide incompressible), ¢’est-
-a-dire que
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I'. p=const-p*, 0<<A<].
Soit

done
(24) Po=kp, k=-—.

J’admets de plus que:

II'. Les conditions I-IV sont satisfaites & Uexception de la condition IIT
(5), que je remplace par la condition plus restrictive:

III". p est bornée.

Enfin

IV'. u, et O sont bornées.

Je vais démontrer qu’il existe une suite infiniment croissante r, telle
que

- (28)

. [0E, p do . 0(0 4,)
upm=_3i§[ e+ Dt [[ £ 5 an—Tte) ﬂf 2% gin g ap |,
on )
u du v av\? du  Ov
(26) D,= ff{ [( ) ( )+(6x)+(ﬂ)]+v(ﬁ +ay)}d0,
(27) E’, = v;— ff Q(Mg - ’Ug') do.
Hr

En multipliant 1a premiére équation (1) par u, la seconde par v,

la, troisiéme par %(uz—;—vz), en les ajoutant et en intégrant la somme
sur H, on obtient, en vertu de (2), (8), (26), (27),

GL'

(28) S f w0 [ (u— U)ny, +on,) dl

© 4 2
+ fp(mzz-i-'l)m) dl—vf@(unn+'uny) dl_i f% (w40 @+ ffp@ do.
Kl‘ Kr Kr Hr
Je transforme le dernier terme de eette formule:

ffp@do-ff{ [p(u U]+a p’l)}do‘—rf{_._gu— +%Qy}d¢,_
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1l vient, en vertu de (2) et de la troigidéme équation de (1),
29) [[pOdo

H

== —fp[(u— U) i+ vy dl+ng[(u~U)nw—l- vn, ] 4l —~ff1>?—9 do.
Kv‘ Kf' Hr at

En introduisant les coordonnées polaires et en vertu de (29), la for-
mule (28) prend la forme

B, do P,
(80) —*+ Dot £ [P do+ UP=—5 f o(} + ) (u, — T o8 p) dop

# 27;6 . 27 27 2n )
+§Tof§"—(% + uy) dp + wof@urdrp—— Urofpcosqodtp—— 'rofl’g(ur—- Ucosp) dyp.
En tenant compte de (24), le dernier terme devient
2 2 27:6
rfkp(u,»«»U cos<p)d<p=k'rf pu,d¢+Ukrf -é?-sinqaobp.
] 0 ¢ 09

En vertu de (15), de la quatriéme formule (16) et des identités

00 8(rw,) | 0%, 0% (ru,) 2 9 (ru,)
70¢_W+W’ of 0T'0qj—smzpdqa=—.—of—af—coswdqa,

P’équation (30) prend la forme

0B, p 9o 7o
1 B — — Qu) 1
(I +D,+k£rfg 5 U(kwl)r’of —5 - sinpdg + UP,

2n
_______"_: 2 2 13 2"0
2 ()fg(“r+“w)(“r“U0°5‘P)d¢ +§""of E(%ﬁﬂ‘u;)dfp
2

23 2x 2n
. . _ 0(ru,)
mofpu dzp—l—wof@u,dtp-i- Uk—1)» [ wgf—cosq)dtp

0
2n

+ U —1)» [u, sing dp + L (1),
ol !

L("‘) = U(k —1) f_E(/r,(p) Sin(P d‘P;

icm°® | -
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et L(r,g) désigne lo c6té droit de Iéquation (15) ot le terme ﬁé%’ﬁ

est omis. Pareillement 3 la démonstration de la formule (23) il résulte
de (4), (b) et de IIT', IV’

27 8an
im [ [ ro(u} +u2)(u, — Ucosg) dr dp=0,

1
n—>0 ¢ an

2% 8an 27 Ban
(32) lme;'f [oplulrdrdep=0, lima,'f [ |@ulrdrdp =0,
N—>00 o 0 N—>00 0 an

. B 27 8an B(m,) . 2an 28 2a .
lim o7 [ f —5, cospdrdg=0, lim ¢;* | dp [ da [ L(r) dr=0.
N—00 o 0 T ) N0 an B a
Comme
2z 20 a 2z
of [ o bty drdp= [ (20[2;(2a,9) + 2 (20,9)]
0 ¢

2a

— afud(a,p) + ubla,p)] — [ (4} +u;) dr) do,
il résulte, en vertu de II, TIT et IV, ‘

2an 2«16

2
(33) lima;? [ dp [ da frg;(u,’.—}—u;)dr:O.
NnN—00 0 an 0

Bn vertu de (31), (32) et (33)

12 % ryg p Op
lim = [ dB | & r Bl [=——=d
tim 5 [ap faa | [ 404 [ 500
—UE—1)7" f——ua(gl‘“’) simpo'hp] dr=0,
o

d’olt T'on obtient (25).

11 régulte des conditions I'-IV’ et u70, que le MOUVEMENt Permanent
du liquide par rapport au systéme XY n'existe pas.

En effet, en vertu de (6) P,=0 et, en tenant compte de (25) et (26),
toutes les dérivées partielles de % et v disparaisent, ce qui donne d’aprés
(2) u=T, v=0. Il résulte des équations du mouvement que p ainsi que @
sont constants, ce qui est contraire 4 la condition (3).

Remarquons encore que si 'on envisage le mouvement du liquide
visqueux, incompressible, hétérogéne et si les conditions Ir-IV' sont
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remplies, une légére modification de 1a démonstration nous conduit & une
formule analogue & (25), & savoir

oE,
UP,= ~lim[ o +D,,;].
N—>00 at
11 en résulte évidemment que dans ce cas aussi un mouvement per-
manent par rapport au systéme XY n’existe pas.
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