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Proof. The condition (D) is necessary because
212w, u) 142 [2(y,0) =2 [2(2,0)]+274 [2 (Y, w) ]
On the obher hand, if (D) holds then
| 24(m,u). 0 25(2,u) 0
} 2, (2,v) 0 0 2y (2,0) 1
L0 AW mw 0
| 0 21(y,9) 0 25(y,0)
and taking w==y this becomes
20(2,9) 22(2,9)2 3 (¥, 9) 2. (Y, 0)=2(7,Y) 2:(2,9) 2: (¥, ) 2a(y,7) -
If v is constant, we arrive at (12) with

2y (,0) 21(¥,9) 2a(y,y)
X it hds Y(y) =L 2
e MR s W
Thus really .
‘ 2(@,y)=Z[X (z)+ Y (¥)], q.e.d.

(Regu par la Rédaction le 15. 5. 1953)

Sur certains corollaires du théoréme de Titchmarsh
par
" W. WOLIBNER (Wroctaw)

Désignons respectivement par f(z) et g(x),0<<o<2x, deux fonetions
complexes, intégrables avec leurs carrés,
o
flz)~ Z(a’n cosnz + b, sinnz),
=0

g(@)~ 3 (¢, cosna + di, sin na) (by=d,=0),

n=0
ol les séries

& Sia, St Sleat, Siar

sont convergentes.
Les coefficients de Fourier 4, et B, de la fonction

h () =0ff(y)g(w—y)dy

sont alors

A= mazo + Z

m=1

a0d7n+ 00 mo_ 1 S‘ mdm‘}"b Cm s
217'.

T (mb +a-ndn v (G, + Conbm)
A= (Ot byly) — = S N SR

(@) AEM=0 n*—m?
. (@ + Cnbn) + M (Gl i)
nEM=0 “mP—mnt
6o+ 3b, s, 2040,
B a’ndvzlonn)+a%n+ nd‘z____/;:_Q
< (Gl — mdm) o 717'_(-bnfim —bpdy) — 1 (%ﬁnj" O )
:+ n;%zxi mr—nt-- nq='m=(| m?—n*

pour n>0.
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La condition nécessaire et snffisante pour que ’on ait presque partout

0o 2,
ost que les équations
(3) ‘411- = 07

soient vérifides.

D’aprés. (2), ces équations sont linéaires par rapport i et b, s
Pon suppose ¢, et d, des constantes données

En développant la partie impaire de f(x) en une série de cosinus
dans Pintervalle 0o, on trouve facilement que la condition mnéces-
saire et suffisante pour que on ait presque partout

f($)=0,

(n=0,1,2,...)

e,
est quel'on ait

2 S’% l)]‘-_le

Uy = — — ’
o 7= 2k 1
A 2k Dby,
) R U Sl
(4) (2299 " 4: (2% +1)2— 4mz
8 d ]Lbz]
G 1= — ‘LZ 4k~”m)

Le théoréme de Titchmarsh!) est équivalent au théoréme suivant:
8i les fonctions complemes f(z),g(x),0< o<, sont intégrables L et

ff glz— q/dy 0, 0<<e <A,

Vune aw moins des fonctions f(@), g(z) est presque partout nulle pour
I<e<<a/2?)

Le théoreme de Titchmarsh peut dome prendre la forme suivante:

8i les constantes b, ,cn, dn satisfont & lo condition (1), et les constan-
tes Cns d,, ne satisfont pas & (4) (ot Pon remplacers a, par ¢, et b, par d,),
le systéme (3) d’équations lindaires sur wn nombre infind dinconnues a,
ne peut avoir que la solution (4), lorsqu'on ewige que les a, vér ifient la
condition (1).

Si g(z)#0 dans un voisinage de zéro, le théoréms de Titehmarsh

devient banal. On peut en obtenir, pareillement que ci-dessus, le théo-
rémse suivant:

1) E. C. Titchmarsh, Fourier Integral II, 1948, p. 324, th. 151.

) J. G.-Mikusifiski, 4 new proof of Titchmarsh’s theorem on convolution,

Studia Mathematica 13 (1953), p. 56-58. <
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8i la série
o
.Z;(ianl-!- {d )
A=
est convergente et
Z %= 01

]
=

n

le systéme (3) d'éguations linéaires sur un nombre infini dinconnues ay, b,
w'a aucune solution non nulle, lorsqu’on suppose que les @y, by, vérifient
la condition (1).

Ii semble qu’a I’heure actuelle on ne peut démontrer directement
aucun de ces théorémes, méme le second.

Si Pon suppose b,=d,=0 (les fonctions f(2),g(x) sont paires), le
systéme d’équations (3) prend la forme simple

Uy =10 (n=0,1,2,...),

5 Gt G |

() Gl S (r=1,2,...),
m=—n

nEmM=0
et les formules (4) prennent la forme
=0, n=0,1,2,...

Désignons par pg,k=1,2,..., les valenrs n pour lesquelles a,z0,
et par g; les valeurs n telles que ¢,50. Le systéme d’équations (5) se
réduit done & la condition que les suites pg,q, soient d15]omtes et au
systéme d’équations

S0 (1=1,2,...),

2
+ D

DFs

On en tire le théoréme:

I

R

(k=1,2,...).

a.na

l

Il w’existe pas deuw suites partielles py, q, de la suite 0,1,2,..., dis-
jointes, non vides toutes les deux, pour lesquelles les systémes d'équations
2

=0 (1=1,2,...),

7 Pk — @

vq Y (k=1,2,...),
T
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aient des solutions non nulles telles que les séries

Z s, :I/z!2

EE

soient gonvergentes.
An cas ol les deux suites py,q- sont infinies, le théoréme prend une
forme purement arithmétique, grice ai théoréme de B. Schmidt:
Si p, et ¢ désignent deux suites pa,rtlelleq de la sulte -0,1,2,...,
digjointes et infiries, on' aura-soit

!au ey Uyg
% ........
U1 -or O Qg
Gy oo Gy 0 .
M — oo =
r—>oc Ayp een Oy ’
Uy R
soit
Bry oo Poi @y
B - J—
3 @y oo @y O ;
bm — e e =
Do vifju RFN ﬂﬂ‘
E /311 ﬂrr‘
ou bied o
1 © o
Qg = —3 5! Oy = Za’ls 279 ,Bﬁ=2an Qgj .
: Pr— 4 . 8=1_. 3=1

(Regu par lo Rédaction le 15; 12. 1952}
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The liniiting distributions of sums of afbifrary independent
and equally distributed r-point random variables

by
M. FISZ (Warszawa) *.

1. Let us consider a sequence X, (n=1,2,...) of random variables,
where X, is for each value of #n a sum of » independent and equally dis-
tributed r-point (r>2) random variables Y, (k=1,2,...,n). Let 4,
and B,#0 be sequences of real constants and let the sequence F,(z)
of distribution. functions of the random variables

n

(L.1) L= Y2 -4

25
converge with n—-co to a distribution function F(z). We can ask what
limiting distribution functions are possible. The answer to this question
is given in § 2, namely by theorems 2.1-2.3 which are proved in §4.
Some notions and theorems used in the proofs of the theorems given in
this paper are quoted in § 3. In theorems 5.1 and 5.2, given in § 5, certain
specified sequences 4, and B, are considered, and sufficient conditions
for the convergence of the sequence F,(z) to a given distribution fune-
tion F'(2) are found. Finally the question of extending the results of §2
to the case when the random variables Y,; can, with positive pro-
bability, take infinifely many values is discussed in §6.

2. TErOREM 2.1. Let X, (n=1,2,...) be defined by the formula
. . ) n
(2.1) ' . Xn =k2'lynk,

where the random variables Y, (k=1,2,...,n) are, for each n, independent
and equally distributed according to the distribution law

(2»2) P( Y =0) =D

(1=1,2,...,7),

* The author expresses his thanks to H. Steinh aus and C, Ry 11-Nar-
dzewski for their valuable remarks.
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