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Les opérateurs semi-Fredholm sur des espaces
de Hilbert non séparables

par

HAIKEL SKHIRI (Lile)

Abstract. The aim of this paper is to study the e-semi-Fredholm operators in a
nonseparable Hilbert space H for all cardinals o with Mg < o < dim H.

In the first part, we find the relation betweer v+ (T") and c{na(T)) for all Ng-regular
cardinals «, where v, is the reduced minimum modulus of weight «, ¢ is the reduced
minimnm modulus (in a C*-algebra) and me is the canonical surjection from B(H) onto
Co(H) = B{(H)/Ku(H). We study the continuity points of the maps co : T ++ (e (TH)
and Yo 1 T+ v (1.

In the second part, we prove some approximation results for semi-Fredholm operators.
We show that all connected components of semi-Fredholm operators of at most countable
index have the same topological boundary. We show that this is not true for indices strictly
greater than Rg.

1. Préliminaires. Soit A un espace de Hilbert complexe non nécessaire-
ment séparable de dimension infinie et B(H ) 'algébre des opérateurs bornés
de H dans lui-méme.

Pour T' € B(H), notons T*, N(T") et R(T') respectivement ’adjoint, le
noyau et 'image de 7. ‘

Soit © = {a@ un cardinal : Np < o < dim H} avec Ny = card(N). Il est
bien connu gque @ est un ensemble totalement ordonné et pour o, 3 € O,
onaa+f =af = sup{e, 8} (voir [7, Corollaire 4, page 73]). Par —9,
nous désignons 'ensemble {—3: 8 € @}. Tout au long de ce travail, o est
supposé un élément de &.

Notons Jo(H) = {T € B(H) : dim R(T) < «}. D’aprés [23, Théoréme
6.1], Jo(H) est un idéal bilatére autoadjoint de B(H}. En général J,(H)
n'est pas un fermé de B(H), il est donc naturel de considérer K,(H) =
Jo(H), la fermeture de J, (H) dans B(H). Alors, K, (H) est un idéal bilatére
autoadjoint de B(H) (cf. [8, 11, 23]) et c’est un idéal propre de B(H) tout
simplement parce que I ¢ Jo(H). En plus d’aprés [23, Corollaire 6.1 et
Théoréme 6.4], tout idéal bilatére fermé propre de B(H) est de la forme
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Ky(H) pour un certain o de ©. Puisque K (H) € Kz(H) pour a < 4, il
s'ensuit que Kaim, (H) est I'idéal bilatére fermé maximal de B{H). Enfin,
on remarque que Jx,(H) n’est autre que J(H), Pidéal des opérateurs de
rang finis, et Ky, (H) celui des opérateurs compacts K (H).

Nous notons C,(H) l'algtbre quotient B(H)/K,(H) et my : B(H) —
Ca(H) la surjection canonique. Alors, il est bien connu que Cy(H) muni
de Pinvolution #, ma(T)* = m(T™), est une C*-algébre. Remarquons que
Cy,{H) = C(H) = B(H)/K(H) n’est autre que U'algébre de Calkin. Pour
alléger la notation on note, pour tout opérateur T' de B(H), ||T|,, au lieu
de ||7o{T)|| la norme de m,(T) dans C,{H).

Nous posons

0a(T) = {A € C: mo(T — AI} n’est pas inversible dans C, {H)},
le spectre de poids & de T. Alors, on voit facilement que pour tout K
Ko(H),
(T + K) = 0,(T)
et pour ¢, 3 tels que Rg <o < 8 < dim H,
0p(T) C 0a{T) C o8, (T) = 06(T) € o(T)

ol o.{1") désigne le spectre essentiel de T
Rappelons que la conorme de T, notée (T}, est définie par

HT) =if{|T{z)|| : w € N(T)" et |z =1} (¥(T) = +oo si T' = 0).

Alors (cf. [1, 14, 21]) v(T) = y(T*); ¥(T) > 0 si et seulement si R(T) est
fermé, et v(T") = inf{c(|T|) \ {0}} ot |T| = (T*T)V/2.

Dans [11], G. Edgar, D. Ernest et 8. G. Lee ont défini la notion d’un
sous-espace o-fermé : un sous-espace X de H est dit a-fermé si il existe
un sous-espace fermé M de H tel que M C X et dmX N ML < a. Nl est
clair que, si X est un sous-espace a-fermé, alors X est aussi un sous-espace
B-fermé pour tout # € © tel que 8 > «. Dans [11, Lemme 2.3], on montre
qu'un sous-espace X est Ro-fermé si et seulement si X est un sous-espace
fermé de H.

Soient T' € B(H) et M un sous-espace de .H. On considére la quantité
o{M,T) définie par

_ [ inf{||T txeMet ||zl =1} s M 5 {0},
oo,y = { BT 2 € e ol =1} 2 4 (0,

~ Alors, on remarque d'une part que o(M,T) < ||T|| si M # {0}, et
o(M,T} = oo si et seulement si M = {0}, et d’autre part que la conorme
Y(T) est égale & o(N(T)+,T).
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Pour un opérateur 7" de B(H), la conorme de poids o (the reduced
minimum modulus of weight a), notée v, (T), est définie par
7a(T) = sup{e(X,T) : X est un sous-espace fermé de N(T")"
et dim(X+ N N(T)") < o).
Alors, on remarque que pour tout T de B(H),
YalT) < |T) s o < dim BT,
Ya(T) = +oo0  si & > dim R(T).

Cette conorme de peids o a ét¢ étudiée par L. Burlando [8]. Elle a montré
notamment que ¢comme pour la conorme, la conorme de poids o vérifie

(1.2) Yo(T) = Yo (T™).
D’autre part, elle a prouvé que cette conorme de poids o caractérise exacte-
ment les opérateurs & image o-fermée; de maniére plus précise,
(1.3) Ye(T) > 0 R(T) est a-fermé.
On peut encore remarquer que pour o, S € © tels que a < 5,
(14) AUT) £ 7a(T) < v4(T).

Notons, pour T' &€ B(H), mqa(T) = inf{X : X € o4(|T))} (voir [8, Défi-
nition 3.5]). On observe que pour tout K de Ko (H), my(T) = mo(T + K),
et que m, (T) = me(T), le module minimal essentiel de T (voir [2, 13] pour

plus de détails sur les propriétés de m,(T)).
Pour T' € B(H), on définit ind(T'), Pindice de T, de la fagon suivante :

dira N(T) — dim N{T™) si dim N(T) < ¥y et dim N(T™) < Ny,

(1)

si et seulement si

dim N(T) si dim N(T) > dim N(T*) et
ind (T = dimN(T)zND,
BAT) = _ gim N (1) si dim N(T*) > dim N(T) et

dim N(T*) > Ry,
0 si dim N(T) = dim N(T*) = Ro.
Nous notons ind,, la fonction de B{H) & valeurs dans (-@)UZ U © qui
aT € B(H) associe

o e ) > R et max{dim N(T),dim N(T™)} > o, ou
ind (T = ind(1 sl {a Ry,

0 i > ¥p et max{dim N(T), dim N(T™)} < a.
D’aprés [9, Théoréme 1], I'application ind, est constante sur chaque com-
bosante connexe de $3 ou

% = {T € B(H): R(T) est a-fermé et min{dim N(T),dim N(T")} < a},

I'ensemble des opérateurs a-semi-Fredholm. On montre également que % =
{T € B(H) : ma(T) est semi-inversible dans Co(H)} (ef. [11, Théoréme
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2.6]). Remarquons aussi que sﬁi‘} n’est autre que 'ensemble des opérateurs
semi-Fredholm.
Notons

% = {T € B(H): R(T) est a-fermé et dim N(T') < a}
= {T € B(H) : 7a(T") est semi-inversible & gauche dans C,(H)},

I'ensemble des opérateurs a-semi-Fredholm & gauche. On remarque gue Q’)ﬁ”
n’est autre que Pensemble des opérateurs semi-Fredholm & gauche.

Les opérateurs e-semi-Fredholm & gauche sont ceux qui vérifient my (1)
> (; de manigre plus précise, L. Burlando {cf. [8, page 236]} a montré que
T € #% si et seulement si m, (1) > 0.

Pour simplifier les notations on note F' {resp. Fy) & la place de @io
(resp. 453*_0) I'ensemble des opérateurs semi-Fredholm (resp. semi-Fredholm
& gauche).

2. Les opérateurs points de continuité pour la conorme de
poids a. Dans toute la suite on va utiliser les notations suivantes : pour
L € B(H), onnote E(-) (resp. Ex(-)) la mesure spectrale de | L| = (L*L)!/?
(resp. |L*| = (LL*)'/?).

Pour alléger les notations, on pose Er(-) = E(-) et E4(-) = B*(-) sans
ambiguité pour la suite. B(T,r) = {L € B(H) : [T — L|| < r} désigne la
boule cuverte de centre T et de rayon r.

R. Harte et M. Mbekhta {cf. [18, 24]) ont défini la conorme d'un élément
7o(T) de la C*-algtbre Co(H) de la fagon suivante :

(2.1) e(ma(T)) = inf{oa(JT1) \ {0}}
Pour v un cardinal on pose @, = {g cardinal : 0 < § < #} et
Ag={y:0< y< dim H et v = sup(4)

pour un A C &, avec card(A4) = Rp}.

(avec ¢(0) = +oo).

B. Gramsch [15] a introduit la notion de Ng-irrégularité des cardinaux
infinis. Un cardinal est dit No-irrdgulier ¢'il est la somme dénombrable
des cardinaux qui lui sont tous strictement inférieurs. Un cardinal Rg-régulier
est un cardinal qui n'est pas Rg-irrégulier. On remarque gque l'ensemble
{a > Ro : @ & Ag} coincide avec 'ensemble des cardinaux Rg-réguliers et que
¥y € Ap. On peut encore remarquer que si o admet un prédécesseur alors o
est No-régulier. On rappelle aussi que si & ¢ Ag, alors K {H) = Jo(H) (cf.
[11, Lemme 5.8]). Seulement dans ce paragraphe, on suppose en plus que
o = Ny ou bien a £ Ag.

Dans ce paragraphe nous étudierons la relation entre la conorme de poids
a de T et la conorme de 7,(T"). Pour cela, nous prouverons d’abord dans le
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théoréme qui suit que la conorme de poids o de T s’exprime d’une manidre
trés simple & l'aide du spectre de poids o de |T].

THEOREME 2.1. Soit T € B(H) et supposons que T ¢ K. (H).

(i) 55 a & Ag, alors

Ye(T) = inf{A: X € oo (|T])\ {0}}.
(ii) Si R(T) est un fermé, alors
o (T) = (A s X € o (1T} \ {0}).
Démonstration. Remarquons d’abord que & = inf{A: A € o, ([T \
{0}} existe car T & K, (H).
(i) Supposons que § > 7,(T). Soit £ > 0 tel que v, (T) + & < 6. Par
définition de &, on a
(1) 10,7 (T) + €] o (|T|) = 8.
On va montrer que
{2} dim E(]0, 7o (T) + ) H < a.

D’abord, d’aprés (1) et [8, Lemme 3.6], on constate que pour tout A &
10,7 (T") + [ il existe &, tel que

A—en A+ Cl0,va(T)+e] et dmE(A-eyn, A+ )H <o

Ainsi, il existe deux sultes (An)n>0 €t (€n)nmo telles que &, > 0, A, €
10,7(T) + €[, 10,72 (T) + &[ = U,5ql2n — &n, An + €a] et dim E(JA, — €,
An +Ea[)H < c. Il en résulte que dim E(J0, v, (T) + &) H < aRp = « (voir
7, Corollaire 4, page 73]). Ceci prouve (2).

Maintenant, si on utilise [8, Théoréme 3.1], on constate que v4(T) +¢ <
Ya(T"), ce qui est absurde. Par conséquent, § < v, (7).

Montrons 'inégalité inverse. On peut supposer que v,(T) > 0, car sinon
I'inégalité est évidente. Soit 0 < A < v, (7). Alors d’aprés [8, Théoreme 3.1],
il existe £ > 0 tel que dim E(]0, A + ¢))H < .. D’autre part, en utilisant [8,
Temme 3.6], on conclut que

10: A[M oo (|T]) = 6.
Donc § > A et par conséquent § > v, (7).

(if} D’aprés [11, Lemme 2.3), on sait que R(T') est fermé si et seulement
si R(T) est No-fermé. D’olt, d’aprés la relation (1.3), on constate que g, (7) |
> 0. Supposons que & > v, (1), Soit &€ > 0 tel que v, (T) +¢ < 4. Alors
d’aprés la définition de 4, on a
(3) 10, 1o (T) + &l Moy (IT1) = B

Ou va montrer que

) dim B(]0, ,(T) + e} H < Ro.
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Comme R(T") est un fermé, d’aprés {10, Proposition 4.5, page 359], on con-
clut que O est un point isolé de o((T}). D’olt il existe a € |0, yi,{T") + ]
tel que ]0,a] No(|T]) = B. Or, 0w {|T|) = oe(|T}), d’ott par (3) on obtient
(6, ¥10 (T) + €] N 0&(|T|) = 0. Donc, par [10, Proposition 4.6, page 359], on
conclut que chaque A € [a, v, (T) 4 €] N o ({T']) est un point isolé de o(|T)
et que A est de multiplicité finie. Par conséquent, [a,yx,(T) +e]No(|T]) =
{M, ..., M} avee k € N et dim B({\;}) = dim N (T — M1} = m; < ®g pour
tout i = 1,...,k. Donc

k k
dim B0, 1o(T) +eDH £ 3 dim B({A:}) = ) mi < Ro.

f=1 i=1

Maintenant, en utilisant [8, Théoréme 3.1], on conclut que r, (1) + & <
o (T}, ce qui est absurde. Par conséquent, § < v, (7). Enfin, comme en
(i) on montre V'inégalité inverse, ¢’est-a-dire que & > v, (T} Ceci achéve la
preuve du Théoréme 2.1, =

Remarquons qu'au cours de la démonstration du Théoréme 2.1, on a
prouvé le résultat suivant.

COROLLAIRE 2.2. Soit T € B(H). Alors vg(T) < inf{A: A € ag(|T|) \
{0}} = e(ma(T)) pour tout § € 6.

Si T est un opérateur de B(H) tel que R(T) n’est pas un sous-espace
fermé, on peut avoir vy, (T) # c{mw(T)) = inf{A : XA € o.(|T]) \ {0}}. En
effet, dans ’exemple qui suit on va construire un opérateur 7' € B(H) tel
que 1, (7)) = 0 mais ¢(my, (1)) = 1/2.

ExEMPLE. Soit H un espace de Hilbert de dimension infinie et soit
(e;)jes une base orthonormale de H. Fixons un sous-ensemble J; de J tel
que card(J;) = Ry et card(J \ J1) = dim H, et considérons une bijection
w:Ji — {1/n:ne N\ {0}}. Définissons T' € B(H) sur les éléments de la
base par

_ Jolile; sijely,

Tles) = { le;  sijed\J.
Alors, on vérifie sans difficulté que 7" est un opérateur autoadjoint et o(T") =
{0} U{1/n :n € N\ {0}}. Donc T' est un opérateur positif, d’ott 7' = |T.
Comme 0 n’est pas un point isolé de o(T"), on en déduit que v(I) = 0;
ceci implique que R(T) n’est pas fermé. Donc vy, (T") = 0. D’autre part, on
montre facilement que T — (1/n)I est Fredholm pour tout n € N\ {0, 2} et
puisque T et T — 1/2 pe sont pas Fredholm, il s’ensuit que o.(T) = {0, 1/2}.
Ceci nous permet de conclure que e(my, (7)) = inf{A : A € go(|T]) \ {0}} =
1K2 :fé TR (T)
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RBMARQUE. Soit § € ©. D. Ernest a montré {cf. [12, Proposition 3])
qu'un opératenr T € Kg(H) est & image S-fermée si et seulement si T' &
Jp(H). Donc, compte tenu de I'assertion (1.3) on conclut que v4(T) = 0
pour tout T € Kg(H)\ Jz(H). D’autre part, il est évident d’aprés (1.1) que
vg{(T) = +oo pour tout T" € Jg(H). Il résulte de tout ce qui précéde et du
fait que Kg(H) = Jg(H) pour tout 3 & Ay que si o ¢ Ag, alors

a(T) = {inf{)\ tA€ o (TND\{0}} s T ¢ Ka(H),
00 sid € Ko(H) = J(H).
Le corollaire qui suit découle immédiatement du Théortme 2.1 et de Ia
remarque précédente.

COROLLAIRE 2.3. Supposons que o € Ap.

(1) Yo (T) = e(na(T)) pour tout T € B(H).
(ii) Ya(T) = ¥a(T + K) pour tout K € K,(H) = J,(H).

COROLLAIRE 2.4. Si T est un opérateur de B(H) & tmage fermée, alors
o (T) = ey (T))-

Démonstration. Si T € J(H), alors T est de rang fini, d’olt en
utilisant (1.1) on voit que ,(T) = +4o00. D’autre part, il est clair que
ae(|T}) = {0}, donc d’aprés (2.1), e(my, (1)) = +oo.

SiT ¢ J(H), alors T ¢ K(H), ainsi P'assertion résulte immédiatement
de la relation (2.1) et du Théordme 2.1. u

COROLLAIRE 2.5. Soit T € B(H) et supposons que o € Ag. Alors
YolTY = (7o (T)) = sup T+ K),
KeK,(H)
et ce supremum est atteint.

Démonstration. Lapremidre égalité est exactement 'assertion (i) du
Corollaire 2.3. La deuxiéme égalité est une conséquence de [27, Théoréme 7).
Montrons que ce supremum est atteint.

Si ¢{na(T)) = 0, alors y(T') = 0; dans ce cas, il suffit de prendre K = 0.

8i ¢(ma (1)) = +oo, alors T € K,(H); dans ce cas, il suffit de prendre

= T,

Supposons done 0 < ¢(m(T)) < +oo. D’abord, d’aprés le Corollaire
2.3, ¢(ra(T)) = (7). D'autre part, d’aprés la deuxieme égalité il existe
Ky € Ko(H) tel que y(T + Kp) > 0. Posons L = T + Kp. Par le Corollaire
2.3, on a v(L) = e(ma(L)). Or, e(ma(L)) = c(ma(T)), d’ot 4o(L) = yal(T)
> 0. Posons K1 = E1(]0, v (T)) (—|L| +va(T)I) otr on rappelle que Er(-)
désigne la mesure spectrale de |L|. Alors K1 € K,(H). En effet, pour £ > 0,
on pose

K = (~|Z| + 16 (D)) BL (0, 7a(T) — -
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Alors, en utilisant 18, Théoréme 3.1], on voit facilement que K. € Jo(H).
Par ailleurs, comme || K1 — K| < e pour tout ¢ > 0 et compte tenu du fait
que Ko(H) est un fermé de B(H), on conclut que K € Ko (H).

Par ailleurs, on a

L] + K1 = 71a(T)EL (10, % (T)]) + LI Br{[va(T), +oo[),
et on montre sans aucune difficulté que
Y(IZ| + K1) = va(T).
Maintenant, écrivons L sous sa forme polaire L == W|L| avec W une isomét-
rie ou co-isométrie (voir [16, Probléme 106]). Par symétrie de 'adjoint on
peut supposer que W est une isométrie. Posons K = Ky -+ WKj; alors
K € K,(H) et on voit également que la conorme de T' + K vérifie
AT +K) = AL+ WEL) = 4(|Ll+ Ka) = (). »

Nous allons maintenant nous intéresser aux points de continuité des deux
applications suivantes : cq 1 8 = c(ma(S)) et Yo 1 § — Ya(5).

D’abord, nous montrons le lemme suivant.

LEMME 2.6. Si T € % et § € B(H) tel que |T — 8| < e(ma(T7)), alors
le(ma(T)) —e(ma(S))] < T -~ 5.

Démonstiration. Remarquons d’abord qu’on peut supposer que I’ €
$9; sinon on passe a 'adjoint. Maintenant, en utilisant [18, Théoréme 2],
on obtient

|1T = Slla < I = 51 < e(ma(T)) = |[ma(T
oll 74{T)1 désigne l'inverse de Moore~Penrose de 7o(T) dans C(H). Il en
résulte que
(1) 7T (7a(T) — 7a(8))} < 1.

Ceci implique que I —~ ma(T) (0T — 74 (8)) = ma{T )7 (S) est inversible.
Par conséquent S € $%. Finalement, d’aprés (1) et {18, Théoréme 5, on
constate que

le(walT)) — e(mal(S)] < |T' = Slla £ [T = S| =
REMARQUE. Le Lemme 2.8 est vrai pour tout cardinal a tel que Ny €
a<dmHA.

THEOREME 2.7. Soit T' € B(H). Alors, T est un point de continuité
pour Vapplication ¢, : B(H) — [0, +00] donnée par ¢o : 85— ¢{na(5)) si et
seulement st c(mo(T)) = 0 ou T € $5.

Démonstration. <" Quand e(r,(T)) = 0, la continuité de cq
découle de sa semi-continuité supérieure (cf. [18, Théoréme 7]). Si c(wa(T))
> 0et T'e $2, alors la continuité de ¢, se déduit du Lemme 2.6.

i,
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“=" Supposons que ¢, est continue au point T et que c('ira (M) > 0.
D’ol, il existe & > 0 tel que si |T'— S| < ¢, alors c(n,(S)) > 8 = Le(ma(TY).

D’autre part, comme 'ensemble des opérateurs semi-inversibles est dense
dans B(H) {voir [16, Probleme 109]) il existe une suite (T,,),, de % telle
que Bmp—to0 || T — T|| = 0. D’olt, pour § = min{e, §} > 0, il existe ng € N
tel que ||Tn, — Tl < 8. Donc ¢(no(Th,)) 2 4. Par conséquent,
(1) ”Tn-u - TH < emq (Tnu))'
Comme T}, € ®4, en utilisant les Corollaires 2.3 et 2.4 et en tenant compte
de [8, Théoréme 3.7], on en déduit que _

e{a(Tng)) = Ya(Tno) = a):Ma{(Tny) ) }-

Done, en utilisant (1) et [26, Théoréme 4.2.5], on conclut que T € &%

Pour T' € B(H), on note g4(T") = {04 (1))° = C \ 0, (T).

COROLLAIRE 2.8, Soit T € B(H) tel que c(mo(T)) > 0. Alors les condi-
tions suivantes sont équivalentes.

max{meq (T},
]

(i) T est un point de continutlé pour co : B(H) — [0, +00].
(ii) I existe a,b > 0 tels que pour tout S € B(H),

|7~ 8| < a=c(mo(S)) = 0.
(iii) I existe a,b > 0 tels que pour tout S € B(H),
1T = 5] < a=10,8[ < gal|S]).
(iv) I existe a,b > 0 tels que pour tout S € B(H),
1T — 8} <a =105 C gall5™]).
(v) T'e &%.
Démonstration. Les implications (1)=(ii)=-(iii} sont faciles & voir.

Les conditions (iii) et {iv) sont équivalentes : ceci découle simplement du
théoréme de Vapplication spectrale et du fait

10,5 S a(T*T) 4 10,b] C a(TT").

Pour Vimplication (iii)=-(v), comme Pensemble des opérateurs semi-in-
versibles est dense dans B(H) {(voir [16, Probleme 109]), il existe S € &%
tel que oft, en utilisant Ihypothese (iii), on obtient
() T - 8| < e(walS)).

D'autre part, comme § € &%, en utilisant les Corollaires 2.3 et 2.4 ef en

tenant corapte de [8, Théoréme 3.7, on conclut que

(%) c(7a(8)) = 1a(5) = max{ma(8), ma(S7)}

Done par (x), (%) et [26, Théoréme 4.2.5], on en déduit que T" € €3.
L'implication (v)=-(i) résulte immédiatement du Théoréme 2.7. m
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REMARQUE. D'aprés le Corollaire 2.3, on peut remarquer que le Théo-
reme 2.7 et le Corollaire 2.8 sont vrails si on remplace I'application ¢, : S —
c{me(S)) par ¥a 1 8+ 1a(S) et ceci seulement pour & € Ao.

Pour terminer ce paragraphe, nous allons déterminer les points de con-
tinuité pour vy, : B{(H} — [0, +oc0]. Nous allons montrer d’abord le lemme
suivant.

LEMME 2.9. Soit T € B(H) tel que R(T) n'est pas fermé et cu,(T) > 0.
Alors T n'est pas un point de continuité pour v, : B(H) — [0, +o0].

Démonstration. Soit 0 < § < ex, (T} On va prouver qu'il existe un
opérateur T5 € B(H) tel que 0 < |7 — Ts|| < 6 mais |y (T) — 1o (Ts)| >
ey (T). Ceci prouve que T ne peut pas ére un point de continuité pour yy,.

Posons Ls = |T|E([5/2, +00[). Comme 0 € o(|T]) et 0 n’est pas un point
isolé de o (|T|) car R(T') n’est pas fermé (voir [10, Proposition 4.5, page 359]),
on en déduit que o{|T'|) N]0,48/2[ 5= 0. Par conséquent, Ls # [T'|. D’autre
part, puisque Lj est un opérateur positif et o(Ls) € {0} U [§/2, 400, il
g'ensuit d'aprés (1] que v(Ls) = §/2 > 0. Ceci implique que R{Ls) est un
fermé. On vérifie sans difficulté que

a(Ls) = {0} U {oe(|T|) N{6/2, +ool) € {0} U [ey (T7), +o0].
Par conséquent, ex, (Ls) = inf{ae(Ls)\{0}} = e (T) (car en, (T) € oe(Ls)).
Et comme R(L;) est un fermé, d’aprés le Théordme 2.1, v, (Ls) = en, (Ls) =
g (T). Soit T = V|7 la décomposition polaire de T' et posons Ty = VL.
Alors, on a
T = Tslf = I|1T'] = Lsll = [ 1T1B(([0,6/2D)]| <8/2 et y, (Ts) = 1o (Ls)

car R(Ls) = E([6/2,+oc)H C N(T)t et V : N(T)- — R(T) est une
isométrie. Par contre [yny (T) — o (Ts)| = Mo (T5) = co (7). »

THEOREME 2.10. T est un point de continuité pour vy, : B(H) —
[0, +00] si et seulement si T & K(H) et e, (T) = 0 ou T est semi-Fredholm.

Démonstration. Montrons d’abord Vassertion suivante :
(¥) 8T & K(H), alors T n’est pas un point de continuité de ~x,.

En effet, pour tout voisinage borné ¥ de Tona VN J(H) # f et NGy
# () (car Gy est dense dans B(H)) ol G4 désigne I'ensemble des opérateurs
semi-inversibles. Ainsi, d’une part, on aurait

Yo (S) =400 st SednJ(H),
et d’autre part,
0<y(8) €m(8) |8 <40 siSedNGy,

ce qui est abgurde. Donc, on conclut que 7' ne peut pas ére un point de
continuité de yu,.
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“ BT ¢ K(H) et exy(T) = 0, alors d’aprés le Théoréme 2.7, T est
un point de continuité pour cx, et donc Passertion découle directement du
Corollaire 2.2.

5i T' est semi-Fredholm, alors il existe un voisinage ouvert ¢ de 7" tel que

9 C F. D’ot, par le Corollaire 2.4, on a 1, (S) = ex,(S) pour tout S € 9.
Maintenant le Théoréme 2.7 nous permet de conclure.

“=" Soit T un point de continuité de yy, et supposons que ey, (T) > 0.
Alors, d’une part par (*) T ¢ K(H) et d’autre part d’aprés le Lemme 2.9,
R(T) doit étre fermé, D’on, il existe & > 0 tel que pour tout S € B(T,e),
S ¢ K(H) et 1,{9) > 2y (T) > 0. Alors, comme ey = Y, sur B(T, e)
(voir Corollaire 2.4), on en déduit que T est un point de continuité de cy,

et que exy (1) = 1, (T") > 0. Par suite, par le Théorzme 2.7, on conclut que
T est semi-Fredholm. =

CoOROLLAIRE 2.11. Soit T € B(H) tel que yn,(T) > 0. Alors les condi-
tions sutvantes sont équivalentes :

(1) T est un point de continuité pour vy, : B(H) — [0, +o00].
(ii) Il existe a,b > O tels que pour tout S € B(H),
IT =Sl <a=v,(S)2betS¢KH).
(iii) Il existe a,b > 0 tels que pour tout S € B(H),
T-5] <a=]0,b[C on,{|5]) et S ¢ K(H).
(iv) Il emiste a,b > 0 tels que pour tout S € B(H),
T — Sl < a=10,b[ C on,{|S™|) et § ¢ K(H).

(v) T € &%,

Démonstration. L’implication (i)=>(ii) est facile & voir. L'implica-
tion (ii)=>(iii) découle immeédiatement du Théoréme 2.1. Pour I'équivalence
(ili)«>(iv) voir Corollaire 2.8. L'implication (iii)=>(v) est similaire & I'impli-
cation (ili)=>(v) de la démonstration du Corollaire 2.8, L’équivalence (v)< (i)
est une conséquence directe du Théoréme 2.10. »

3. Approximation par les opérateurs semi-Fredholm. Notons &
un sous-ensemble de B(H), et int{X), X et O(X) respectivement 'intérieur,
Vadhérence et la frontitre de X. On rappelle que la distance de T' & & est
définie par

dist(T, &) = inf{||T = L|| : L € X}.
Nous reprenons quelques notations de [3, 4, 5] :
(3.1} essnul 7" = inf{dim E([0,eH : ¢ > 0},
(3.2) essdef T' = essnul 7%,
(3.3) S(T) = max{Rp, essnul T, essdef T'},
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(3.4) (1) = sup{X > 0 : dim E([0, \} H < S(T)},
(3.5) w(T) = max{r(T),7(T")}.

R. Bouldin a énoncé quelques propriétés de 7(T") et H{T") (ct. [5, Théo-
réme 2]). I1 les a caractérisées en fonction de la mesure spectrale E/(-) de |T.
Malheureusement, I'assertion (i) de son théoréme est inexacte. Cependant
elle serait vraie si on remplagait E(]A, A -+ €]) par E(JA — e, A -+ g]) et les
mémes techniques utilisées au cours de cette démonsiration s’appliqueraient
aussi & B(JA — e, A+ €[). Ainsi, on obtient :

THEOREME 3.1 [5, Théoréme 2]). (i) 7(T) 2 me(T) =

() 7(T) = inf{X > 0: dimEB{A -, A+ c)H >
dim E(]r(T) — e, 7(T) + e[)H > (T), Ve > 0.

(iil) 7(T) =0 & essnulT > essdef T' et essnul T > Ng.

(iv) 8i 7(T) = r(T™), alors essnul T = essdef T' ef par conséquent T est
dans la fermeture des opéroteurs inversibles.

(v) Siv(T) > 0 et 7(T*) > 0, alors 7(T") = r(I™).

St @ = Ng, on sait d’apres les travaux de P. Y. Wu [28], sur les opérateurs
semi-Fredholm dans un espace de Hilbert séparable, que la distance d'un
opérateur T & 'ensemble des opérateurs non semi-Fredholm est égale au
max{m. (T"), m.(T*)}; le théoréme suivant étend ce résultat aux espaces de
Hilbert non séparables et aux opérateurs non a-semi-Fredholm.

THEOREBME 3.2, Pour T'€ B(H) et a € O,
dist(T, (5)°) = max{mq (T}, ma(T*)}.

Démonstration. Tout d’abord, d’aprés [26, Théoréme 4.2.5], on re-
marque facilement que

0.
§(T), Ve > 0} et

me{T) < dist(T, (32)°).

Inversement, soit T = V|T'| la décomposition polaire de T et posons L =
V(IT| = ma(T)I). Comme |{T'| —mqa (I ¢ $%, L lui aussi n’appartient pas
& 9. Il en résulte que

dH(T, (85)9) < 1T ~ L) = ma(T).

D’on

(1) dist (7T, (-déixi-)c) = m{x(T)a
et par adjoint,

(2) dist(T, ($2)°) = ma(T"),

ol §% = (P¢)* désigne ’ensemble des opérateurs o-semi-Fredholm & droite.
Denc les formules (1) et (2) donnent

dist(T, (69)°) > max{ma(T), ma(T*)}.

Ovpérateurs semi-Fredholm 241

Montrons maintenant 'inégalité inverse. On peut supposer que T € g
(sinon I'inégalité est évidente) et que max{mq(T), mq(T*)} = m(T) > 0
(sinon on passe & I'adjoint). Soit T = V|T| la décomposition polaire de 7.
A chaque € > 0, on associe I'idempotent E; = E(jmq(T) — &, mq(T) + €]).
Alors, d’aprés [8, Lemme 3.6], on voit que H. = R(E,) est un sous-espace
de dimension supérieure ou égale & a.

Dans un premier temps, nous allons construire une suite d’opérateurs
(Se)eso de ($5)° vérifiant [T ~ S|l < mq(T) +&. Posons S, = T(I ~ E.);
alors He € N(5;), ce qui implique que dim N(S,) > a. Par conséquent,
S & 9%

D'autre part, S; & $%. En effet, si S. € ¢%, alors V € &2 puisque
VIT|(I — E.) est semi-inversible & droite modulo K.

Drailleurs, puisque T" € $% (car mq(T) > 0), il s’ensuit que dim N(V) =
dim N (T} < c. I en résulte que V' € . Or, 5. = V|T|(I - E.) € &, par
suite |T|(I — E.) € %, ce qui est équivalent & d1re que 7o (|T|{I — E:)) est
semi-inversible & droite dans C\ (H). Comme 7, {|T|{I — E.)) est un élément
positif, on en déduit que 7, (|T|(I — E.)) est inversible dans Co(H). Donc
Se = V|T|{I — E¢) € ¢, ce qui contredit le fait que S. ¢ $%. Il en résulte
que S, € &%

Finalement, on en déduit que

dist(T, (PF)°) < |1~ S = |TEf = [||T|Bel| € ma(T) +e,
ce qui donne

dist(T, (25)°) € mo(T) = max{mq(T), ma{T*)}. u

On va déterminer la distance de T A plusieurs classes d’opérateurs; avant
cela nous montrons les deux lemmes suivants.

LeMME 3.3. Soit T € B(H). Alors (1(T) > 0 et 7(T*) = 0) si et seule-
ment st (dim N(T) < essnul T < (1) et dim N(T™) = essdef T = S(T)}.

Démonstration. “<«=" Résulte immédiatement du Théordme 3.1.
“=57 Boit 0 < A < (T7) tel que

essnulT = dim B([0, A[LH et essdef T = dim E*([0, A[)H.
Alors, par le Théoréme 3.1, on voit que
(1) dim N(T) < essnul T < S(T) et essdef(T) = (7).

Or, d’aprés [5, Lemme 1}, dim E(]0, A)H = dim E*(J0, A[)H; par suite, en
tenant compte de (1), on conclut que

dim N{T™) = dim E*({0})H = dim E*([0, A\) H = essdef T'= 3(T). n

Du Lemme 3.8 résulte immédiatement le corollaire suivant.
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COROLLAIRE 3.4. §i T € B(H) tel que (T} > 0 et 7(T™) = 0, alors
ind(T) = —-(T).

LEMME 3.5. §i T € B(H) tel gue 7(T) > 0 et 7(T*) > 0, alors

7(T) = 7(T") = me(T) = me(T").

Démonstration Tout dabord, d’aprésle Théoreme 3.1, ona v(T) =
7(T*). D'autre part, soit A € |0,7(T")] tel que
(*)  essnulT =dim E([0, A\}H et essdef T = dim E*([0, A[) H.
Alors, par définition de 7(T) et (1)

dim E([0, A\ H < S(T) et dim E*([0, A[)H < &(T).

Done, par (*) et en tenant compte de la relation (3.3), on conclut que (T
== Ng. Enfin, en utilisant [19, Proposition 6.10], on constate que

7(T) = 7(T*) = me(T) =me(T*). m
REMARQUE 3.6. Si T € B(H), alors 7(T') = mgry(T).
Cette remarque découle immédiatement de [8, Théordme 3.7], parce que
mery(T) = sup{X > 0 : dim B([0, \)H < H{T)}.
Pour un cardinal 3 vérifiant —dim H < @ < dim H, on note
Ig={T € B(H):ind(T) = 3},

I'ensemble des opérateurs d'indice 3.

A T € B(H), on associe les ensembles @(T) = {f un cardinal : 0 < § <
S(T)} et O_(T) = {—f: B € O(T)).

Nous notons G (resp. G4, G..) 'ensemble des cpérateurs inversibles
(resp. semi-inversibles & gauche, semi-inversibles 3 droite).

THEOREME 3.7. Soit T'€ B(H).
{1y Pour J C &1,

aist(T, | J (G- n1g)) = { 1T} st mdT) &7,

SINON.
peJ 0

(i) Pour 8 un cordinal vérifiont H(T) < A < dim. H,
dist(T, G- N Ig) = max{mp(T), mg{T")}.

Pour la démonstration du Théoréme 3.7, on aura besoin du lemme sui-
vant. i

LeMME 3.8. Soient T € B(H), € > 0 et A > w(T"). Notons H, = E([0,
A+ e H. 8ie est suffisamment petit, alors

dim H, = dim [T(H})]*.
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Démonstration. Soit T = U|T| la décomposition polaire de T. Tout
d’abord, en utilisant [16, Probléme 106], on obtient

(1) R(U) = R(T) = N(T")" = N(|T*|)* = B*(0, +oc)H.
D'autre part, on voit que
[T(H)]* = [UITIB(A+ &, +oo) H]*
= [UE([A +&,+oo)H]*
= [E*([A + &, +oa)U H]*+
= [B*([A+¢, oo H]*
= E*([0, A + ¢[)H.
Maintenant, si A = 0, alors pour £ suffisamment petit on a
(2) dim E([0,e[)H = essnulT et dim E*([0,e[)H = essdef T.

Ainsi, en utilisant le Théoréme 3.1 et le fait que u{T") = 0, on voit que

{d’aprés [5, Lemme 1))
(d’apres (1))

(3) Ng € essnul T = essdef T,
Donc
{4) dim E([0,e[)H = dim E*([0,e[)H.

Par conséquent,
dim [T'(H)]* = dim B([0, ) H = dim B([0, ) H = dim H,.
Supposons maintenant que A > 0. Alors par [5, Lemme 1] et le Théoréme
3.1, on voit que pour tout ¢ > 0,
(5) dim E(j0, A + e H = dim E*(]0, A + e[) H = S{T").
Comme
dim BE({0}H <¥(T) et dimE*({0})H < T},
il vient
dim B([0, A +e))H = dim E(}0, A + ) H
et
dimn E* ([0, A + &) H = dim E*(]0, A + ¢[)H.
D'oty, de {5) il résulte que
dim E([0, A + e[)H = dim E*([0, A + ¢[) H.
Par conséquent, dim H, = dim [T'(HF)]*. =
Démonstration du Théoréme 8.7. (i) 81 ind(T") € J, soit T = U|T] la
décomposition polaire de T avec U une co-isométrie et ind(U) = ind(7'}
(voir [16, Probléme 108]). A chaque £ > 0, on associe le sous-espace H, =
E([0,e[)H. Soit Ls = E([0,2[) @ |T| ;.. Aloss, il est facile de voir que L,
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est inversible, ce qui implique que ULe € {Jge ;{(G-N1g). Or, [T - UL <
|||T] = Lel| < 2e, et par suite

dist (T, JG-nig) =0
BeJ

Supposons maintenant que ind(7) € J. Soit { € J. Cette fois on pose
H, = E([0, u(T)+¢[)H. Comme, d’aprés le Lemme 3.8, H, et [T{H})]* ont
la méme dimension, on peut trouver une co-isométrie W : H, — [T(HEJ*)]l
d’indice ¢.

Définissons maintenant L, = eW & Tjg, € B{H). Une vérification de
routine montre que L. € G_ et ind(L.) = ind(W) = ¢, ce qui implique que
Le € Jge s (G- N1Ip). D'auire part, comme

I7 = Lell < [T || + el Wil < p(T) + 2,
il vient que
dist(T, |J(G-n fﬁ)) < 1{T).
peJ

Montrons maintenant inégalité inverse. On peut supposer que u(T) > 0
(sinon I'inégalité est évidente). On va distinguer deux cas.

e Si min{r(T),7(T*}} > 0, alors, d’aprés le Théoréme 3.1 on a 7(7) =
T(T*), et par le Lemme 3.5, on voit que p{T") = m(T"). Ainsi, en s’appuyant
sur [26, Théoréme 4.2.5] (avec & = Ng), il est aisé de prouver que

dist (7, | (G~ N 15)) 2 me(T) = w(T).
geJ
¢ Si min{7(T),7(T*)} = 0, tout d’abord, par le Lemme 3.3, on conclut
que indg(r)(T) = ind(T") = £¥(T). Ensuite, en utilisant [26, Théoréme
4.2.5}, on obtient

dist(7, | J (G- 1 Iﬁ)) > max{me ) (T), mar) (T*)} = p(T).
peJ

(ii) Notons 6(T') = max{mg(T"), mg(T™)}; alors §(T) = u{T). A chaque
e > 0, on associe le sous-espace H, = E{[0,6(T) + ¢[)H. Dans un premier
temps, on va prouver que dim H, = dim [T'(H, EJ-)]L > (. On va distinguer
deux cas.

S8i 6(T) = 0, alors par [8, Théoréme 3.7, on voit que dim H, > £ et donc
d’aprés le Lemme 3.8, on constate que dim H, = dim [I'(H)]* > 3.

8i §(T) > 0, supposons que 0 < & < §(T'); alors par [8, Lemme 3.6, on a
dmE(1S(T) ~e,8(0)+e)H 28 ou dimE*(|0(T) - &,6(T) +eNH > 5,
ce qui donne d'aprés [5, Lemme 1]

dim E(J8(T) — &,6(T) + ) H = dim E*(§(T) — &, 6(T) + e H > 6.
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Ceci entraine que dim H, > £ et donc par le Lemme 3.8 on observe que
dim H, = dim [T(H)]* > 5.
Maintenant, on sait qu'il existe une co-isométrie W : H, — [T(H1)]*

d’indice 3. Posons L, = eW EBT; HE - Alors on voit aisément que L, € G_NT )
et que || T — Lel| < 6(T) + 2, ce qui donne

(1) dist (T, G- N Ig) < (7).

Inversement, pour tout L € G_ N Ig, on a ind(L) = 8 5 ind(T) et indg(T)
=0, indg(L) = B. Donc, d’aprés [26, Théoréme 4.2.5], on doit avoir

T — L|| 2 8(T), ¥YLeG_nlIg,
ce qui implique que
(2) dist (T, G_ N Ig) > 6(T).

De (1) et (2) on conclut que dist(T', G_ N Ig) = §(T). Ceci achive la preuve
du Théoréme 3.7. w

Le corollaire qui suit résulte immédiatement du Théordme 3.7 par pas-
sage & I'adjoint.

COROLLAIRE 3.9. Soit T € B(H}.
(i) Pour J C €@_(T),

dist(T, | J (G4 np)) = { wT) st imd(T) £,

ser 0 sinom.

(i) Pour 8 un cardinal vérifiant S(T) < f < dim H,
dist (T, G N I_p) = max{mg(T}, mg(T™)}.
On montre de Ja méme fagon le corollaire suivant.
CoroLLAIRE 3.10. Seit T € B(H).
(1) Pour J C O(TY U O(T),
dist (T, tg} Iﬁ) = { g(T)
(i) Pour B vérifiant 3(1") < |f] £ dim H,

st ind(T) € J,

stnon.

si32>0,
sifd<0.

Rappelons quun opératewr T € B(H) & image fermée est dit Fred-
holm si max{dim N(T), dim N(T*)} est fini. On note par F cette classe
d’opérateurs.

Pour 3 un cardinal vérifiant 8 < dim H, on note F? (resp. F—#) l'en-
semble des opérateurs semi-Fredholm d’indice 8 (resp. —4).

dist(T', I5) = max{mys|(T), mp (T*)}, ENCE {ﬁﬂ
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On montre de la méme maniére le corcllaire suivant.
COROLLAIRE 3.11. Soit T € B(H).
(1) Pour J C @(T)U O_(T),

dist (T, U F'@) = {M(T) st ind(T) & J,

0 sinomn.
ged

(i) Pour 8 vérifiant S(T) < |} < dim H,
dist(T', FP) = max{m g (1), myz (T™)}.

COROLLAIRE 3.12. Pour T € B(H},

7(T*)  si ind(T) > N,
dist(T, F) =4 0 si ind(T) est fini,
T} & ind(T) < ~g.

Démonstration. Soit § = ind(T).
e Si 3 est fini, alors F? C F et par le Corollaire 3.11, on constate que
0 < dist(T, F) < dist(T, F?) = 0.

e 5i # = Np, alors il est facile de voir que ¥(T") = essnulT'. Donc, en
tenant compte du Théoréme 3.1, on conclut que 7(77) = 0. En conséquence,
par [5, Corollaire 8], on obtient

dist(T, F) < dist(T, G) = r(T™).

Inversement, pour tout L € F, on voit que indg(L) = 0. Or, indg{T) =
ind{T) # 0, d’olt en utilisant [26, Théoréme 4.2.5] et le Lemme 3.3, on
obtient | T — L|| = ma(T™*) = 7(T™). Donc

dist(T, ) = ~(T").
s 5i 3 < —No, tout simplement en utilisant le point précédent, on obtient
dist(T, F) = dist(T™, F) = 7(T"). m

Pour un opérateur 7' de B(H), les distances de T & F. et F. = (F)*
sont données par les formules suivantes :

THEOREME 3.13.

i _ [ (™) s ind(T) > Ry,
(a) dist(T, F,) = { (X o nd
(b) dist(T, F..) = {T(T) si ind(T") < —Ng,
0 sinon.

Démonstration. (a) Soit 8 = ind(T). Si 8 > Ng, alors en utilisant le
Corollaire 3.12, on obtient

dist(T, Fy) < dist(T, F) = r(T*).
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Montrons maintenant I'inégalité inverse. On peut supposer que (™) > 0,
car sinon I'inégalité est évidente. Comme ind(T") > Ng, on en déduit que
¥(T") = essnul 7. D'ott en utilisant le Théoréme 3.1, on conclut que (T = 0.
Done d’aprés [26, Théoréme 4.2.5] et le Lemme 3.3, on doit avoir pour tout
LeF,

1T = L 2 ma(T*) = ~(T™),
Ceci prouve que dist(T, Fy.) > ma(T*) = 7(T*). Donc
dist(T, Fl.) = 7(T*).
8 A < Ny, comme FF C F,, d’aprés le Corollaire 3.11, on conclut que
0 < dist(T, F.) < dist(T, %) = 0.

La preuve de (b) résulte immédiatement de (a) par dualité. m

4. Sur la frontiére de certaines classes d’opérateurs lides aux
opérateurs semi-Fredholm. Dans le cas hilbertien séparable, S. Izumino
et Y. Kato [20] ont montré qu'un opérateur T’ appartient & H(G) si et seule-
ment si T' n’est pas semi-Fredholm (ceci est équivalent & dire que m(T") =
me(T*) = 0). La situation pour les espaces de Hilbert non séparables est
un peu différente. De maniére plus précise, la frontiére de G est en générale
incluse strictement dans le complémentaire des opérateurs semi-Fredholm,
tout simplement parce que les opérateurs appartenant 3 8(G) vérifient une
condition plus forte donnée par

Led(@) & 7(L)=r(L*) =0.

Il faut noter que dans le cas hilbertien séparable, 7(T') est égale & me(T)
et donc le théoréme qui suit étend le résultat de S. Izumino et Y. Kato
[20] aux cas des espaces de Hilbert non séparables. Considérons I’ensemble
A={L e B(H):7(L)=7(L*) = 0}.

THEOREME 4.1.
O(C) = {L € B(H):7(L) =7{L*) = 0} = A.
Démounstration. “C” D’abord, d’aprés [5, Corollaire 8], on voit sans
difficulté les inclusions suivantes :
GCFNL Cint(G)C G

Donc T' & F N Iy pour tout opérateur T de 8(G). D’olt d’aprés {5, Corollaire
8], on doit avoir dist(T, @) = u(T). Et comme 7' € 8(G) C G, on conclut
que p(T) = (. Par conséquent, T' € A.

‘2" SiT € A, alors par [5, Corollaire 8], on remarque que

0 < dist(T, &) < u(T) =0,
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ce qui implique que T € G. Pour terminer la preuve du théoréme, il suffit
de prouver que T & G<.

Quitte & passer & l’adjoint on peut supposer que ind(T) < 0. Soit T =
V|T| la décomposition polaire de T' avec V une isométrie et ind(V') = ind(T)
{voir [16, Probléme 106]). A chaque ¢ > 0, on associe I'idempotent B, =
E([0,]) et on pose EX =1 — E.

Soit (e4);es une base orthonormale de E([0,€[) H ou J est un ensemble
tel que card(J) = dim E([0,e[)H. Compte tenu du fait que 7(T) = 0, on
conclut que card(J) = dim E{[0,£[)H = S(T). Fixons jp de J et considérons
une bijection ¢ : J — J \ {jo}

Définissons maintenant W de B(H) de la maniére suivante :

W(z) =z si z € B (H))* = B (H),

W(ej) = €y(4) sije
Alors, on vérifie facilement que W est une isométrie d’indice -1 et que
(1) WE = E.

Solent S, = (|T| ~ eI) B et Le = VW(8, + £I). On vérifie sans difficulté
que

(2) Se+ele@ et |8~ |T||| <e¢,
(3) C ErS.=5. et WS, =8,
Ceci implique que

N(L:) ={0} et ind(L.)< -1

1l en résulte que L ¢ F N Jp. Ainsi par [5, Corollaire 8], on constate que
dist{Le, G) = u(L,). D’autre part, comme R{L;} = R(VW) est un fermé
et N(L.) = {0}, on en déduit que L. € F.. Donc m.(T") > 0 (cf. [2,
Théordme 2]). Par conséquent p(L.) > 7(Lg) > me(Le) > 0. Maintenant
par [5, Corollajre 8], on conclut que Lo & G, ce qui revient & dire que
L. € G°. Or, au moyen de (2) et (3) on conclut que ||T — L.f| < 2. Nl en
résulte que T € G°. =

L’auteur a montré dans le cas hilbertien séparable que pour tout sous-
ensemble J G L =ZU{~Rg, Ra}, int(Ue s F7) = Uy F7 0t O(Uep F7) =
Ujes F7) = {T € B(H) : me(T) = m(T™*) = 0} (voir [25, Théormes 5
et 8]3. On va prouver que les deux premidres égalités précédentes subsistent
méme pour les espaces de Hilbert non séparables.

THEOREME 4.2, Soit J G Z.

@) | int (Uﬁ) = P,

= jeJ
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(i) a(U Ff)za(UFJ') - A
JjeJ ged

Démonstration. (i) L'inclusion |J, , Fi C int((J;e; F?) étant évi-
dente, il suffit de montrer I'inclusion inverse. Soit T e int(m}. Nous
allons montrer que (1) > 0. Si ce n’était pas le cas, comme (T >
max{me (1), me(T™)} (voir Théoréme 3.1), on conclurait que T' n'est pa;
semi-Fredholm. Soit m € Z\ J (ceci est possible car J G Z); alors par
le Corollaire 3.11, on devrait avoir T' € F™ (car u(T) = 0). Puisque T
n'est pas semi-Fredholm, on conclurait que T € F™ \ F™ = 3(F™), Il en
résulterait que 7' € O(F™) Nint(U,, F7). Donc (Ujes FI)NF™ # 0, ce
qui contredirait la continuité de I'indice. Par conséquent, u(T% > 0.

Maintenant par le Corollaire 3.11, on constate que T est un opérateur
d'indice § € J (c'est-a-dire T € UjEJ I;}. Soit n = ind(T). Pour finir la
preuve de la premiére assertion, on a besoin de distinguer trois cas.

# 5in fini, alors 6(7) == min{7(T), »(T™)} > 0. Car si ce n’était pas le cas,
on conclurait par le Corollaire 3.4 que ind(T') = +(T). Cela reviendrait
a dire que J(T") = =4n, ce qui contredirait le fait que $(T) > Rp. Dol
w(T} = (T} = 7(T™*) > 0. En tenant compte du Lemme 3.5, on obtient

me(T) = mo(T*) = w(T) > 0.
Par conséquent,
TernlJLc|]F
i€J jer

e 5i n = Ny, tout d’abord remarquons que dim N (T) > dim N (T*), d’o
7(T) £ 7(T*). Donc 7(T) = 0 et 7(T*) = u(T) > 0. Car si +(T) > 0, par
le Lemme 3.5, on conclurait que 7" est Fredholm, ce qui contredirait le fait
que ind(T) = Ny. Par conséquent, d’aprés le Corollaire 3.4, ind(T") = &(T).
Ceci implique que $(T) = Vg et en particulier 7(T™) = me(T™) > 0. Donc
TeFnly =% CFNUjesdy=Ues F7.

e S5imn = —Ny, alors 7(T") € 7(T) et on montre comme au point
précédent que me (1) = p(T) > 0. Par conséquent, T'€ F~ C ), ; FY.

(ii) La premitre égalité résulte immédiatement de la premiére assertion.

Montrons la deuxidme égalité, Soit T € A (c’est-a-dire p{T} = 0).
D'abord comme p(T) > max{me(T), me(T*)} = 0, on en déduit que
T west pas semi-Fredholm. En particulier T ¢ {J;o; F¥. D’autre part,
d’aprés le Corollaire 3.11, on voit que T € ¢, F¥. Maintenant, en uti-
lisant la premiére assertion on conclut que ' € &(U;¢; F7). Ceci prouve
que A C G(UjEJ £y,
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Montrons Vinclusion inverse. Si T € 8(U;c Fi}, alors §(T") = min{r(T),
7(T*)} = 0. Car si ce n’était pas le cas, on conclurait d’abord, par le Lemme
3.5, que T est Fredholm et ensuite, par le Corollaire 3.11, on constaterait
que T € UJe; 1y Done T € FNUjer s € Ujes F?. Cecl contredirait le
fait que T € 8(Uye ; F7). Par conséquent, §(T) = 0. On va montrer que
w{T) = 0; pour cela on va distinguer trois cas.

o Si ind(T) est fini, supposons que w(T) > 0. Alors par les Corollaires
3.11 et 3.4, on conclurait que ind(T) = £S(T). Ceci contredirait le fait que
S(T) 2 No.

e Si ind(T) = Wy, alors 7(T) < 7(T*). On va prouver que 7(IT™) = 0.
Si ce n’était pas le cas, comme plus haut, on conclurait par le Corollaire
3.4 que Rg = ind(T) = ¥(T'). Cela entrainerait que me{T*) = (") > 0,
Donc T est semi-Fredholm. D'autre part, comme u(T) = me(T™) > 0 et
T g Ujes F 7 d’aprés le Corollaire 3.11, on devrait avoir ind(T) € J. Il en
résulterait que T € U, ¢ s Fi, ce qui contredirait le fait que T € 8(U,¢, Py,

e Si ind(T) = —Ng on montre comme au point précédent que {T) =
w(T) = 0.

Conclusion : Nous avons donc démontré que pour tout opérateur I' €
Ujer F9) la quantité u(T) est nécessairement nulle; cela revient & dire
que T € A. Ceci achéve la preuve du Théoréme 4.2, =

Le corollaire suivant est une simple conséquence du Théoréme 4.2, avec
J =17

COROLLAIRE 4.3. (i) int(F) = F.
(i) O(F) = 8(F) = A

Dans le cas hilbertien séparable, I'auteur a montré (voir [25]) que
B(F) = 8(FL) = 8(Fy) = {T € B(H) : me(T) = me(T™) =0},

1l est donc naturel de se demander si ces égalités restent vraies pour les
espaces de Hilbert non séparables. Le théoréme suivant prouve qu’il n'en est
rien.

THROREME 4.4. (1) 8(F}) G 8(Fy) et d(F) # O(Fy).

(ii) Pour o = dim H, on a A G O(F*) et A G (F™%).

(iti) Pour o et 8 tels que R < o < 8 < dimH, on a 8(F*) ¢ B(F*P) et
B(FP) ¢ 8(F%).

Démonstration. (i) On va construire un opérateur T’ qui appartient
3 B(F.) mais n’appartient ni & 8(F) ni & 8(F,).

Soit o un cardinal avec Xy < o < dim H. Scient M et N deux sous-
espaces fermés de H tels que

dmM=0a, dimN=dmH, MeNs=H.
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Solent aussi M’ et N deux sous-espaces fermés de H tels que
dim M’ = Ry,
Soit U : N — N' une isométrie surjective et définissons 7, & B(H) comme
suit : Ty = U sur N et T, = 0 sur M. Alors, dim N(Ty,) = dim M = «, d’olt
me(Ts) = 0. Puisque I_E(Ta) = N est un fermé, il s’ensuit que dim N (T%) =
dim R{T, )™ = dim N~ = dim M’ = Rg. Donc m,(T*) = 0. Par conséquent,
(1) Me(To) = me(Th) =0 (¢ Ty & F).
D'autre pat, il'est clair que 7(Ty) = 1, d'olt 1 = 4(T,,) = inf{o(|Te|) \ {0}}
(voir Préliminaires). Ceci prouve que 0 est un point isolé de o(|T,]). Dot il
existe € > 0 tel que pour tout A €10, [,
Er, ([0, ADH = N(|Tu[) = N(T) et Bz, ([0,\DH = N(IT3]) = N(T7).
Par conséquent,

dmN' =dimH, M oN =H.

essnul Ty = dim N(T,) =« et essdef T, = dim N(T%) = Ro.
Donc 7{T2) 2 & > 0 et 7(Th) = 0. Ceci implique que T2 ¢ A et par
conséquent, d’'aprés le Corollaire 4.3, T & 9(F).

D’auﬂtre‘part, comme ind(T}) = —a et en utilisant le Théoréme 3.13,
on en dgdult que Iy € F. D'ol en tenant compte de (1), on conclut que
T € O(F.). 1l en résulte que A = 8(F) # d(F,).

Montrons maintenant que T € int(F,). Tout d’abord, d'aprés [26,

Théoréme 4.2.4], on constate que mq(7%) > 0. D’autre part, par [26, Théo-
réme 4.2.5], on a

ind(L) = indo(L) = indo (T3) = —er, VL € B(T3, ma{T3)).
Par le Théoréme 3.13, on obtient B(T%,my{T%)) C F;. Par conséquent,
T ¢ 8(Fy). 1l en résulte que O(Fy.) G O(F,).

(ii) D’abord, par le Corollaire 3.11 on conclut que 4 € F=. Or, AN
F® =, par suite A € O(F®) (car F* est un ouvert). D’autre part, soit Ty
Uopérateur défini dans (i). Puisque ind(T,) = «, et en tenant compte du
Corollaire 3.11, il s’ensnit que Ty € F¥, Or, d’aprés (1), T n'est pas semi-
Fredholm, par suite 1%, € 8(F"). Finalement, comme pu(T,) = 7(T5) > 0,
on en déduit ¢que T, ¢ A, Ceel prouve que A G S(F®).

Enfin, pour voir que A & 8(F ), il sufit de remarquer que A € 5(F~%),
TadAdet Th e O(F),

{iti) Soient T, ot Ty € B(H) définis comme dans (i). Puisque ind(T,) = «
(resp. il}fl('ﬂa) = f3), par le Corollaire 3.11, on conclut que T, € e (resp.
Ts € FP). Or d'aprés (1), T et T ne sont pas semi-Fredholm, par suite
To € O(F=) (resp. Ty € O(FF)).

Par ailleurs, d’aprés le Corollaire 3.11, on a

dist{Th, FP) = max{mgs(Ta), ma(Ta)} = 7(T3) >0
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dist(Ty, F*) = p(Tg) = 7(T3) > 0.

Ti en résulte que T, & O(FP) et Tg & O(F*). Ceci prouve que 8(F) ¢ 9(FP)
et A(FP) ¢ O(F). m

On montre de la méme maniére le corollaire suivant.
COROLLAIRE 4.5. Pour o et B tels que Mo < < 8 < dim H, on a
o(F*) ¢ 8(F~F),  8(FF) ¢ B(F®),
B(F~*) ¢ &(FP), O(FF) ¢ O(F ™),
HF=y g 8(F ), B(F Ty aF®).
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