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against 1° of lemma 1; this contradiction yields (ii). To prove (iii)
let us suppose (5) and F(z)-+f(2) not singular. Lemma 2 assures
the existence of f(2) with 7(F+f)<<r(F-+f+f,); comparing with (5)
we get 7(F-+g)>r(H), where g means the ordinary series f--f;;
the last inequality contradiets (i) and thus (iii) is established.

(Regw par la Rédaction le 6. 10, 1951)
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1. Considérons la série
(1) Vot-yi8itry, 2424,
ou y, sont des nombres complexes, s Dopérateur différentiel?) et
A une variable complexe.
Pour la convergence .de cette série, on a le critére suivant:
Sl existe un nombre §>1, tel que
(2) lim sup (n")°] ,,| <oo,
n-roo
la swite (1) converge pour tout i complexe. Si

(3) lim sup »"|v,| >0,

n-+>00
lo suite (2) diverge pour tout 1 complexe non nul.
Démonstration. Soit 1<<1/u<f<<6. Posons pour t réel

fit)= fexp(at—2)dz,
J

ou lintégrale est prise le long de I’axe imaginaire J. On a
(4) f(0)= [ e"exp(st—2")de (n=0,1,2,...),
J

car chacune des intégrales (4) converge uniformément pour tout ¢,
ce qui résulte de 1’inégalité

1) Voir [1], p. 47.
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am
) rexplet— )| <lefexp —1i°con )

De plus, on & f™(0)==0 pour n=0,1,2,...%).
L'inégalité (5) entraine

o9 am e (neEL)

I >(t)l<;(cos —5) I (__.(;_)

Bn multipliant (1) par g={q(®)}, on a
[rof(®) +puf B A+

Lorsque (2), cetfe série converge pour tout A complexe unifor-
mément par rapport & ¢>0, car

_nl
i< A= oo T) T o (M)

“ a

pour les grandes valeurs de » et la suite 4,144,A*4-... converge
pour tout 1>>0. Dol la premidre partie du théordme.

Supposons maintenant que l'inégalité (3) ait lieu et qu’il existe
une fonction f=(f(t)} (0<i<4oo) non identiquement nulle dans

00
un entourage du point t=0, telle que la série > y,s"Af converge
n=0

fortement3) pour une valeur A=2,7<0. La fonetion f(1) est alors
indéfiniment dérivable et lon a f™(0)=0 pouwr #=0,1,2,... On
a de plus
(6) lim 7, 431" (t)=0,
n-roo
uniformément dans tout intervalle fini.
En vertu de la formule de Maclaurin on peut done éerire

f(t)=[ml’”f‘"’(@t)]n:y (%)31};,  (0<0<,

pour 0<t<[4/3.

%) Voir [2], p. 211-212.
%) Voir [1], p. 50.
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2. Considérons maintenant le développement formel

(7N es“1=1+% 3“24—%82“124—...
On sait que cette série converge pour tout 2 eoinplexe, lorsque
a<04) et qu’elle diverge pour A complexe, lorsque «>>1%).

Que devient la série pour les valeurs restantes de a?

Le théoréme précédent permet de démontrer que la série (7)
converge pour tout A complexe, lorsque 0<<a<1.

Supposons d’abord que a=p/g, oli p,q sont des nombres natu-
rels et p<q. Alors la série (7) peut s’éerire comme la somme de 7
séries

g—1

1 1 1
gplaye [w + § 29 4 82”22"—5—...]7
é A (gl T 24!

dont chacune est convergente, en vertu du théoréme précédent.

S1 o est irrationnel, choisissons un f, rationnel de maniére
A avoir 0<<a<<f,<c1. I existe une fonetion f={f(f)}, continue pour
>0, telle que les termes de la série

1 1
T+4 sho fitor s fa? 4L

soient des fonctions continues pour t>>0 et que cette série converge
fortement, quel que soit A complexe.
On a pour n=1,2,...,

s f =5 f . s Boma)| L g™ oﬂln(ﬁo~a)
<|snﬂ.. Al (Bo—a) +12(ﬁa~a)+ o)y
la derniére série étant évidemment convergente. Or, cela entraine
la convergence forte de la série
1 1 2a £12
+or sfAt gp sE 4

d’ou la proposition.

4) Voir [1], p. 210.
5) Voir [2], p. 215-221.
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Sur les séries de puissances dans le calcul opératoire
par
C. RYLL-NARDZEWSKI (Wroctaw).

1. Soit
(1) D(2)= 2+ w2+
une série & rayon de convergence positif. Si f=[f(t)} est une fone-
tion (complexe de variable réelle) continue pour {0, la série
2) O(fA)=a, fA-+a, f2A2

considérée comme une série d’opérateurs, est uniformément con-
vergente dans tout cercle |A|<Ce?)

Nous démontrerons ici deux théordmes plus généraux.

2. Soit €, la classe des fonctions f (complexes de variable réelle
t>0) qui sont sommables dans tout intervalle fini 0<{E<k. Nous
allons considérer £, comme un espace du type B,?), en posant

k
W=/ f®)|a pour Ek=1,2,...
0

La pseudonorme |fl, jouit des propriétés suivantes:
1 fgle<<IIfll - llgh®)s
2° si lg<<M pour 0<CICE, on &

Hg!lk\ (k3My  pour w»=I1,2,...

1y Voir J. G.-Mikusinski, Sur les fondements du ealcul opératoire,
Studia Math. 11 (1950), p. 63, § 21.

2) Voir 8. Mazur et W. Orliez, Sur les esp métriques linéaires (1),
Studia Math. 10 (1948), p. 184-208.

s) Nous employons la notation de Mikusinski: jg= {ff(f_ g(‘r)dzl

I
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