Sur les espaces métriques linéaires (II)
par

8. MAZUR (Warszawa) et W. ORLICZ (Poznai).

§2.
2. Soit X un espace linéaire avec une psendonorme homogéne
|#[1). Nous appelons une fonetionnelle additive &(x) définie dans X
fonctionnelle linéaire avee la pseudonorme |r| lorsque

|y — &y >0  entraine &(x,)—> ().

1) Les termes employés sans définition sont ceux du §1 de ce mémoire.
11 a paru dans Studia Mathematica 10 (1948), p. 184-208. Les numéros cités
qui commencent par le chiffre 1 en indiquent les lieux cités ici.

Les deux §§, dont la publication s'est retardée de tant d’années (cf. le
renvoil) au §1, p. 184), ont plusieurs points de tangence avec des travaux
plus récents sur les cones dans les spaces Linéaires et sur les espaces topolo-
giques linéaires. Parmi de nombreux travaux de ce domaine, les suivants sont
4 noter en premier lieu:

H. Axuesep u M. Kpeitn, O nekomoptlz 60npocar meopuu MOMEHMOS
(N. Akhiezer et M. Krein, Sur quelques problémes de la théorie des moments),
Kharkov 1938.

M. T. Kpeiitz m M. A. Pyrman, Junelintie onepamopwl, 0CMagAI0OUUE
UN6APUAHMHBLM KOHYC 8 npocmpanemee Banaze, Ycnexnm mareMaTHYeCKMX HAYK
(M. G. Krein et M. A. Rutman, Opérateurs lindaires qui laisseni invariani
wn céne dans UVespace de Banach, Uspiehi Matiematitcheskih Nauk) III (1)
(23), Moscou 1948, p. 1-95.

J. Dieudonné et L. Schwartz, La dualité dans les espaces (F) et (LF),
Annales de I'Institut Fourier 1 (1950), p. 61-101.

G. Kothe, Die Stufenriwme, eine einfache Klasse linearer vollkommener
Riume, Mathematische Zeitschrift 51 (1948), p. 317-345.

Nos recherches sur les cones dans les espaces B, et leurs applications
3 la théorie des inégalités datent de 1942 et 1943; nous y avons tenun compte
de la monographie préeitée d’Akhiezer et Krein. La théorie des cOmes n’y
est d’ailleurs développée, pas plus que dans la monographie de Krein ¢t Rut-
man, que pour les espaces de Banach. Nous n’avons pas trouvé dans la litté-
rature qui nous a été accessible la théorie de la solubilité des inégalités dans
les espaces B,, qui est l'un des principaux résultats de notre mémoire.
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£(z) étant une fonetionnelle linéaire, il existe en vertu de 1.511
(en y posant |»|*=|£(x)| et |a;=|z|) un nombre N tel que

|E(3)| < N|®| pour tout =zelX;

le plus petit N satisfaisant & cette condition sera dit morme de la
fonctionnelle & avee la pseudonorme || eb désigné par [&|x ou par |§]
tout court.

Il est évident que, réciproquement, toute fonctionnelle addi-
tive £(x) qui satisfait & cette condition pour un nombre N est une
fonctionnelle linéaire avec la pseudonorme |z|.

Le théoréme de Banach et Hahn sur le prolongement des fone-
tionnelles lindaires subsiste lorsque la mnorme est remplacée par
une pseudonorme homogéne. Il en résulte en particulier l’existence,
pour tout x,eX, d'une fonctionnelle linéaire £(x) avec la pseudo-
norme |z| telle que &(mg)=|wo| et [ <1.

L’ensemble de toutes les fonctionnelles linéaires avec la pseudo-
norme |z| sera désigné par Z([z|) ou par & tout court. L’ensemble
Z(|z|) constitue un espace B en y entendant de la maniére usuelle
laddition des fonctionnelles, de méme que leur multiplication par
les mombres réels, et en définigsant la norme d’une fonctionnelle
&(z), en tant qu’élément de Z(|z|), eomme égale & ||

2.1. 8¢ |@|* et x|, sont des pseudonormes homogénes dans X,
la condition nécessaire et suffisamte pour que toutes les fonctionnel-
les qui sont lindaires avee la pseudonorme |x{* le soient avee la pseudo-
norme |x|, est Dexistence d'un nombre N tel que

a*<Nizly, pour tout meX.

' La suffisance de la condition étant évidente, nous n’en démon-
trons ici que la nécessité.

Soit en effet E,(l2|"), ou k=1,2,..., l'ensemble de tous les
EeE(Jol*)y pour lesquels |&,<<k. (Yest un ensemble fermé ef 1’on a

Bljal') = 3! Elal").

1l existe done un % tel que l'ensemble =, (jz|") contient une
sphére. Soit 7 son rayon. En posant N=2k/r, on a

|&y<N  pour |&*<IL.
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Quel que soit @,eX, il existe une fonctionnelle & e Z([z[*) telle
que & (@) =|2|* et |&[* <1 11 vient |oig|" =& (@) <1 &olo* [56lo < N [woly -

2.2. Soit X un espace By avec la norme |z]. Admettons
qu'une suite {[z];} de pseudonormes homogénes y est fixée, telle
que

(%) [,] >0 équivaut & |z,[;—>0 pour k=1,2,...

Nous disons qu’une fonctionnelle linéaire &(x) définie dans X
est d’ordre m si elle est linéaire avec la pseudonorme

|2}, == sUD ([m‘lr l@lyy .- I'”]m)

2.21. Toute fonctionnelle lindaire définie dans Vespace X est
d’un ordre m.
C’est une conséquence de 1.51 en y posant |z|*=|£()].

2.22. 8’4l existe un nombre m tel que toutes les fonctionnelles
linéaires définies dans Uespace X sont dordre m, Vespace X est iso-
morphe & un espace B*.

En effet, toute fonctionnelle définie dans X et qui est linéaire
avec la pseudonorme |w|;=sup(]m]1,]m|a,.,.,lw],,) P’est aussi avec
la pseudonorme |z|,=sup (|m|1,1w]2,...,1w]m). 11 existe done, en vertu
de 2.1, un nombre N, pour lequel |z;<<H, |x|,. Reste & appliquer
le critérium 1.52.

2.23. Quelle que soit la fonctionnelle linéaire &(w) dlordre m,
définie dams Vespace X, il existe des fonctionnelles & (), &(x),. .., En(®),
linéaires avec les pseudonormes |Bly, [Tls,..., |Tln respectivement, telles
que

§(@) = & (@) + &al) +... ‘]“Em(m)

et dont les mormes satisfont & la condition

ot | £l st la norme de & avee la pseudonorme ||y et & est celle de
& avec la pseudonorme |x|; pour ¢=1,2,...,m.

Si une fonctionnelle &(m) est représentable dans cette forme, elle
est d’ordre m et

' [Elm< &l + 18] +n e+ 1ml.

La démonstration de la seconde partie du théoréme étant ba-
nale, nous ne démontrons ici que la premiére.
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Soit X; I’espace X avec la pseudonorme [x]; (¢’est done un espace
linéaire pseudonormé). Considérons le produit cartésien

Y=XxX,X...x X,

avec les opérations définies comme d’habitude et avec la pseudo-
norme .
Iy]ll: sup (]wllh lmziz; b me,m)

pour y= (Ty,%s,...,T,)eX. Il est facile de voir que toute fonction-
nelle 7(y) définie dans I'espace Y et linéaire avec la pseudonorme
lyl° se laisse représenter dans la forme

ﬂ(y) =&(z) + &(@)+... + fm(wm)y

ol §;(z) est une fonetionnelle linéaire dans X avec la pseudonorme
lei et

Toute fonctionnelle &(x) linéaire dans X avec la pseudonorme
lofn définit une fonctionnelle 7(y)=&(w) linéaire avee la pseudo-
norme |y[® dans un sous-espace lindaire ¥,CY composé d’éléments
de la forme (z,z,...,2), et I'on a 7]y, =|&lm. En prolongeant la fone-
tionnelle 7(y) & une fonctionnelle linéaire dans le produit Y tout
entier sans changer la norme [7ly, et en représentant la fonctionnelle
7(y) dans la forme qui précéde, on parvient 3 la forme de la fonction-
nelle £(z) qu'il s’agissait d’¢tablir et & 1'égalité annoncée pour sa
norme |&},.

2.3. X étant un espace F* avec la norme |z|, nous disons qu'une
suite {m,,} de ses éléments converge faiblement (converge faiblement
vers Uélément x,) lorsque pour toute fonctionnelle lindaire &(w) dé-
finie dans X la suite des valeurs (&(w,)| converge (converge vers
la valeur &(zx,)).

2.31. Pour guw’un espace F* soit un espace By, il faut et il suffit
que toute suile faiblement convergente (faiblement convergente vers un
dlémeni) de ses eléments soit bornée.

La condition est nécessaire. Soient en effet: [m.,,} une suite
d’éléments de l'espace considéré, {t. une suite de nombres réels

convergeant vers 0 et {[w]k} une suite de pseudonormes homogénes
dans cet espace, assujeftie & (x).
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Fixons un indice p et posons [z[) = sup (Imly, @)y .., l2],). Les
fonctionnelles lindaires @,(&) = &)/ [ta]z,) forment dans lespace
E(|sl;) une suite convergente vers 0. En vertu d'un théoréme
connu, il existe donc un nombre N, pour lequel |£()/ E,—lwn)[ <N, ¢
En choisissant &,e2(|z[*) de fagon & avoir

[l ST et &)/ Ttul ) = [V Ttl 2

il vient [t,2,5 <NpV/ [ta|—0, d’ou t,1,->0.

La condition est suffisante. Soit, en effet, 5, l'ensemble de
toutes les fonctiomnelles linéaires &(z) définies dans ’espace con-
sidéré et telles que |&(2)|<1 pour [#|<<1/k. Il est facile de voir que
les fonctionnelles |z, = sup [&(z)|, ol £e 5, et k=1,2,..., sont des
pseudonormes homogénes dans cet espace. Soit |z,]—0. Il existe
des nombres t,>0 tels que 1,~oco et [f,@,|—0. On a done [t,x,|<1/k,
d’olt [t,m, [, <1 pour n suffisamment grands; par conséquent |z,[,—0
pourtout £=1,2,... Réciproquement, si |2,[,—0 pour tout t=1,2,...,
on n’a qu’a choisir les nombres t,> 0 de fagon que t,~> oo et [t, 2, |, —0,
pour avoir £(4,2,)—0 quel que soit £¢5; par conséquent, la suite
{tu®,) converge faiblement vers 0 et comme elle est bornée par hy-
pothése, il vient |z,|-0. ’

2.32. Tout espace B séparable est isomorphe & wun sous-espace
dun espace B, séparable universel, & savoir de Despace C(—oo, 4-oc0)
de toutes les fonctions continues dans Uintervalle (—oo, 4 oo)?).

En effet, X étant un espace B; séparable avec la norme |z|,
s0it {||,] une suite de pseudomormes homogénes assujetties & (x).
Pour tout % fixe, 'espace X(|z|;) entendu au sens de 1.42 est un
espace B* géparable; en vertu d'un théoréme connu?), il est done
isomorphe & un sous-espace linéaire ¥, de l'espace ¢ de toutes les
fonctions continues, définies sur le segment ¢0,1>. Pour tout zeX,
désignons par ¥, ’élément de ¥; qui vient correspondre par cette
isomorphie & I’élément (z),.eX(|z|;) et considérons la fonction

0 pour t<0,

y() :{ Ye(t—2%+1)  pouwr 2W—1<E<2k ot k=1,2,...

2) L'existence d’un espace séparable universel contenant des parties
équivalentes & tout espace B, séparable est un probléme ouvert.

3) 8. Banach, Théorie des opérations linéaires, Monografie Matematyczne,
Warszawa 1932, p. 185-187.
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interpolée lindairement dans les intervalles (2k—2,2k—1). Alors
U(x)=y transforme X par isomorphie en un sous-espace linéaire
d’un espace By, & savoir de ((—oo, 4-o0). .

2.33. Nous allons établir & présent la forme générale des fonc-
tionnelles linéaires d’ordre m dans chacun des exemples d’espaces
B, envisagés dans 1.3 et y déterminer la norme |£|,, de chaque fone-
tionnelle £ linéaire avec la pseudonorme

[m]f,,:sup (el 1@lay oo vy 12]m)-

Ad 1.31. &,(x,,) étant une fonctionnelle linéaire dans X, , la fone-
tionnelle &(z)=¢§, (%) pouwr xeXCX,, est linéaire d’ordre m dans X;
réciproquement, si une fonctionnelle é(x) est linéaire d’ordre m dans
X, elle est linéaire dans le sous-espace linéaire X de X,, et il existe
par conséquent, en vertu du théoréme de Hahn et Banach, une
fonctionnelle &,(x,) linéaire dans X, telle que &(x)=¢,(x) pour
reX et que :

|El=sup &,(@) pour les ~zeX pour lesquels |w[5<1.
Ad 1.311. On a
f(ﬁ): Z;ana’nmtn pour .’D={t"l
ol 3la,| < oo, et
n=1

[l = Z |ty | G, D,
=1

. 1 1 1
i (1 1 L),
Qin Uyp A,

Ad 1.312. On a

§(m) = 2 Uy Ty, pour = {tﬂ}
n=1

2

ol YlayP<oo ef pp=—Lm_.
n=1 Pm—1

[

On voit aisément que |&],,=supé&(x) dans lensemble de tous
les e X pour lesquels

D It Pr<1.
n=1
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Il en résulte que

e Sl )™

=1

Ad 1.313. On a

1
E(z) =ofa(t)m(t) dt  pour z=a(t)

1 N
o fla(t)" di<oo et pp= L
pm'_l

On voit comme précédemment que |&,=sup £(x) dang DPen-

1
semble des xeX pour lesquels [ [z(t)™ dt <1, d’on
0

1 , 1n5
l5|m=(nffa(t)l”"‘dt) .
Ad 1.314. On a

m—1

1
£(m)=k20a,,m"‘>(0)-|-fm<’">(t)da(t) pour @=am(t),
= 0

olt a(t) est une fonction & variation bornée, continue du c6té droit
et telle que a(0)=0.

Soit |&)5, la norme de la fonctionnelle £ avee la pseudonorme
|2[° = sup (jz(0)], [#'(0)], ..., |z (0)], sup [«™(1)]).
i

On a trivialement

m—1
[Em< S laz] + var a(t);
k=0 i

nous allons montrer que l'on a iei le signe =.

Posons en effet g,=sign ; et choisissons, pour >0 donné,
un polynéme w(t) de fagon & avoir

w®(0)=0 pour k=0,1,...,m—1,

™) <1 pour 0EK1,

1
[ () da(t) > var a(t)—e.
i ¢
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On a alors pour
m—1

a(t)= 3 Fiput)
: k!
les relations

E(m)>mjl|ak[+va:ra(t)—a et |21,
E=0

11 est facile de voir que |z|°<|ofy,<elz)?, d’ol
< [ Em<e|Elm-

Ad 1.32. 11 est facile de voir que & () étant une fonectionnelle
linéaire dans X, ot k=1,2,..., on a
m

E(x) =) &lap)  pour tout z={m}eX

=1

et, réciproquement,
m
[Elm=2, &l
E=1

Ad 1.33. On a en vertu de 2.23 &(= Z’Ek ) ol &) est une

fonctionnelle linéaire aveec la pseudonorme |ac|,c En appliquant la
transformation de 1'espace X(|z|.) en espace ¢ par équivalence qui
a été définie dans 1.43, nous concluons que

o0
%)= fj lim ¢, + lim lim ¢,
k=1 n k n
et
)anlak—l,n tiin+ e li;n bean pour k=2,...,m,
ol
o0 _ 00

DlBl<oo et Ilm )< oo,

=1 n=1
de sorte qu’en posant

ﬁk={ Bth, powr k=1,2,.. m—1,
B pour k=m,m+1,...,

il vient

m—1 oo

E(z) = E Zakntkn+2,3kllmtkn+7hmhm 79
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On a trivialement

m—1 oo

IE{m\ )‘ ylakﬂ]+2]ﬂk!+1]]7

cependant le signe << est exclu, car en posant
5= i),

ol .
Ia;m pour k=1 .‘.,m—l et n=1,2,...,p,
our k=1,2,...,m—1 et n=p+1 2
4 — sign | 8, {p p+1,p+2,
pour k:m m+1 am4p et w=1,2,..,
j  pour Ek=m-p+l,m4+p+2,... et n=1,2,...,
on a

"rp!m<1 ef E '7']) _E: gllaknl +}§1!‘8k] + ]]]

Ad 1.34. &(x) étant une fonctionnelle lindaire avec la pseudo-
norme |z},, la transformation de ’espace X(|z|,) en espace ¢ par
équivalence, tout comme dans 1.43, conduit & la conclusion que

= [a(t) datt),

ol «(t) est une fonction & variation bornée, continue du ¢6té gauche
et telle que a(—m)=0.
|&] = var a(t).
i

Ad 1.35. Soit

t
1m;°=sup( sup |o(t)l, sup | [ @ ()ds)

<0,1—1'm> A—ym1y' 1—-1m

Les pseudonormes ol et [z]° étant équivalentes, on a

=Tty + T ( [ S)ds)d’g 0

1-1m\1—Lm

olt a(f) est une fonetion & variation bornée dans Dintervalle
{0,1—1/m), continue du cété gauche & l'intérieur de cet inter-
valle et telle que «(0)=0; B(t) a des propriétés analogumes dans
Dintervalle {1 —1/m,1}. Il est facile de voir que les fonetions a(t)
et f(t) sont déterminées par ces propriétés d’une fagon univoque.

Studia Mathematica. T. XIII. 10
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Désignons par 1£)% 12 norie de-la fonetionnelle & avee la pseudo-
norme |zpP, par [&], la norme de la fonctionnelle

1—1/m

f(x)= [ a(t) da(t)

0
avee la pseudonorme |z},= sup [#(f)] et par [&), la norme de
{0,1~1/m
la fonctionnelle '

1 i
&lo)= [ (J( m(s)ds)dﬂ(t)

-I—I/m
avec la pseudonorme
|2
o= sup l f w(s)ds“.
{l—=1/m,1 Y -1 m

Py

Alors l'application de 2.23 & |2]°, |z, et |z|, ainsi définis
permet de conclure que
iﬂ?n=|51]1+|’52l27
d’ott
|é= var a(t)+ var p(t).
<0,1—1/m> {1-1/m,1%
Ad 1.36. La transformation par équivalence de I’espace X (|x|,,)
en espace I”, définie dans 1.43, implique la forme
m
fa)= [ w(t)a(t)dt,
—n
ol «ff) est une fonetion définie sur le segment (—m,m)> et assu-
jettie & la condition: quand p=1, a(t) est bornée mesurable, et
quand p>1, elle est telle que
V m
[la@Pdt<oco, ot p'=-L_.
—m p——l
On a
sup ess |a(t)| pour p=1,

¢—mm

Elm= (™
(fla(t)]”dt) pour p>1.
1
2.4. X étant un espace linéaire, nous appelons une fonetion-
nelle w(r) définie dans X fonctionnelle de Bamach lorsqu’on 2
(@ H) < w(ty) + o(z,) et w(te)=iw(z) pour tous 1=0.
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2.41. Soient: w(x) une fonctionnelle de Banach, xz(1) une opé-
ration définie dans un espace abstrait A et ayant pour valeurs des
éléments de X, enfin c¢(1) une fonctionnelle définie dans 4.

Pour qu’il existe une fonctionnelle £(x) additive, homogéne et
telle que

(X)) =e(d)  pour lout Aed,
Er)<w(x) pour tout xeX,
il faut et il suffit que
(%) Do) <o ( Ztkw(ik))
k=1 k=1

pour 4,>0 et Aped.

La nécessité de la condition est triviale. Pour en établir la suf-
fisance, envisageons d’abord le cas ol la fonctionnelle de Banach
w(z) prend univoquement des valeurs non-négatives.

Soit 4 ’ensemble de tous les éléments de X qui sont de la
forme ’

=57 +k21' 82 (Ag) 5

50, %<0, o@<l,

e() <0 et s+ spe(dy) =1;
k=1

§’ll n’y en a pas pour lesquels e(d;)<0, A désignera simplement
Pensemble des zeX tels que w(x)<l.
Soit B l'ensemble de tous les éléments de X qui sont de la
forme
. i m
b= 3 wen(u),
i=1
ol
mn
w20, e(u)=0 et Ywe(u)=1;
i=1
ici on peut admettre 'existence des u; pour lesquels ¢(u;)>0, car
en cas contraire la fonctionnelle &£(z)=0 satisferait & la thése du
théoréme.

10%*
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Soit enfin D I'ensemble de tous les zeX de la forme d=b—a,
oil acA et beB. Il est facile de voir que 1’ensemble D est convexe.
En outre, 0 noneD, car on aurait en cas contraire

ea:-}-ZeLJa lk)_§ 1w, 2 ()

k=1

d’ott, en vertu de la condition (),

so(@)=o(sr)=0 __glwim(m) —kzlskw(ik))

n n
> Zwie(/ti)—zskc(lk) =38,

done w(x)>1 contrairement & la définition de 4.
Considérons dans B un b,70 arbitraire et posons

&(thy)=t pour t réels.

La fonctionnelle additive et homogéne &, définie ainsi dans
espace linéaire composé de tous les éléments th,, a la propriété

&(thy) =0  pour tout ibyeD,

car thyeD ef t<<0 entrainent Iégalité 0=(—1/t)(th))+1b,, de sorte
que le point 0 appartiendrait & D, contrairement 4 ce qui vient
d’étre démontré.

Ceci établi, admettons que, dans un espace linéaire R, tel que
R,CX,R,#X et byeR,, une fonctionnelle additive et homogéne &,
est déjh définie, ayant la propriésé

&(z)>=0 pour tout xzeR,D

Fixons un y,e X —E; et désignons par R’ et R' respectivement
I'ensemble de tous les x’eR, tels que t'(y,—x')e.D pour un t'>0 et
celui de tons les x'’e R, tels que t''(y,—x")eD pour un ¢'< 0. Il est
facile de constater que

20 et R's£0;

en effet, on &, pour ¢ suffisamment petifs, w(ty,)<1, ¢’est-a-dire
tyoed, Lol by—ty,e D, et comme by—ty, = (—1)(y,— by /t) pour 540,
il vient

R quand <0,

b €
IR quand 1>o0.
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Ensuite,
E@)< & (x"') pour x'eR’ et x’eR”,

car t'(yo—x')e D, >0, t"(y,—
de Pidentité

x'VeD et t''<<0 entrainent en vertu

l ! 1 I it g 7
Sz >1+(—;,,) [ (o) ] ="~z
que
1 ’
7 (x""—a")eD  pour t==-
d’olt & [(x"'—2")[t]1=0.
Considérons un nombre arbitraire r, tel que
E()Kr,<L&(x”) pour x'eR’ et z"¢R”,
et posons ’
Eo(w+-tyg) = Eo (@) +1r,
pour tous les xeR, et ¢ réels.

La fonctionnelle additive et homogéne &;, définie ainsi dans
Despace linéaire R, composé d’éléments x-1y,, a la propriété
E(x+iy)>=0  pour tout x-+iy,eR.D,
car on a 2-+ty,=t[y,—(—x/t)] pour {*0, donc

|R" quand >0, '

——.r
lR” quand <0,

d'ol
: ( )[ <7, quand >0,
° \ =1, gquand 1<<0.

En procédant ainsi de suite par linduction transfinie, une
fonetionnelle additive et homogéne £, (%) se trouve définie dams X,
telle que &(by)=1 et &(x)=>0 pour xeD, c¢’est-h-dire

E(a)<KE (D) pour aed et DbeB.
Soit & présent » un nombre tel que

E(a)<v<<E(D) pour eed et beB.
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On a v> sup &(a)>0, car &70. Posons

ofa)<l
1 ‘ :
E(z)= 5 &(x) pour zeX.

Ainsi définie, &(w) est une fonctionnelle additive® homogéne
et telle que
Ea)<1<E(D) pour aed et beB.

La fonctionnelle £(z) satisfait aux deux théses qu’il s’agissait
d’établir. En effet:

1 8i ¢(4)>0, on a x(i)/c(d)eB, doh E(w(l)/c(l)}}]; pareille-
ment, si ¢(1) <0, on a ex(d)/c(l)ed pour tout e<<l positif, d’otr
Hex(2)fe(h) <1; enfin, si e¢(4)=0, on a z(u)/e(x) +na(l)eB pour
tout ued tel que ¢(u)>0 et pour tout n=1,2,..., de sorte que
Ha(w)fo(u) +no(A) =1, dott &u(A)>20. I est ainsi établi que
Ez(2)) =¢(A) pour tout ie.

20 8i w(z)>0, on a (u(ea;/w(m))<1 pour tout e<<1 posiﬁif, de
sorte que ¢xjw(x)ed, don E(ew/w(m)]gl; 8i, par contre, w(x)=0, on
a o{ne)=0 pour tout n=1,2,..., de sorte que nzed et par consé-
quent &(np) <1, d'olt &(2)<C0. Il est ainsi établi que £(2)<w(xr)
pour tout weX.

Le théoréme se trouve done démontré dans le cas envisagé,
dans lequel w(x)>0 pour tout zeX.

_ Passons au cas opposé. Soit, dans ce cas, p(z) une fonctionnelle
additive, homegéne et telle que

p@)<w(z) pour zeX.
En posant
o(@)=w(@)—p@@) pour zeX,

e()=0c(1) —g(®(4) pour ied,

@ (z) devient une fonctionnelle de Banach, non-négative qui satisfait
4 la condition (+) avec ¢ et @ substitués & ¢ et respectivement.
Daprés le cas envisagé, il existe donc une fonctionnelle E(z) addi-
tive, homogéne et satisfaisant aux relations

Ez(1)>8(1) pour Zed,

fx)<ao(z) pour zeX.
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Alors ‘1a fonctionnelle &(z)= £(z)+¢(x) satisfait manifesbement
aux mémes relations avec ¢ et o au lieu de ¢ et @, ce qui achéve
la démonstration. :

2.42. On a le corollaire suivant:

Pour qu'il ewiste wne fonctionnelle £(») additive, homogéme et
telle que .

Ez(2)=e(d) pour Aed,
(r)<w(v) pour wmeX,

il faut et il suffit que Don ait la condition (sx) avec U, réels arbitrai-
res au lieu de 1, >0.

(Yest une conséquence immédiate de 2.41. En effet, pour avoir
Pégalité E(m(l)):c(l) pour un ieA donné, il faut et il suffit que
Von ait simultanément &(m(1))>>0(4) et &(—z(4))=—e(R).

2,421, Maintenons les mé&mes notations et admettons & présent
que X est un espace Bj.

Pour quil existe une fonctionnelle E(x) linéaire et telle que
Ha(W)=e(d) pour tout Aed,

il faut et il suffit que

—
Hm Etnpc(lnr)go

n—-o p=1

Pour 1,220 et e tels que

Ton
p2=31 T @ ()

-0 avec n—>oco.

La condition est évidemment nécessaire. Pour montrer qu’elle
est suffisante, admettons que les pseudonormes |z|, ont la propriété
(*). Il existe un nombre >0 tel que

n n
l Ztkm(lk)l <r entraine Y #e(d)<1
k=1 k=1

pour #,>>0 et Aged. En choisissant un m>0 entier et un >0
réel de facon que

sup ({2l [l -.-) [Bl} <& entraine |z|<r,
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on vérifie aussitét que la condition (x«) se trouve sabisfaite pour
1
w(r)= 8 sup (M"’la [%lay. -y Imlm)-

En vertu de 2.41, il existe donc une fonctionnelle lindaire
d'ordre m, telle que &x(1)) >e(4) pour tout Aed.

2.422, Un raisonnement analogue permet d’établir dans les
mémes hypothéses le théoréme qui suit:

Pour quil ewiste une fonctionnelle &(x) lindaive et telle que
Eax(d)=c(d)  pour tout Jed,

i faut et il suffit que Uon ait

Ty
Hm ', e(dyy)=0

n—+00 P=1

Pour t,, réels et A,,e tels que

dw
521t,mm(lm,) -0  avee n-—>oco.
=

2.423. Lorsque X est un espace B, on a le théoréme:

Pour qu’il existe une fonctionnelle £(x) linéaire et telle que
lel<m et E@(A)=c(d)  pour tout Aed,

i faut et il suffit que
ﬂz;tpc(lp)gmlzltpm(lﬂ)i pour 1,0 e A,ed.
= e

La démonstration est encore analogue i celle de 2.421.

2.43. Soit, pour un espace T abstrait, X un espace linéaire
dont les éléments sont des fonctions horndes z & valeurs réelles
w(-t)‘oil 7eT (en particulier la fonetion constante x(r)=1), les dé-
finitions des opérations étant habituelles; disons expliciten’mni; qﬁu
X peut n(? pas coincider avec l'espace de toutes les fonctions
b‘onfées définies dans T. Désignons par @ une famille de transfor-
mations f de V'espace T en sous-ensembles de lui-méme pour VIM—
quelles, en posant a,(r)=a(f(r)), on a ze X. ”
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Pour qu'il existe une fonctionnelle fx(z)dr définie dans X et
ayant les proprietés
J(2u(7) + (7)) @8 = [, (T) dx + [xo(7) d,
Jte(rydr=tfn(r)dr  pour t réels,
f;r(-r)dr}ﬂ pour x(t)=0,
[o(tydr=fa(x)dr powr fed et [ldz=1,
il faut et il suffit que

() sup 3 [aylfel(0) —a(2)] >0
7eT k=1

pour apeX el fred.

En effet, il est facile de voir que l'existence de la fonetionnelle
en question équivaut & celle d'une fonetionnelle £(x) définie dans X,
additive, homogéne et ayant les propriétés

£(x)=0 pour xz(r)=0,
Eay—a) >0 E@—r;)  pour fed,
H1)=1, H—-1)2—1 et &(a)<sup jx(7)].
e

En vertu de 2.41, l'existence d'une telle fonctionnelle #(x)
équivaut a4 son tour & la condition

1<up 120+ 3 ) ()|
el k=1

pour xeX, 2(v)>=0, vel, x.eX et fre®, qui équivaut & (¥)-
2.431. Dans les mémes notations:
Si la famille ® est telle que

6D et f,e® entrainent fifi=ffe®,
on a ().

1) La condition (}) a été trouvée indépendamment par J. Dixmier,
Les moyennes invarianies dans les semi-groupes et leurs applications, Acta
Scientiarum Mathematicarum 12 (1950), p. 213-227 (cf. p. 215). L’existence
de I’ intégrale invariante d’une fonction dont les valeurs sont des éléments
d’un espace linéaire topologique a été étudiée par R. Sikorski dans les tra-
vaux: On the existence of the generalized limit, Studia Mathematica 12 (1951),
p. 117-124 et Generalized limils and means, Annales de la Société Polo-
naise de Mathématique 25 (1952), p. 106-109.
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Procédons par induction. En supposant que L'on ait -

ziffu())— 2 (v)<—s  pour un >0 et vel,
on aurait
(i) —m(f (7)) <—e  pour p=1,2,...,m,

done, par I’addition membre & membre,
1
E(xl(ﬂn(r)) —ml(r)) <—¢ pour rel et m=1,2,...

ce qui est impossible. On a done (§) pour n==1.
Admettons () pour un #>1 et supposons que l'on ait

4l
]g’,l(xk(fk(r))-—:ck(r)><—s pour un e>0 et vel,

olt ;e X et fre® pour k=1,2,...,n+1. On aurait par suite
n+1

gl(mk(fkfﬁﬁ(r))——wk(ﬂ:ﬂ(r)}) <—e pour p=1,2,...,m,

done, par Paddition membre & membre,

n

3 (litm) =7l < — e — - (a0 — a2

k=1

pour 7el et m=1,2,..., ol
= 13 i
By (7)==~ Z%{hg(ﬂ)?
mi=1

¢’est cependant contraire & la condition (¥), admise pour =, car
on a & partir d’un m suffisamment élevé

1 &
— (wn+1(ﬂ?+1(7)) - wn+1(1)) <— 5  Dbour tout el

2.5. X étant un espace B; avec la norme ||, nous appelons
un p?am tout ensemble HC X pour lequel il existe une fonctionnelle
linéaire £(2) non identiquement nulle et un nombre ¢ tels que H
egt Drécisément I’ensemble de tous les zeX qui satisfont & Péqua-
t1‘01} &(x)—e=0. Nous disons qu'un engemble ECX est situd dun
eoté du plan H défini par cette équation lorsque la fonctionnelle
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£(x)—e ne change pas de signe dans ¥. Nous disons enfin que le
plan H sépare deux ensembles F; et E, dans X lorsque

<0  pour tout =zek,
Ex)—e

>0 pour tout xzek,,
ou inversement.

Etant donnés dans Vespace X un ensemble linéaire R et un en-
semble convexe V, Vexistence dun plan HCX contenant R et ayant V
dun cbté dquivaut & la condition swivante: Pensemble W de tous les
éléments de la forme :

itz ok (=0, veV e xeR
n’est pas dense dans Vespace X.

En effet, il est facile de voir que P'exigtence d’un tel H équi-
vaut & celle d’une fonctionnelle linéaire telle que

>0 pour tout xekR,
E(x), =0 pour tout eV,
l>1 pour un  xpek,

ce qui équivaut & son tour, en vertu de 2.421, 4 lexistence d'un
1,¢ X tel que, pour m—oco, la convergence

18, gL+ 0n| >0  OU $,20, 1,20, B,6R et v,V

entraine la convergence s,—>0; or, il est évident quun élément a,
posséde cette propriété lorsque 1'élément —x, n'appartient pas
4 la fermeture de Iensemble W et seulement alors.

2.51. Etant donnéds dans Pespace X une variété lindaire SY R et
un ensemble convexe V dont Vintérieur est disjoint de R et non vide,
il existe dams cet espace un plan H contenant R et ayant V. d'un cbte.

Il suffit de le démontrer dans le cas ot R est un ensemble li-
néaire. Soit, comme précédemment, W lensemble de tous les élé-
ments de la forme tv+x ol 1320, veV et weR. Alors ze X tel que
—x, est un point intérieur de ¥V n’appartient pas & la fermeture
de W. Bn effet, si 10,42, oi £,3>0, v,V et z,eR, I'élément

5) ¢’est-a-dire un ensemble qui résulte d’un ensemble linéaire par trans-
lation.
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—1, v, —x, est, pour n suffisamment grand, un point intérieur de V,
et comme
] y i t, 1
e | 8, 0y, — I T}
A A

1 .
I’élément “iTi r, serait un point intérieur de ¥V appartenant
n

4 R, contrairement & Phypothése. L’application de 2.5 achdve la
démonstration.

2.52. Etant donnés dans Vespace X deun ensembles converes
A et B, Pexistence d'un plan HCX séparant A et B équivaut & la
condition suivante: Vensemble W de tous les dléments de la forme

Ha—b) o% t=0, acd et beB

n'est pas dense dans Vespace X.

En effet, il est aisé de voir que Pexistence du plan HC X sépa-
rant A et B équivaut & celle d’une fonetionnelle linéaire &(z) telle
que

£(a—b)=0 pour tous les aed et beB,

(@)1 pour un e X,

e qui équivaub & son tour, en vertw de 2.421, & la condition que
180 @yt tn (@ —bp)| >0 0N 8,20, £,220, a,ed et D,eB
entraine s,—>0, c'est-a-dire que 1’élément —z, n’appartienne pas

4 la fermeture de l’ensemble W.

2.53. Etant donnés dans Uespace X deux ensembles comveses A
e B dont le premier a des points intérieurs et le second me contient
aucun d'ewn, i ewiste dans cet espace un plan H séparamt A et B.

Soit. en effet xy=a,—Db,, ol a, est un point intérieur de 4 et
bee B. Le point —z, nappartient pas & la fermeture de Pensemble
W composé de tous les éléments de la forme ta—Db) ol 1220, aeA
et beB, car ‘on aurait en cas contraire

Bt ta(a,—by) >0 0N 1,30, ged et byeB,

d’otli, en pos?mt ﬂ‘_tnzbnmtﬂ(an—b,,), il viendrait Un—>a, et par consé-
f;ue’n_t. les points @, seraient, pour » suffisamment grands, des points
Intérieurs de A; il en serait dome de méme des points
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1 iy
—— Oy ——a,
14+t * 14,
et comme )
1 17 1 t
- bo + — bn ’

—ly o Gy =
14t, "1t T4, | 14,

T'ensemble B contiendrait des points intérieurs de l'ensemble 4,
contrairement 4 ’hypothése.

2.54. Un ensemble E situé dans Pespace X est dit faiblement
fermé lorsque la convergence faible des x,eF vers un Z,e X entrai-
ne rye k.

2.541. Tout ensemble convexe fermé est faiblement fermé.

Supposons, en effet, quil existe dans X une suite [,] faible-
ment convergente vers x, et que, B y étant un ensemble convexe
fermé, x,¢B pour n=1,2,..., mais r,noneB. Il existe donc un
entourage convexe A de r,, disjoint de B. Il en résulte d’aprés 2.53
lexistence d'un plan HCX qui sépare A et B. Soit &(x)—e=0
1'équation représentant ce plan. On a done par exemple
5(@_(“20 pour xeAd,
l<0 pour zeB,
dolt £(x,) —e <O et E(x))—e>0, contrairement i la convergence
HENEZIEN)

2.542. Une conséquence immédiate de 2.541 est le corollaire
suivant:

Si i, converge faiblement vers xo, il existe pour tout e>>0 des
t, =0 tels que

Ms

., n
=1 et ‘Z‘tk.rk—xu! <&
i F=1 !
2.6. Un ensemble § situé dans Pespace linéaire X s’appelle
un edne (au sommet 0) lorsqu'il satisfait aux conditions:

1

10 xeS et xyeS entrainent 4wy S,
20 reS§ et £2>0 entrainent treS.

Alors, deux éléments r, et x, de X étant donnés, nous éerivons

Iy <y au lien de 2y —1y68.
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2.61. De méme, &(x) et &(z) étant deux fonetionnelles
additives et homogénes définies dans X, convenons que

£<E, équivaut & & (2)<E(x) pour tous les xed.

Les éléments x>0 seront dits non-négatifs et les fonctionnel-
les additives homogénes £>0 — non-négatives.

Désormais, toutes les fois que les relations ainsi définies inter-
viendront dans le texte, il sera sous-entendu qu'un edne SCX est
donné d’avance.

2.62. Soient |2/ une pseudonorme dans X linéaire et w», point
intérieur du cone S. Alors, si une fonctionnelle additive et homogéne
&(x) est non-négative sans élre identiguement nulle, on a & (w,)>0.

Le cas est analogue lorsque X est un espace Bj.

Admettons, en effet, que &(z,)=0. Si la sphére |z—x| <r est
contenue dans S, on a &(z,+y)=4£(y) =0 lorsque |y| <7, ¢’est-d-dire
&(y)=0, ce qui entraine =0 contrairement & 1’hypothése.

2.7. R étant un ensemble linéaire dans Pespace X -dans lequel
une pseudonorme homogéne |z| est donnée, soit £,(x) une fonction-
nelle définie pour tout zeR, non-négative, additive et homogéne.
Nous allons établir quelques théorémes sur le prolongement de cette
ffmeﬁonne]le, 4 savoir sur. l’existence d’une fonctionnelle &(z) dé-
finie pour tout #eX, non-négative et lindaire avec la méme pseudo-
norme |z| et telle que

§x)=&(®) pour tout xeR.

.2..71. X dlant un espace lindaire, pour qu'une fonctionnelle &)
additive et homogéne dans un ensemble lindaire RC X ait un prolon-
gement £(z) linéaire dans' X avec la pseudonorme |, tel que [&|<e
et £>0, i faut et il suffit que Von ait ’ -

() bl@)sclztel  pour tout zeR ef tout zeX tel que 2>0.

i )End dejftf.et, ilt e}it facile de voir que pour qu'une fonetionnelle
x), additive et homogéne dans X, soit un t ¢ i
faat ot il Sutht que y el prolongement, il

f@)Z&(@)  pour tout meR,
£(2)>0 pour tout 23>0,
Ex)<Lela] pour tout e X;
or, la réunion de ees conditions &quivaut 3 () en vertu de 2.41.
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2.72. X étant un espace By avec la norme |z|, pour qw’une fonc-
tionnelle &(z) additive et homogéne dans un ensemble linéaire RCX
ait un prolongement &(x) lindaire dans X et tel que £2>0, il faut et il
suffit que la convergence w,-+2,—>0 pour x,eR et 2,20 entraine
lim &y(=,) <0.

n—>o00

La démonstration est analogue & la précédente, en appliquant
2.421.

2.73. X diant un espace lindaire avec la pseudonorme homogéne
|#|, pour que toute fonctionnelle £\(z) linéaire avec ceite pseudonorme
dans un ensemble linéaire RCX ait un prolongement &(x) linéaire
dans X avec la méme pseudonorme, tel que |E|<N|&|z°) ef §20, il
faut et il suffit que Von ait

1
™) e > %

pour tout xveR tel que |x|=1 et pour tout 220.

La condition est nécessaire. Soient en effet: ze R, |o|=1 eb &(2)
une fonctionnelle linéaire dans R, telle que |&|p=1 et &(x)=1.
11 g’ensuit de 2.71 que & ()< N | &g |z +2| pour 220, dolt |z +2|>21/N.

La suffisance de la condition résulte trivialement de 2.71.

2.74. X étant un espace B; avec la morme |x|, pour que toute
fonctionnelle &y(z) lindaire dans un ensemble linéaire RCX ait un
prolongement £(x) linéaire dans X et non-négatif, il faut et il suffit
que la convergence

@, +2,—~0 ol x,eR 6t 2,0

entraine x,—0.
En admettant, en effet, que x,42,~0 pour z,eR eb 2,20, il
existe des t, tels que
0<t,—oco et t,uw,+1,2,—~0.

En vertu de 2.72, on a done

L &y (b ) <O €6 Hm — &(t, 2,) <O

n—+0oo n—»0o

6y &

1&|p désigne ici la norme de la fonctionnelle & dans T’ensemble E.
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pour toute fonctionnelle &(r) linéaire dans R, cest-d-dire que la
suite {f,z,] y converge faiblement vers 0. En Vertu de 2 .31, cette
suite est done bornée, d’ol

1
= = (b 7) >0
by

Ainsi, la condition est nécessaire. Sa suffisance est une con-
séquence triviale de 2.72.

2.75. Si un céne § situé dans un espace lindaire X avec la pseudo-
norme homogéne |x| contient des points intérieurs et s’il y en a qui
appartiennent & un ensemble linéaive RC X, toute fonctionnelle &()
linéaire et non-négative dans B ") admet un prolongement &(x) lindaire
et non-négatif dans X.

Soit, en effet, z,¢R. Admettons que |r—x|<<r entraine wzeS.
Nous allons montrer que &(z) étant une fonctionnelle linéaire non-
négative dans R, on a

INCIES °I°>| r42 pour xeR et 2>0.

On peut admettre que §,7%0. Par conséquent &(x)>0 pour
Ir~—.ro,<7 En supposant que &(z)> [r+2|E(x)/r pour un ek et un
2220, on aurait |(w-2)& () E(x)| < et le point wy— (w-4-2) & () & ()
serait un point intérieur du coéne S. Il en serait donc de méme
du point

H) &) ()
B ) T we) T )
ce qui est impossible, car
. olag) \
& (.r., ~——§0(x) m) =0.

Ceci établi, il suffit d’appliquer 2.71 pour achever la démon-
stration.

2.76. Le théoréme correspondant & 2.75 subsiste lorsque X
est un espace B; avec la norme |z|.

La démonstration est analogue, mais basée sur 2.74.

7). Cest-a-dire telle que £(z)=0 pour tout zeRS.
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2.77. Etant donnée, dans un espace linéaire X avec la pseudo-
norme homogéne |x|, une fonctionnelle £(x) lindaire dams cet espace
avec la méme pseudonorme, la condition nécessaire et suffisante pour
quil y existe deux fonctionnelles non-négatives & (x) et &(x), linéaires
avec - la pseudonorme |x| et telles que

5251—‘527 [51 +|'§°l

est la suivante :
(sk) fo)<e  pouwr a<a<ch ok |a|=|b|=L1.
La condition est nécessaire. En effet,
§a)=&(7) —&@) <&HD)—&(a) <& & <

pour aLe<b oh |a|=|b|=1. Nous allons montrer qu’elle est suf-
fisante.

Soit ¥ le produit cartésien X x X, c’est-d-dire l'espace linéaire
des couples ordonnés y=(r;,2,) ou z,eX et xeX, entendu avee
les définitions ordinaires des opérations et avec la pseudonorme
homogene [y|=sup (], za]).

Désignons par R Pensemble linéaire dans ¥ composé de tous
les éléments y=(x,z) ol xeX et par S le cone dans ¥ composé de
tous les éléments y= (x;,%,) ol ;>0 et 2,<0. L égalité

m(y)=£@x) pour y=(z,0) et weX

définit une fonetionnelle linéaire dans R avec la pseudonorme ly|.
Nous allons établir Dexistence d’un prolongement #(y) de mo(¥),
linéaire avec la méme pseudonorme, non-négatif dans ¥ et tel que
|ni<e. En vertu de 2.71, il suffit de montrer que

m(y)<ely+v] pour yeR et =0,
c’est-a-dire que
gx)<esup (wtal,lr—2l) pour relX et 2>0<z,.

Si jzy|=0=l|z], on a (jo+2],lz—2zl)=|r|, de sorte que la der-
niére égalité résulte pour |2{>0 de la condition () en y substi-
zllz] & a, b et x.

Soit

o=sup (jB+a, [z —=2l).

Studia Mathematica. T. XIIL 1l
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il existe un 23>0 tel que |2>0 et si >0, posons

- 1
a=-(z—2), b=;@+%%

LI

alors |@|<1 et 15]<1. 11 existe done deux nombres non-négatits,
{, et 1,, tels qu’en posant _

a=0—1,%, b=b—+12,
il vient |a]=|b|=1; comme

1 .
agag-e— r<b <KD,

la condition (x##) entraine &( z/o) Le-
%l existe, enfin, un 2 =0 tel que |z|>0 et si p=0, posons
pour n=1,2,... ~
Enzn(m——zg), bn='n(w+'z1)§
on a alors |g,|=0 et |b,|=0. Il existe donc, pour tout n=1,2,...,
deux nombres non-négatifs, t, et t,., tels qu'en posant

Oy, =Ty, — s %0, bn=Bn+ 275D

il vient |aa|=[by|=1; comme
1y KT <N <D bny
la condition (ws*) entraine E(nz)<e, dout £(2)<0.
Ceci établi, nous concluons que les fonctionnelles
&(@)=1((=,0))
£(@)=—1((0,))
sont linéaires ‘dans X, non-négatives et telles que &= —&, en
méme temps que |&|+1&|<e.
2.771. 8i X est un espace By avec lo morme || et si &(x) y est
une fonctionnelle linéaire, la condition nécessaire et suffisante pour

Pexistence de deux fonctionnelles mon-négatives, &(2) et &(x), lindai-
res dans X et telles que E=£&—E&,, est la suivanie:

pour tout weX

Eap) >0 powr a,<x,<b, ok a0 e h—0.
La nécessité de la condition est immédiate:

&) = &1(8n) — L) < &2(ba) — &x(an),
§(—2,) <& (—an)— E(—Dby).

icm

Sur les espaces métriques linéaires (II). 163

Pour démontrer qu'elle est suffisante, définissons l’espace ¥,
T’ensemble lindaire RCY, le cone SCY et la fonctionnelle 1,(y)
tout comme dans la démonstration du théoréme 2.77. Il existe
alors un prolongement »(y) de 7,(y), linéaire et nonmégatif dans Y.
Pour Détablir, il suffit de constater, en vertu de 2.72, que la con-
vergence

yn“i‘vn—)t) pour yneR et vn?‘)

entraine lim 7,(y,) <0, c¢’est-d-dire que la convergence

—>00

sup (lmn+zaL1|1x1’n"‘zn2!)_>0 pour z,eX et 2,20 R

entraine lim £(1,,) <0, ce qui résulte aussitdt de I'iypothése admise

n-—>00
sur & Les fonctionnelles & (x) et &(z), définies comme dans la dé-
monstration du théoréme 2.77, satisfont & la thése qu’il s’agissait
de démontrer.

2.772. Etant donné un espace linéaire X avec la pseudonorine
homogéne |x|, la condition nécessaire et suffisante pour que, quelle
que soit la fonctionnelle £(x) lindaire dams cet espace avec la méme
pseudonorme, il existe deux fonctionnelles non-négatives, &(x) et &(x),
lindaires dans X avee la pseudonorme |x| et telles que

E=&—5&, |&I+IEI<NIE,

est la suivante:
<NV powr a<<a<<d ob |al=[b|=1.

(Yest une conséquence de 2.77; la démonstration que la condi-
tion est mécessaire fait intervenir Pexistence, pour » donné, d’une
fonetionnelle &(x), lindaire dans X avec la pseudonorme homogéne
Jz] et telle que |&|=1 et &(z)=|zl.

2.773. 8i X est un espace By avec la norme ||, la condition
néeessaire et suffisante pour que, quelle que soit la fonctionnelle linéaire
&(x), 1l existe deux fonctionnelles non-négatives, & () et & (x), lindai-
res dans X et telles que §=§&—&,, est la suivante:

2,0 powr a,<x,<b, o% a,—>0 et b,—0.

Soient, en effet, t,>0 et f,—>co pour n=1,2,... des nombres
tels que t,a,—~0 et t,b,—0. Il sensuit de 2.771 que E(t,2,)—0,
quelle que soit la fonctionnelle &(x) linéaire dans X. La suite {taa)

11*
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v converge done faiblement vers 0. Par conséquent, elle est bor-
née en vertu de 2.31, d’ou

| =

- (ty7a) =0
n

Ty =

=

Aingi, la condition est nécessaire. Sa suffisance est une consé-
quence triviale de 2.771.

2.78. X étant un espace linéaire avec la pseudonorme homogéne

||, les trois propriéiés suivamtes sont équivalentes :

1) By—>0 pour @, <a,<by ot a,—>0 e b,—0,

(2) ay—>0 pour @,0 et 0,20 tels que a,-+b,—0,

(3) 4l existe wn mombre e>0 tel que |a+Db[=e lorsque az=0, bz=0
et |a|=|b|=1.

L’équivalence (1)(2) et l'implication (2)--(3) sont triviales.
Pour établir 'implication. (3)—(2), considérons un a,>0 et un b,=>0
tels que a,-b,~—>0. Soit|a,|>=7>0. Alors |b,|/|a,|—1. Posons
2 . Sn

|@al 1D K {0+ (b [Vl [0}

Pp=-— ot §,=
On a lyu|—1 et |8,]—1, dott y,—7,—0 et 6,—35,—~0. Com-
me y,+6,~0, il vient 3,4 8,—>0. Or, c’est impossible, car

Yn

7'n>0a I)—’nl=17 57«.20 et ]5n|=1,

Q'olt |ppt+8sl= e en vertu de (3).

2.8, X étant un espace B; avec la norme [z], on appelle espace
conjugué avec X Despace =2 de toutes les fonctionnelles linéaires
&(x) définies dans X, les opérations étant entendues dans leur sens
usuel ef la convergence &,—& étant définie comme la convergence
Ep(x)—>E(x) uniforme dans un entourage de 1’élément 0 de X ®).

*) La econvergence ainsi définie est un point de départ pour la théorie
des inégalités dans les espaces B, et leurs espaces conjugués; le cas particulier
de cette théorie est celle des équations. J. Diendonnd et L. Schwartz (loco
cit.), qui y développent aussi la théorie de I'équation linéaire dans les expa-
ces B,, 8’y servent de la notion topologique de convergence dang les espa-
ces conjuguds. Une suite {£,} converge — selon ces auteurs — vers &, lors-
que £y(x) tend uniformément & £(x) dans tout ensemble borné. L’exemple
2.81 montre que les deux notions de convergence ne sont pas équivalentes,
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2.81. L'espace conjugué = est un espace L (au sens de Fré-
chet) linéaire. Toutefois, il peut ne pas &étre un espace L*, c'est-
a-dire satisfaire & P’axiome:

Si toute suite partielle {§p"} extraite de la suite |£,] contient
une suite {qu”} convergente vers &, la suite {£,} converge vers &.

Considérons, en effet, exemple suivant, qui nous a été com-
muniqué par M. Eidelheit en 1938: -

Soit N=K,+K,-... une décomposition de '’ensemble N des
entiers positifs en sous-suites infinies croissantes et disjointes. Dé-
finissons la suite double {ny)} par les conditions:

m pour keK,, si m i,
i l j pour keK; si k est le j-itme terme de la suite K;.

Il est facile de constater que

1° pour tout 4,=1,2,..., il existe une suite eroissante d’indi-
ces [k, pour lesquels toutes les suites [ng,}, ot i=1,2,...,%, sonb
bornées;

20 toute suite croissante d’indices |k,) contient une suite par-
tielle |k,,} telle que la suite [%«ckqp} croit indéfiniment pouwr un <.

Désignons par X DPespace B, de toutes les suites numeériques
o=t} telles que

o

g ltel <oo pour i=1,2,...,
k=1 .
avec les pseudonormes

Jeli= 3 N el -
=

La formule &(x)=t,, oil ; est le k-idme terme de la suite z,
définit les fonetionnelles linéaires dans X; il résulte de 1° que &
ne co\werge pas vers 0 et de 2¢ que toute suite partielle {E,k} con-
tient une suite {Er_k} qui converge vers 0.

2.82. En particulier, X étant un espace B* avec la norme |x,
E—>& bquivaut & |&,— &[>0,

Alors 'espace 5 est isomorphe & un espace Bj il est donc de
II™e catégorie. On a cependant le théoréme:

Iy

2.821. Si Despace X n'est isomorphe & aucun espace B*, Despacé
conjugué 5 est de I™ catégorie.
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11 est, par conséquent, non métrisable d’une fagon compléte.
Soit, en effet, &, l'ensemble de toutes les fonctionnelles £eZ
telles que

[&(@)] < Tsup (|oly, o)y -, |@lx)  pour tout zeX.

e
Les ensembles 5, sont fermés et 1’on a =Y &, en vertu de 2.21.

. k=1
Reste & prouver qu'aucun &, n’a de points intérieurs: or, si & €5y,
il existe en vertu de.2.22 une fonctionnelle &, d’ordre au moins k-1,
de sorte qulen posant &,=&-+&/n, il vient &,e5— 5, et £, &.
2.822. Une suite [£,] d’éléments de D'espace 5 s’appelle bornée

lorsque
t,—0 entraine ¢t,&,—~0;

-

un ensemble situé dans 5 est dit borné lorsque toute suite de ses
éléments est une suite bornée.

Il est aisé de voir que

Pour gu'un ensemble Qe soit borné, il faut et il suffit gue
iuplf(w)[<oo pour tout xeX,
€02

ou bien qu'il ewiste un ¢>0 tel que

[w[<e entraine |E(2)|<<1  powr tout Eef.
2.823. Soit

I'=)r,

Mm=1
un espace linéaire ou tout I, est un ensemble linéaire et InC -
Admettons que I, est un espace B avec la norme |y|, et que

{¥a—7lm—>0 entraine |y, —y|n,,—0 pour y,el, et yely,.

Définissons la convergence y,—y dans I' par Dexistence dun

m pour lequel y,el,, yel, et |y,—yl.—0. Alors I' est w
. B§ 1 esSpace
(au sens de Fréchet) linéaire. o pace

Or, X étan.t un espace By, Tespace conjugué 5 est isomorphe
4 un espace L linéaire qui estiun espace I' de ce type, & savoir com-
posé de toutes les fonetionnelles £ linéaires dans X, ol I, est ’en-

semble des fonetionnelles &(x) continues avee la pseudonorme

sup (ol |#ls,- .., %) et dont les normes [£], s ini
2 5 sont définies ¢ d
les plus petits h,, pour lesquels o fcfinter comme
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V@) Py SUD ([, ] 5 --5 [lan)-

Llexistence de cette isomorphie fait intervenir 1’équivalence
entre la convergence £,—>£ et l'existence d’un indice m pour lequel
Eely,, tely, et |&—&[n—~0.

En recourant & la forme générale, établie dans 2.33, des fonction-
nelles lindaires définies dans les espaces B, envisagés dans 1.3, il
est facile de caractériser les espaces conjugués aveec eux comme
certains espaces L linéaives du type I' qui vient d’étre déerit.

2.83. Soient X et ¥ des espaces By, & et H les espaces con-
jugués avec eux respectivement et n=®(&) une opération addi-

tive définie dans &, les valeurs de cette opération appartenant & H.

On constate aisément que si l'opération @(£) est continue,
l'image @(Q)CH de tout ensemble borné QCE est bornée et que,
réeiproquement, si pour &,—0 la suite {d—"(fn)} est bornée, l'opéra-
tion P(&) est continue.

2.831. Soit & présent ¥ un espace F, Pespace X étant, comme
précédemment, un Bf et E — l'espace conjugué avee X.

Si la suite {‘D,L(E)} dopérations lindaires dans Vespace E et dont
les valeurs appartiennent &Y est bornée powr tout teX,

£,—0  entraine @Dp(&,)—0.
En effet, considérons d’abord le cas particulier olt
&,(£)—0 pour tout Ee5.

Supposons qu’il existe une suite £,—0 et un nombre >0 tels
que |D,(&,)|>=¢ pour une infinité des valeurs de n. Définissons par
induction une suite croissante d’indices {ni} telle que

g
ldim( S’Iiy)l <A_)ﬂ,—11
- pour j<i=2,3,...,

&
(Do (En)] < 97;1]
1D, (&) =& pour i=1,2,...
Comme £,—0, la suite {nj renferme une suite partielle {7
: ©

pour laquelle la série _251,1 converge. Désignons-en la somme par £.
=1
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Alors
n—1 <] i
10, (8)=| 2@, (&) +2, (5,)+ X Py <51,l)'
i=1 l=m+1 ™

H—1 £ e
Ep ]‘_ij Ep,i—ZlfP Eﬂ, —1-1=TZ7
contrairement a 1’hypothése.

Considérons & présent le cas général, ol la suite (&,(£)] est
bornée pour tout £eZ et admettons que £,—0. Cette convergence
entraine Pexistence d’une suite {t,} telle que ,>0 pour n=1,2,...,
t,—oo et 1, §,—0. Comme

—&,(&)—~0 pour tout EeF,
n

on conclut, en appliquant le cas particulier envisagé, que

1
@n(fn) = 7 Qn(tn é.n) —~0 ]

c. q. £ d.
2.832. Dans les mémes hypothéses:

Si la suite {D,(8)] dopérations lindaires est, en outre, comver-
gente dans un ensemble Q dense dans E, elle converge dans Vespace
£ vers une opération lindaire.

Supposons, en effet, qu'une suite { (50)} soit divergente. Il
existe donc un nombre ¢>0 et deux suites croissantes {m] et {n}
telles que

[Piny(é0) =P (&)= pour i=1,2,...
Soit £e0Q et §—&. Choisissons une suite croissante d’indices
‘ {ri} tels que la relation |®, (8)— Py ()| <ef2, on p=m, et g=mn,,
se présente pour tout I=1,2,... En vertu de la formule '

. B, (20) — Py (£0)] [Py (66— &) + @y (&) — By (&) +D, (£ — &),

ou
D= E) >0 et By (§—&)>0

par suite de 2.831, on a donc |, (&) — Dy (&) <e & partir d'un

1 suffisamment grand, cest-d-dire une contradiction avec la défi-
nition des suites {my} et [n;).
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1l est & remarquer que les théorémes 2.831 et 2.832 subsistent
avee leurs démonstrations lorsque = est remplacé par un espace L
linéaire quelconque dans lequel la convergence &,—& sabisfait aux
conditions suivantes:

L &->0 entraine Dexistence d’une suite (t,} telle que t,—oco
et 1, &,—~0;

IL. £,—0 entraine l’emstenee d’une suite croissante d'indices

{pn) et @un élément & tels que Z’E,,k—>5.
k=1
2.9. X étant un espace linéaire avee la pseudonorme homio-
géne |x|, posons pour tout ensemble RC X
o(R)=inf sup |&(x)].

Ee& xeR
Fi=1
R est dit ensemble normant lorsque o(R)>0.

2.91. Pour qu'un ensemble convere VCX ayant 0 pour centre
de syméirie soit dense dans la sphére |x|<o, il fout et il suffit que
o(V)=e.

La nécessité de la eondition est immédiate:

su}f 1&(x)| = sup |E(x)| =0 pour &eE(lx|) et (&=1.
xe

Pour montrer qu elle est suffisante, supposons que |z|<<o et
z,non e V. Choisissons un tel »>0 que la sphére K de centre z, et
de rayon r soit disjointe de la fermeture V. En vertu de 2.53, 'espace
X contient un plan H qui y sépare les ensembles V et K; en dau-
tres termes, il existe une fonctionnelle Eeu(]vl) telle que & #0 et que

EZ)< E(@) pour TeV ef zeK.
11 vient &(wg)>=>£(0)=0. Cependant &(i,)=0 entraineratt
E(2)=E(z+ 1) =£(0)=0 pour [z<r,
Qested-dire £=0, contrairement & ce qui vient d’&tre établi. On
a done &(z)>0 et en posant £==£/£(xy), il vient &(-)<<1 pour tout
TeV et £y(2,)=1, d’oh én tenant compte de la symétrie de T,

sup (@) ST =£o(i00) <[ o] 0

Or, c’est impossible puisqu’on a d’autre part

sup [&@) =4l (V) =15 e
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2.92. Pour qu'un ensemble RCX soit tel que tout dlément we X
pour lequel lx|<o se laisse représenter dans la forme

o oo
T= thnmn o sy eR et 2 [tal <1,
= n=1

1 faut et il suffit que o(R)=eo.
La condition est nécessaire. Soient, en effet,
6B, |E|=1, a=tutn, [|7]<e, meR et Y[t
n=1 n=1
Alors

fé‘(l")[ < _2 [tnl |§(rn” < sup |E(mn)[ < sup |§(.’U)|,

n= zeR

d’on
sup |£(@)] = sup |é(x)|=¢ et o(R)=o.

zeR © fal<e

Pour montrer que la eondition en question est suffisante, soit
T lensemble de tous les éléments de la forme

» » .
v =z2 spa, ol aeR et 3 |sp| <1.
=1 k=1
L’ensemble V est convexe, il a 1'élément 0 pour centre de sy-
métrie et on a o(V)>e(R)>oe. En vertu de 2.91, ensemble V est

donc dense dans la spheére |x|<p. Si || <Cp, il existe?) des éléments
r,€V et des nombres #,>0 tels que

Ty=Jtav, et Dt,<1.
n=1

Comme v,,¢V, on peut écrire

D
Ua= 2 Sn iy
N pm}
ol
oy
TmeR et sl <1
s ‘
Alors
L & 0o P
o= 2 t"‘ Stn Tren et 2 Z |t7L slcn‘ <1-
n=1 k=1 n=1 k=1

%) Cf. J. Schauder, Uber die Umkehrung i i 1 l
) f 4 c g linearer stet wktional-
operationen, Studia Mathematica 2 (1930), p. lg-ﬁ. stetiger Funitionet
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2.93. Soient & présent X et Y des espaces linéaires avec les
pseudonormes homogeénes respectives |r| et |y, et y=F(x) une opé-
ration linéaire définie dans X, les valeurs de cette opération appar-
tenant & Y.

Appelons opération conjuguée avee y=F(x) Popération &= ()
définie dans Pespace H(ly|) par la condition

E)=n(F(r) pour reX.

A f

Ses valeurs appartiennent done & Despace E(jx]) et elle est
évidemment une opération linéaire.

Soit enfin 7' un eone situé dans Pespace Y, ce qui définit, con-
formément & 2.61, le sens des expressions telles que 7>=0 ete.
pour les fonetionnelles neH=H(ly})-

2.94. Etant donnde un yoeY tel que [y|<1, la condition néces-
saire et suffisante pour Vexistence des yaeY tels que Wu|<1, Y=o
et que les inégalites F(x)=yn (0% n=1,2,...) aient des solutions dans
lo sphére |x|<N, est la suivante:.

7= 0 entraine n(y) <N 1®(n)| powr tout neH.

La nécessité de la condition est manifeste: on a 7(yo)=Hm 7(¥y)

n—+00

ot en admettant que F(x,)>=y, ol |[m|<N, on voit 5> 0 entrainer

() <7 (F(2)) SN P00

pour tout neH.

Pour montrer que la condition est suffisante, envisageons
Pensemble V de tous les yeX¥ pour lesquels T'inégalité F(x)>=y a une
solution dans la sphére |z|<N. Il s’agib de vérifier que y,e¥. O,
il n'en &tait pas ainsi, il existerait un r>0 tel que la sphére K de
centre y, et de rayon r seraib disjointe de I'ensemble V. Cet ensemble
étant convexe, il existerait en vertu de 2.53 un plan HCY sépa-
yant 7 ef K ou — ce qui revient au méme — un neH non nul eb
un nombre ¢ tels que

n@)<e<nly) pour FeV eb yek.

On a 0=n5(0)<e<n(y,) et Pégalité #(y,)=¢ est exclue, puis-
qu'elle entrainerait

) =nl+y)—e=0  pour |y,
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ce qui est impossible. En choisissant done un nombre ¢, de maniére
A avoir c<<e,<n(y,) et en posant ny=mn/c,, il vient

7(y)<1  pour tout yeV et (1) >1.

On a 7,20, car —pyeV pour tout y>0 et et pour tous

p=1,2,..., done n(—py)<1 d’out 75(y)>0. En vertu de ’hypo-

theége, on a par conséquent

(o)< N [D(n0)] = sup [of F ()|
|lxj<N

et comme F(x)eV pour |z|<N, il vient n(y)<<1, contrairement
& Pinégalité déduite & linstant.

2.95. 8i Pespace X est complet et le cone T est fermé, la con-
dition nécessaire et suffisante pour que, quel que soit yeY de pseudo-
norme |y|<<1, Vindgalité F(x)>y ait des solutions dams la sphére
2| <N, est la suivanie:

7220 entraine |n|<N|D(n)| pour tout well.

La nécessité de la condition résulte de 2.94.

En vertu du méme théoréme, étant donné un >0 arbitraire
Pensemble V, de tous les y&Y de norme ly|<<o pour lesquels l’inéj
galité F(x)>y a des solutions dans la sphére |o|< No est dense dans
la Sl;hél‘e lyl<g- Soient y,eY, gy=l|y|<1, ¢,>0 pour n=1,2,...

eb Zﬂgngl. T existe des y,eV, tels que
Ne= n—
n

lyl) _k:Slekl gg’n -

On a par conséquent F(z,)>y, pour certaing z,eX tels que
o
lenl<Ne, |- En posant z.,=_):1a:n, il vient |u,| <N et F(mg)=v,, le
N -
ebne T étant fermé par hypothese. La condition est done suffisante.

, H2.951. 10 est a noter que I’hypothése |y|<1 dans le théordme
2.95 ne p?ut Pas étre remplacée par Ihypothése moins restrictive
)‘yllill, méme dans le eas particulier ol le cone TCY e réduit
2 ment 0 et Uinégalité F(z)>y devi " éoali
W oy =y lent en conséquence ’dgali-

Considérons, en effet, Pexemple suivant. Soient RCY un §ous-
-ensemble dense de Ia sphére i<l et X Vespace B formé de tou-
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tes les fonctions x=x(r), ot re R, ayant les valeurs réelles et telles

que _}:Lr(r)|< oo, les opérations étant entendues dans le sens usuel
reR
et la norme étant définie par la formule |x|=23 lx(r)]. L’opération

reR
F(x) définie dans X par la formule F(x)= ra(r) est linéaire et ses
ks

R
valeurs sont situdes dans Y. En vertu de 2.92, '"équation F(z)=y
a des solutions dans la sphére |r{<<1 pour ftout ye¥ de norme
ly]<1, mais elle n'en a évidemment aucune lorsque [y]=1.
Néanmoins, la condition de 2.95 est satisfaite, car pour tout neH

|0()] = sup {n(F(@))| = sup | S x(r)n(r)
<1 i<l 'reR

=sup [p(r)i=l-
r6R

2.952. Si les dewx espaces X et Y sont complets et le come T est
fermé, la condition nécessaire et suffisante pour que, quel que soit yeX,
Vinégalité F(x)=y ait des solutions reX, est Dexistence d’un nombre N

tel que
720 entraine \n| <N IP(n)| pour tout nek.

Seule la nécessité de la condition exige une démonstration.
Soit Ry, ot k=1,2,..., Pensemble de tous les yeY tels que

70 entraine in(y)I<ki®(n)| pour tout nekH.

Les ensembles R sont fermés et on a
Y=Yk,
k=1

en vertu de 2.94. L'un d'eux contient une sphére; désignons
par k, Pindice de cet ensemble, par y, le centre de la sphere et
par ¢ son rayon. On a done

In(ey + o) << ko P (m)
pour tout ye¥ de norme [y|<1, d’olt
(Y} < 2kof 0 1P ()
pour tout yeY de norme |y|<<1 et pour tout n=0 de H.

2.96. Soit SCX un cdne, ce qui définit, conformément & 2.61,
la relation & <& pour les fonctionnelles linéaires.
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Etant donné un &eE, la condition néeessaire et suffisante powr
que Vindgalité ®(n)=&, oit une solution dans la sphére || <N, est
la suivante :

30 entratne £y(2)< N |F(z)| pour tout zeX.

En effet, ®(n)>=§ équivaut & n(F(2)) > &(x) pour tout élément
r>0 de X. I suffit done d’appliquer 2.41 & w(y)=Nyl|.

2.97. Pour que, quel que soit £e¢E de morme |§|<1, Dinégalité
D(n)=£ ait une solution dans la sphére <N, i faut et il suffit que

220 entrafne || <N |F(z) pour tout weX.
(Yest une conséquence évidente de 2.96, ecar
sup | £(z)| =zl
181
2.971. Pour que, quel que soit £e¢E, Vindgalité D(n)=¢ ait des
solutions neH, il faut et il suffit qu'il existe wn nombre N tel que

2| < N|F ()|

La démonstration ne différe de celle du théoréme 2.952 que
par Papplication de 2.96 au lieu de 2.94.

r>=0  entraine pour tout xeX.

2.972. Ajoutons deux corollaires suivants:

Ad 2.952. Dans le cas particulier dans lequel Tespace Y est de
dimension finie, la condition nécessaire et suffisante pour que, quel
que soit yeY, Vinégalité F(z)>y wit des solutions weX, est la sui-
vante :

(25 120 e O(n)=0 entrafnent n=0 pour tout ner.
I en est de méme lorsque le cone T a des points intériewrs.

En effet, si V'espace Y est de dimension finie, la compacité
de Vespace H et la condition (§*) entrainent aussitdét Iinégalité
(7| <N|®(n)] pour 5>0 (voir le théoréme 2.952).

Admettons a son tour que le cone T a des pointy intérieurs.
Alors Vensemble linéaire RCY composé de tous les éléments F(x)
ol zeX empiete sur l'intérieur de T, car en cas contraire il existe-
rait dans H, en vertu de 2.51, un 550 tel que

7(F(@)=0 pour tout xeX
et

()20 pour tout yeT,

icm
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en contradietion avee (¥%). Il existe done un x,e X pour lequel F(x)
est un point intérieur de 7. On a par conséquent

1
F('l'o)—‘;l y=0 pour tout ye¥,

clest-a-dive F(nzy) =nF(z,) >y & partir dun n suffisamment grand.

Ad 2.971. Dans le cas particulier dans lequel Tespace X est de
dimension finde, la condition nécessaire et suffisante pour que, quel
que soit E€ 8, Dindgalité O(n)=§& ait des solutions neH, est la suivante :

23>0 et F(x)=0 entrainent r=0  pour tout w»eX.

La vérification est facile.

2.98. Soit X un espace B; avec la norme |z|.

Appelons ensemble normant tout ensemble RCX tel que toute
suite {&,) d’éléments de = pour laquelle

sup |&p(@)| < o0
zeR
est bornée.

2.981. Pour qu'un ensemble convere VCX ayant le point O
pour centre de symétrie soit dense dans un entourage de ce point, il
fout et il suffit que V soit un ensemble normant.

La nécessité de la condition est triviale. Pour montrer qu’elle
est suffisante, supposons qu'il existe une suite {;c,L} telle que x,—~0
et m,non ¢¥ pour n=1,2,... Un raisonnement analogue & celui
dont mous nous sommes servi dans la démonstration de 2.91 con-
duit & Dexistence des £,ef8 tels que

& ()<<l pour tout xeV et & lx,)=1.

Il en résulte que
sup [&n ()<<,

xeV”

done que la suite [E,L} est bornée. Il existe par conséquent deux
nombres N et e>0 tels que

lo|<<e entraine |&,(x)| <N pour n=1,2,...

En choisissant des nombres f, de maniére que 0<#,—>o0 et
tu,—>0, on auraib
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1 .
Ty
3 partir d'un » suffisamment grand, ce qui est absurde.

2.99. La définition de Popération &=O(y), ol nell et &ef,
conjuguée avec l'opération linbaire y=F(x), oll weX et yeX (voir
2.93), étant la méme dans le cas ot X et ¥ sont des espaces Bj
(donc oh £eE et nell), on a les théorémes suivants pour les X et
Y qui sont des espaces By:

2.991. Si le cone TCY est fermé et Vinégalité F(x)=y a pour .

tout ye¥ des solutions xeX, alors
=0 et D(n,)—+0 entrainent n,—0 pour n,eH;

réeiproquement, cette condition dani satisfaite et 1>0 édlant arbitraire,
Densemble V, des ye¥ pour lesquels Vindgalité F(x)=y a des solu-
tions dans la sphére |z|<r contient une sphére de centre 0.

Admettons, en effet, que pour tout yeY l'inégalité en ques-
tion se présente pour un xeX et considérons des 7,eH tels que 7,0
et O(n,)—>0. Il existe des £, tels que 0 <<t,—>o0 et t, D(n,)—~>0. On
a donc

o F())—>0  pour tout weX.

Etant donné un ye¥, choisissons deux éléments ' et ' de X

pour lesquels
Fx'Y=zy et F@')>—y.
On a done
{tan(y)| < SUD [Etn'qn(F(m,))17 itn%(F(i’?”))”,

@0l 1,7, (y) 0. La suite {t,7,} étant bornée, on conclut que 7,— 0.

Pour établir la réciproque, il s’agit de montrer que ’ensemble
V, est dense dans un entourage de 0. Soient |z|; des pseudonormes
satisfaisant & la condition (x). Considérons Tensemble V™ de tous
les yeY pour lesquels il existe un m tel que Lon a

F(x)>y pour un x tel que |z;<r pour i=1,2,...,m.

L’ensemble V7' ainsi défini est dense dans un entourage de
Pélément 0, car il ejcisterait en cas contraire des yneY—W" tels que
Yn—>0. L’ensemble V;’_‘ est convexe; il existe d’autre part wn ensemble
convexe disjoint de ¥y et dont y, est un point intérieur. Un raison-
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nement analogue & celui qui nous a servie pour établir 2.94 permet
alors de conclure sur Pexistence des #,eH tels que

=0, g(¥)<1 pour yeV;' et Nn(Yn)=1.

On a done, en particulier, 7;n{F(m))<1 lorsque |x|;<<r pour
¢=1,2,...,m. En choisissant des %, tels que 0<¢,—~oo et ,¥,~0,
on a par suite

d’olt 7,/t,~0 en vertu de I'hypothese et par conséquent

1
Wn(.?/u) = t— nn(tn:’/n) ">0?
n

contrairement & Iégalité 7,(y,)=1 de tout-4-’heure.
Ceci établi, choisissons un 6>0 et un m de facon que

|z|;<<6 pour ¢=1,2,...,m entraine [|x|<7.

En outre, choisissons des 7,>0 et des -¢,>0 tels que

8

7’n<67 Qn—+0
0

n

|

(o g;=g) et que Densemble V7 *" soit demse dans la sphére

ly|<o,. Il est aisé de voir que, pour tout y,e¥ de norme [y|<e,
il existe des y,¢Y tels que

n
YVttt et lyr ]g,’lyk) <0y

En choisissant des 2,eX tels que F(x,)>y, et |r,[;<r,_; pour
©=1,2,...,m+n—1 et en posant

Zy= ) T,
n=1
il vient F(x)>=y, et |rl<r, 6. q. f. d.

2.992, Soit SCX un cone servant i définir, conformément
4 2.6 et 2.61, la relation < dans X ef .
Si, quel soit Ee¢E, Vindgalité O(n)=E a des solutions neH, alors
2,20 et F(z,)—>0 entrainent ©,—~0 pour z,eX;

Studia Mathematica. T. XIIT. 12
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réciproquement, cette condition étant satisfaite el la suite {£,(@)}, ou
£,68, convergeant uniformément vers 0 pour tout xeX non-négatif
situé dams un entourage U de 0, il existe des n,eH tels que

P(n)2E, e 7,0
1l est & remarquer que, en vertu de ce théoréme, la condition
dont il s’agit garantit en particulier 1'existence des solutions de
Péquation P(n)>=¢& pour tout fek.
Admettons, pour démontrer le théoréme, que F(z,)—0, ol
z,eX of x,>0. Il existe des 1, tels que

0<t,~»oco et Pi,z,)=1,F(z,)—0.
Si inégalité @(n)>>¢ a des solutions neH pour tout &eZ, nous
concluons de 2.421 que

lin £(t,,)<0,

n—>00

dou £(i,r,)—>0 pour tout feZ. La suite {tnmﬂ} est done bornée,
d'olt x,—0.

Pour établir la réciproque, choisissons des t, tels que 0 <{,~>oco
et que t,&,(r) converge uniformément vers 0 dans SU. Il existe
un N et un % tels que

t, £, (@) <Nsup (j@]y, @ls, .-, lol)  pour @>0.
D’autre part, en posant |af*=sup (|@]y,|2s,..., %)), hypo-
thése implique ’existence d’un M et d’un I tels que
lz* <M sup (B (@), | F @)l -- -, [F(2)l) pour x>0,
car en cas contraire il existerait dans X des #,>0 tels que
1m'n,r‘>nsup (IF(mn)ll, IF(mn)lzﬂ" . IF(mn)[n)7
de sorte qu’en posant
, 1 1
&

B S (@, g, s B ™
on aurait

£,20,  F@)>0 et |o,*>)n—> oo,
contrairement & ’hypothése. On a par conséquent

ta (@) SN M sup (|F (@), [P @)y, [F(2)})  pour 230.
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Sup (|yh, Welye--, 1y} pour ye¥.

n

En vertu de 2.41, il existe donc des 7, eH tels que

n{F(2)) 2E,(x) pour tout x>0
et

NM
Mu(y) < —— sup {Iyle, lylese- -, lyl)  pour tout yeY.
n

Ainsi, n,6H, ®(n,)=¢, et ,—0, e. q. £. d.

2.993. Dans le cas particulier dans lequel Vespace X est de di-
mension finie, la condition mnécessaire et suffisante pour que,
quel soit Ee 5, Vinégalité P(n)=£ ait des solutions neH est la suivante :

x>0 et F(x)=0 entrainent =0 pour tout reX.
C’est une conséquence facile de 2.992.

2.994. Les théorémes 2.93-2.993 concernent les inégalités,
mais on peut en déduire, comme des cas particuliers, ceux sur les
équations F(x)=y et O(&)=n.

En considérant comme le come S dans l’espace X ’ensemble
composé d’élément 0 seul, x>y équivaut & zr=y et tout couple
d’éléments de Iespace conjugué 5 est en relation >.

En eonsidérant comme le cdne S 'espace X tout entier, tout
couple d’éléments de cet espace est en relation > ef, dans Pespace
conjugué =, &=y équivaut a &=,

Si lon interpréte, dans ces deux cas extrémes, les théorémes
2.93-2.993 sur les inégalités conformément aux deux remarques
ci-dessus, les théordmes correspondants sur les équations linéaires
se laissent facilement formuler d’apres eux.

(Regu par la Rédaction le 5. 3. 1952).
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