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et
A tn
Gltyyeert)= [ dry... [ drag(v1,- )
0 0

qui sont évidemment des fonetions continues.
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Sur les fonctions satisfaisant a une condition
de Lipschitz généralisée (II)
par

W. ORLICZ (Poznas).

1. On doit & DENJOY et KHINTCHINE les premiers exemples
de fonctions continues dépourvues presque partout de dérivée
approximative. IIs ont démontré existence de fonctions continues
f(x) telles que

(1) Hm a;s'f————(t)#f(x—)i =oo
t>z t—r |

pour presque tout x. La premiére partie de notre travail, publiée dans
le X-iéme volume de ce journal et citée dans la suite comme LI,
&tait consacrée i L'étude de fonctions continues pourvues de cerbai-
nes singularités (par exemple, non-dérivabilité). La partie pré-
sentel) suit les idées de LI, la notion de limite ordinaire étant
remplacée par celle de limite asymptotique. Citons, comme exemple
des résultats obtenus, le fthéoréme suivant:

Tl existe une fonection satisfaisant & la condition de Lipschitz
avee chaque exposant entre 0 et 1, telle que 'on ait (1) pour presque
tout .

2. La suite {fn(m)} composée de fonctions mesurables est dite
asymptotiquement bornée dans l'ensemble E lorsque #,—0 entraine
la convergence asymptotique sur F de la suite {Bafal@)) vers 0.
Cette condition équivaut & la suivante?):

1) Les résultats du travail out été présentés le 10 avril 1945 & la Société
Polonaise de Mathématique, Section de Cracovie.

%) Voir W. Orlicz, On a class of asymptotically divergent sequences of func-
tions, Studia Mathematica 12 (1951), p. 286-307.
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(w) pour tout 5>0, il existe une constante K telle que
|B{lf,(@)| =K, veBlj<y pour n=1,2,...
T

Nous allons désigner dans la suite par w(h) et wy(h) deux
‘fonetions non décroissantes, définies pour 0<LA<CI, qui ne s’annulent
que pour h=0 et tendent vers 0 avec h.

Lemme 1. La fonction f(x) de période 1 étant mesurable pour
—oo<w<C+oo et les nombres h, différents de O, tendant vers 0, posons

) —f(
E=E{ lim ag IMKJ <oo}'
w | gwe oy(fi—a))
) t,=w4h,.
La suiie

ro))= { ) —1(0) |

est alors asymplotiquement bornde dans E.

Démonstrations). On peut admettre sans restreindre la
généralité que [E|>0. % étant un nombre positif arbitraire, la fonc-
tion f(#) est bornée dans un ensemble mesurable E*CE tel que

B> |B|— .
|B¥> B -
Pour tout weF*, il existe un nombre naturel n tel que 2 est un

point de dispersion de l’ensemble

B{lf(0)— (@) >ney(lt—al), e<t<o-+h).
Désignons par B, ensemble des weE* pour lesquels on ait
h
@) | B(1f ) f(2)| > no (t—al), r<USo+H|< s

ot 0<<h<<2/n. On vérifie aisément que cet ensemble est mesurable
et que .

1B*—B,| < —;7~ )

’) L'idée de cette démonstration est due a Saks, Theory of the integral,
Monografie Matematyczne, Warszawa-Lwéw 1937, p. 239-240.
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n étant suffisamment élevé. Choisissons & présent deux éléments
@y, 2.6 B, | tels que @<y, By—y<ljn et posons zy=2m—a. On 2
0<ty—1, =2 (Xs—T) <2/n =

et, en substituant x=u,, h=ux,—; dans (2),

s S
3) 11?{lf(t)—f(xl)l>nw1(|~t—~m1|),w1<t<m3}1< =3
On a, de plus,
. 1
0 <ty — Ty =100 — My << o ’
et il résulte de (2), pour &=y, h=23—%s,
Ly —Ty
(4) l{ﬂ{lf(t) —f(@a)| oy (ft—m) 2t <=

Les inégalités (3) et (4) entrainent Dexistence d’un fy€ (&, K

tel que
(o) —Fls) | <me (jto—21]) Koy (5 —31) =nw1(2 (@2 ‘_ml))v

[F(ts) — (28) | <Mooy ([ — ] ) Kowy (05— 1) =7"0-’1(2 (mz'—-z’l))y
d’olt
I (202} -‘f(l’x)i<2n“’1(2(mz —w1))~

Il vient, pour z;,2,€H,, x,—x,=>1/n,
2 sup|f(@)|en (2 (2, — m))
o) —Hal<— g

En choisissant un m tel que |[E*—E,|<%/3, on obtient

2
Bl > 1Bl — 5
et, pour z;,2.¢H, ,
(5) 1F(m0) —(20)| < Kooy 2 (5 —121)
avec
2 sup I ()]
K= ma.x[2m, *c;(*éﬁn) “] '
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En désignant par E,, lensemble des éléments de la forme
z—h, ot weB,, on a, pour [h|<<d, & étant un nombre positif suf-

fisamment petit,

IEmEmh!>lEm[” 2.’;1

La mesure de lensemble A,=E K, satisfait & D'inégalité

|4, |>|B|—n pour [h,|<<d, de plus, wed, entraine ¢,=wx-h,e¢H,

Il en résulte en vertu de (5) |p(f,,s)|<<E pour zed,, n étant

suffisamment é16vé. La suite {p(3,,#)} jouit donc de la propriété (w).
Théoréme 1. Posons y(h)== sup kfw(k) et admetions que

<Eh
h
() tim 28 m=o,
A F0
oy (h
(6) 0<lim 2
3550 b

La fonction p(x) soit non constante et de période 1 satis{m’sant 4 la
condition de Lipschitz avec une constante K; soit
r= max p(@)—p(y)l, s=lm—w)
LIyl
0% &y, Ty sont des nombres de Pintervalle 0,1 tels que r=|p(z,) — ()]
Soient de plus {a,}, (B,] des suites dont los termes somt
assujettis aux conditions suivantes*):

(7) an>07 0<ﬁ1</32< * <13n<7 :371._}007
Q,
8 im —™
®) YT el
(9) Zanﬂn)'(2lﬁZl)<oo
n=1

- 1“’“1 r 1
(10) lim (a, 8,)7 3, < — — (1—e),

n-»o0 k=1 s K

L - ol O<<e<cl.
(11) lima? Mo, <o, J

N0 k=n+1

%) I’existence de suites satisfaisant 3 ces conditions ge démontre comme
dans LI.
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Dans ces hypothéses la fonction

(12) f(m)=§ ap(n2)

joust des proprietés swivanies:
(a) <l existe une constante M telle que pour towt x

fet+h)—f@I<Ho(r]), ok R,
(b) on a pour presque fout x

o 1#(8) —1 ()] _

iz oy(fb—z])

o
Démonstration. La convergence de la série Y a, étant une
n=1

conséquence immédiate de la condition (9), la fonetion f(x)
est- continue. On démontre d’une fagon analogue que dans LI qu’'elle
jouit de la propriété (a) Pour démontrer (b), posons

hﬂ:ﬁi‘n ’ ty=x-+ I,
alors
lq’(ﬁn(‘r+h11))_¢(ﬂnx)’ Uy, _ M
S e P =08,
et
n—1 . : SK n—1
mAE;:%W'(ﬂk(l‘—rhn))—l;o(ﬂkx)}:» SW; O Bry
! m ax[‘F(ﬁL (e Ty, ) ‘F(f}k'r)]i ‘“““1— V .-
( n) k n+1 } 98‘3— k= 'n+1

Il en résulte
1f(z+ hy,) —F(2)]
(13) A C TR I

' n—1 oo
Oy, [W(ﬂw"‘*‘s) _qj(ﬂn‘n)] _ _'S‘E 1 E akﬂk— E S“ ak] .

= p
= wy(2867) r L o e Y


GUEST


T4 W. Orlicz

Nous allons démontrer maintenant que la suite {(p(tn,w)} n'est
asymptotiquement bornée sur aucun ensemble de mesure positive.
En effet, choisissons une suife {ﬂn} de maniére que ¥,—>0,

— .0

lim ——"—

n-reo 01(28 67
et supposons que la suite {p(t,,)] soit asymptotiquement bornée
sur un ensemble ¥ de mesure positive. Il existerait alors une suite
@’indices {n;} pour laquelle on auraif

1911il¢(tni7m)l—">0

=00,

presque partout dans E, et telle que

" ﬁniaM
mn 1
ihrom 1 (280,0)

D’autre part, la relation

Lim [p(B,, 0+ 8) — (B, @) =1
n-—roo
étant remplie presque partout®), il vient, en vertu de (10), (11)
et (13),
1im 8, lp(ty,, )| = o0

pour presque tout x, ce qui est impossible.
On achéve la démonstration de la condition (b) en applicant
le lemme 1.

Théoréme 2. Remplagons dans les hypothéses du théoréme 1
la condition (9) par

. e
(9" : D Gy <005
n=1
alors la fonetion définie par la formule (12) est comtinue et jowit de
la propriéié (b).

Démonstration. En examinant la démonstration du théo-
reme'l_, on voit que la condition (9) n’y sert que pour démontrer la
condition (a) et que (9') implique la continuité de la fonction fw)

o f) Voir 8. Mazur et W. Orliez, Sur quelques Propriéés de fonctions pé-
r;odzques el presque périodiques, Studia Mathematica 9 (1940), p. 1-16, théo-
-réme 1.
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Théoréme 3. La condition (6) est néoessaire et suffisante
pour Dexistence dune fonction jouissant des proprietés (a) et (b).
Démonstration. La nécessité de la condition (6) résulte
du théoréme 1 de LI (p. 22).
Si Pon a
Lim F e, ()> 0,
A0
le théoréme 2 implique que cette condition est suffisante.
Supposons maintenant que
lim A Yo, (h)=0.
K50
Choisissons une suite {#,} telle que nw,(2h,)h,"—0, et une fonction
f(z) de période ! satisfaisant & la condition de Lipschitz et
telle que
fle+h) —f(x)

lim i

|>0
i) :
pour tout x. On voit aisément que cette fonetion satisfait & la con-
dition (a). Si-I’on avait

o FO—T@N
t+z oy(ft—a))
dans un ensemble F, la suite
(@t ) — f(@)]
w1(21h,])
serait en vertu du lemme 1 bornée asymptotiquement dans H, ce
qui impliquerait pour presque tout z,
1 @+, (@)
g o@hg)
{h} étant une suite extraite de la suite |h,)- O'est pourtant impos-
sible, ear

flo+hy)—f(z
b,
done la fonection f(x) jouit de la propriété (b).
On a aussi le corollaire suivant relatif aux théorémes 1 et 3
ot aux théorémes 1 et 2 de LI:

1ot h) @)l 01(@lh))
n o 0,C@lhg) )

)|
;.._.
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841 existe, étant données des fonctions w(w) ef w, (@), wne fonction
satisfaisant aux conditions (a) et (b), 4 en ewiste ausst une fonction
f(x) qui jouit de la propridié (a) et de la suivante:

(b") pour tout »

— lw+h)—f@) _
B0 o (1h)

La réciprogque est aussi vraie.

3. Nous avons considéré dans LI quelques eas particuliers
de la condition (6), en substituant & w(h) et w,;(h) des fonctions
spéeiales. Si I’on remplace maintenant les conditions (a) et (b'),
y considérées, respectivement par (a) et (b), on obtient par des
raisonnements analogues les résultats suivantes:

Pour qu'il existe une fonction continue jouissant de la propridté
(a) e ddpourvue presque partout de la dérivée approvimative, il faut
et il suffit que Von ait

lim A to(h)=0.
h—>+0

La fonction w,(h) dlant arbitraire, il existe ume fonction conti-
nue satisfaisant & la condition (b).

Pour qu’il existe une fonction jouissant de la propridié (b) et
satisfaisant & la condition de Holder avec Vexposant y, il faut et il
suffit que Vom ait

lim 77w, (h)=0.
h>+0

Nous avons construit danms LI des séries de forme (12) qui
fournissent des exemples de fonctions jouissant pour certaines
fonctions w(h) de la condition (a) et en méme temps satisfaisant
4 la condition (b’) pour certaine fonetion w,(k). Bn considérant
& présent les conditions (a) et (b), on obtient des résultats analo-
gues — on peut, méme, imposer aux coefficients a, et f, des con-
ditions un peu plus générales que dans LI. Par exemple, on obtient,
a l’aide du théoréme 1,

) 8
() 85 Q>1+;;K, la fonetion

flz) =Zlq~n‘~'¢(gn(n+1) ),

satisfait & la condition de Holder avec tout emposant v tel que 0< y<1,
el est privée presque partout de la dérivée approwimative.
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1 1 c .
i e — of 0<e<l, la fonction
B) Si af>1+ " 1_01{, 0<a<< 7o et 0<e<1, la f

continue

f(w)=22 ()

“est dépourvue de la dérivée approximative presque partout. De plus,

elle satisfait & la condition de Holder avec tout exposant positif

1
y<log— (logpj~" =0,

et Pon a pour presque tout x

- [f(8)— ()|
(14) hﬁgl)"“l?;;ﬂg' - =00,
si 6>o0.
Te sens de #, s, K, p(x) est, dans les énoneés ci-dessus, le méme
que dans le théoréme 1.
4. Nous allons envisager maintenant certaines classes de 8é-
ries trigonométriques lacunaires jouissant des propriétés (a) et (b).
Lemme 2. Soit donnée une suite (B, de nombres naturels

tels que

(15) Prir g,
n
St
oo oo .
(%) al,<oo,  (¥¥) _S’Jlb?ﬂ<oo pour i=1,2,...,
n=1 n=

et si la suite
Ty(m) =Y (8:,C08 B, %+ by, S0 B, @)

n=1

converge asymptotiquement dans un ensemble BC{0,2n> de mesure
positive, il ewiste des mombres @, € b, tels que

(16) Hm Y [ (—0n)®+ (i —Da)*1=0.
i-p00 n=1
Si la suite |Ty(w)} est asymptotiquement bornée dans Tensemble
EC0,.2x) de mesure positive, les sommes (%) et (#%) ne surpassent pas
une constante pour i=1,2,...
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Démonstration. On démontre ce lemme comme pour le
systéme orthogonal de Rademacher, en faisant appel aux pro-
priétés bien connues de séries trigonométriques lacunaires®).

Théoréme 4. La condition (6) étant remplie, soit {a,} et {B,)
deux suites dont la seconde soit composée de nombres naturels satisfai-
samt auzw conditions (7), (18) et (9) et telles que
a,

an e

8t d=o0, la fonetion

(18) f(w):fan cos B, &

n=1
jouit des proprietés (a) et (b).
8i >0, la fonction (18) joust de la propriéié (a) et de la
suivante :
(b') 4 existe une suite 0<h,->0 telle que la suite

fa+-h,)—f(x)

(01(2 h’n)

ne converge asympiotiguement dans aucun ensemble de mesure Ppositive.

Démonstration. Pour démontrer la seconde partie du théo-
Téme Posons

h=8", a, __.%E%@, _ T[sing ]
” 1 (2hy;) o @y (2h;) ’

o Cosp(zth)—cosf e S

T ()= RO e VAo o ) inB. x
(@) gan o (2hy g(amcosﬁ,,w—}—bmsmﬂna,).
) Nous allons démontrer que la suite {Ti(m)} n'est pas asympto-
tiquement convergente sur K, EC{0,2x) étant un ensemble de
mc‘asure positive. En_effet, la convergence asymptotique de cette
suite. dans un ensemble de mesure positive entraine (16) d’aprés
le lemme 2. La convergence b,—>b, pour i->co implique Vexigtence
de la limite

Yim A;[ oy (27;) T =a

i—>o0

°) Cf., par exemple, W. Orlicz, Sur les fonctions contin i
> s ues non dériva-
bles, Fundamenta Mathematicae 34 (1947), p. 45-60, lemme 1. friva
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et on a
b,=—a,p,a.
Si a>0, on aurait en vertu de (17)
w,(2h,
aﬂﬂn.___a"_A —1(-—")>c>0

w1 (26,71) Ry

pour une infinité d’indices, d’oh }bi=oo, ce qui ne se peut pas.
n=1
D’autre part, a=0 implique b,==0 pour n=1,2,... et

oo oo 2
=Y > —3 _|sin1;
;l;:(bin b,) “Zlbm-z[wl (2.6:1)] smeds

on voit, en vertu de (17), que la condition (16) n’est pas satisfaite,
ce qui est une contradiction. )

Si d=oco, on démontre d’une fagon analogue que la suite
{Ti(w)] n'est pas asymptotiquement bornée dans aueun ensez‘nb%e de
mesure positive. Pour achever la démonstration, il suffit d’appliquer
le lemme 1.

On démontre pareillement le

Théoréme 5. Remplagons dans les hypothéses du théoréme 4
la condition (9) par (9"); alors si d==oo la fonction f(z), définie par
la formule (18), est continue et jouit de la propriéi€ (b). :

Théoréme 6. La condition (9') étant satisfaite et les mombres
B, satisfaisant aux mémes conditions que dans le lemme 2 et

& iaﬁﬁ;{:oo, la fometion (18) est comtinue et dépourvue presque
n=1 .
partout de deérivde approzimative.

Démonstration. En posant
a’in::anhi_l(cosﬁnhi_l)?
bin=— a1 5 B by

on a

0 B)— .
1= 5 o, DAl IOt

$ 2

-

n=

(3,C08 B+ by SIN B, ).

I
De

8
]
A
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On prouve, comme dans la démonstration du théoréme pré-
cédent, en s appuyant sur le faib que hma =0, limb,, = —a, §,=0,

i=>00

(pour n=1,2,. Z b2=o00, que la suite {Ti )} mlest pas asympto-

tiquement bornée sur aucun ensemble de mesure positive. Il suffit
d’appliquer le lemme 1.

On obtient, comme application du théoréme 4

8¢ 0<a<l, af>1, la fonction

f(z)= Z P08 frme

satisfait & la condition de Holder avec tout exposant positif y<a, el,
pour tout z, & la condition (14) avec tout exposant 6> o, o%

1
o=log—-(logh)™

Remarquons que la proposition finale (B) du paragraphe 3
donne un résultat analogue sous des hypothéses plus spéciales,
relatives aux o ef f§, et le cas y=0c y est exclu. Par exemple, en
posant ¢=2/3, il faudrait supposer af>1-3xn/2 et 0<a<<2/5.
La restriction y<o n’y est d’ailleurs pas essentielle, mais le cas
y=o0 exige une autre méthode que celle appliquée dans LI.

5. Dans les paragraphes 3 et 4, nous avons présenté des exem-
ples: effectifs de fonctions pourvues de certaines singularités. Or,
on peut aussi démontrer Pexistence de fonctions jouissant de sin-
gularités mentionnées & l'aide de méthodes de la théorie des opé-
rations linéaires. Nous allons dés lors appliquer ces méthodes.

Soit & un espace de Bamach, U,(&;@)=F, (&) une suite d’opé-
rations linéaires définies dans &, 4 valeurs dans Pespace de fonctions
mesurables définies dans un ensemble mesurable I. Nous allons
nous baser sur le .

Théoréme de Saks"). Il ewiste une décomposition I=4 LB de
Pensemble I telle que

- 1° Ta suite {U,(&;a)] est asymptotiquement bornde sur A pour
tout ¢,

") 8. Saks, On some functionals II, Transactions of the American Mathe-
matical Society 41 (1937), p. 160-170.
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2° st £,—0, la suite {Un(fﬂ;w)} converge asymplotiquement vers
0 sur 4, .

3° pour tout £eEH, & Vexception d’un ensemble de premiére caté-
gorie, la suite [U, (&5 )} west asympiotiquement bornée sur aucum en-
semble de mesure positive et contenu dans B.

Soit, L° Pespace linéaire composé de fonctions f=jf(x) de pé-
riode 1 qui satisfont & P’inégalité (a) du théoréme 1 avec la constante
M dépendant de f; Paddition des éléments et la multiplication par
des nombres étant définies comme d’habitude, et la norme par
la formule

lIfl=max |f(z)| + sup |F () — F(2)]

oz Ol “‘”zl) ’

L” congtitue un espace de Banach.

Théoréme 7. La condition (6) étant satisfaite, la condiiion
(b) Dest également presque partout pour toute fonction L°, & Vexcep-
tion dun ensemble de premiére catégorie.

Démonstration. Indiquons par g¢(z) la fonetion du théo-
réme 1, et soit s 1a méme constante que dans ce théoréme. Choisi-
ssons une suite {h,,} telle que h,>0, k,—>0 et que le nombre sh;™'
soit entier et

nh oy (2R, 1Y) (2Rl 05
posons

_fa+ ) @)
(19) U,(f;0)= oy(2h)

En posant £= L° et appliquant le théoréme de Saks, on obtient
une décomposition satisfaisant & 1°, 2° et 3° Or, supposons
4] > 0. En vertu du lemme 2 de LI, la fonction

f{@)=agp{px)
satisfait, pour |h|<l, & Vinégalité
(20)  If(e+ k) —f(a)| < Kapy(IB ™) o(|h]) < Kapy (21 w(|Ri)-
Posons
Bu=shyt,  ay=ne(286,7),

Studia Methematica. T. XTII.

Fo(®) =0, 9(B0)
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Llinégalité (20), appliquée & la fonction f,(»), donne pour In| <1,

[fa(@4 B)— Ful)| < Mpo(lR1),
ou .
M, =Ko, f,y{(218,1) < oK sk oy, (2h,1s™1) p (2R, 1LY — 0.

La norme |f,] tend vers 0, car on a de plus
2Kla,< M, o (216,")—0.

Mais, d’autre part,

_ faloth,) ol

w1(2h’) "nl¢(ﬁna‘+s ﬁnT

[T, (fr5 )
et on démontre, comme au cas du théoréme 1, & Vaide d’un théore-
me cité 8), que la suite

[ Unlfns o))

ne tend pas asymptotiquement vers 0 sur A, contrairement i la
propriété 2°. L’ensemble A4 est par conséquent de mesure 0, done
la propriété 3° et le lemme 1 impliquent la thése du théoréme.

La fonction w;(h) étant donnée d’avance, on peut construire
une fonction w(h) telle que la condition (6) soit satisfaite. Toutes
les fonctions de l'espace L® correspondantes & la fonction w(h),
& Pexception d’un ensemble de premiére catégorie, jouissent de la
propriété (b). Mais I'espace L®, considéré comme sous-ensemble de
Pespace C de fonctions continues de période I, est de premidre
catégorie dans C. Or, Pargument appliqué pour démontrer le
théoréme 7 donne le .

Théoréme 8. La fonction w,(h) diant fizée, toutes les fone-
tions de Vespace C, & Vexception dun ensemble de prenvitre catégorie,
satisfont & la condition (D).

8 1 e. o).

(Regu par la Rédaction le 12. 6. 1951)
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On Parseval equation for almost periodic vectors

by
K. MAURIN (Warszawa).

1. Introduction. The Parseval equation is the Xkernel of
H. Weyr’s theory of almost periodie vectors!). In this paper
I give a proof which is mueh simpler than Weyl's original proof
of this basic relation. The proof is based on some quite elementary
properties of hermitian operators in Hilhert space.

2. Definitions and notations. We recall some fundamental
notions of Weyl’s theory?). Let § be a (non-complete) Hilbert space,
i. e. a complex linear space with the scalar product (f,g) defined
for all f,g, ke and such that

F,9)=(g.0);  (F+g,B)=(,k)+(g,h),
(af ,g)=al(f,g) for each complex number a,
(f ) #0 for [0, (f,f)=0.

Follo“inu Weyl we suppose that, besides the usual Hilbert
norm {|fil= f f), there is defined another norm |f[, called length
of f, which satisfies the usual conditions:

+ol<Ifli+1lgls  |ofl=]qllf]-
The two norms i || and || are related as follows:

<.

1) H. Weyl, Almost periodic invariant vector sets in metric vecior space,
American Journal of Mathematics 71 (1949), p. 178-205.
2} Ibidem, p. 178-180.
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