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Quelques remarques sur les facteurs
des systémes dynamiques gaussiens

par

A IWANIK (Wroclaw), M. LEMANCZYK (Torud),
T. pE 1A RUE (Rouen) et J. DB SAM LAZAROQO (Rouen)

Abstract. We study the factors of Ganssian dynamical systems which are generated
by functions depending only on a finite number of coordinates. As an application, we
show that for Gaussian automorphisms with simple spectrum, the partition {{Xp 2 0),
(Xo > 0)} is generating. B

Introduction. On se place dans le cadre d'un systéme dynamique
(2,4, 4, T), que 'on suppose gaussien : il existe un processus gaussien réel
centré (Xp)pez qui engendre &, avec X, = Xo o T pour tout entier p. La
loi d’un tel processus, et donc toutes les propriétés du systéme dynamique
qu’il engendre, est entiérement déterminée par la donnée de ses covariances,
qui s’écrivent

(1) (Xp, Xo)p2(uy = B[Xp X = S eflp=a) do(t),
[—'7":7"]

ol o est une mesure finie symétrique sur [—w, 7], appelée mesure spectrale du
systéeme. Un tel systéme est construit canoniquement en prenant 2 = R%, X,
étant la projection sur la pidme coordonnée, T le décalage des coordonnées
et u la probabilité sur R? qui donne au processus (X,) la loi voulue. On
pourra toujours supposer dans la guite que le modele utilisé est celui-ci. On
suppose aussi le systeme ergodique, ce qui égquivant a

vt e [-m 7], o{{t}) =0
Pour une présentation détaillée de ces systémes, on peut par exemple con-
sulter [1].

On s’intéresse ici aux facteurs d’'un tel systéme, c'est-d-dire aux sous-
tribug # de & qui sont T-invariantes. Rappelons que chaque facteur # de
T définit un systéme dynamique noté Tg sur espace 2, obtem: & partir
de {2 en identifiant les points w et w’ tels que VF € F, 1p{w) = 1p(w').
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Les deux premiers auteurs tiennent & remercier le laboratoire “Analyse
et modéles stochastiques” de l'université de Rouen, pour 'accueil chaleureux
qu’ils ont requ de mars & mai 1996, période durant laquelle ce travail fut
réalisé.

1. Facteurs classiques d’un systéme gaussien. On note S le sous-
espace gaussien réel fermé de L?(u) engendré par le processus (X,), et
L2 w([—m 7}, 0) le sous-espace réel de L*(v) formé des fonctions ¢ telles
que pour tout £, p(—1) = o(t). On construit classiquement 3 partir de (1)
une isométrie entre 5 et L2, (I—w, 7], o), qui fait correspondre X, a ¢
pour tout entier p. En général, si X € S correspond par cette isométric 3
v € L2 ([—~,7],0), on note

X = i
On voit facilement qu’alors, pour tout p € Z,
X o TP « pet®,

Si & est un sous-espace fermé de S qui correspond par cette isométrie au

sous-espace ¥ de L2, ([—,7],c), on note aussi

G~V
L.1. Facteurs gaussiens. Pour tout A C [—m, 7] mesurable et symétrique,
o1 note
Lie(A,0) = {p € L3 ([~m,7],0) : @limmmpa = Ok
on définit alors le sous-espace fermé 3% de 47 par
Sy Lgym(A, o).

Comme L% (A, 0) est stable par la multiplication par e*, 5 est sta-
ble par Upr : X — X o T. La sous-tribu &4 engendrée par %4 est donc
T-invariante : c’est un facteur de T. L'espace 5% étant linéairement en-
gendré par le processus gaussien (Xf,A))pEz défini par

Yp € Z, XIEA) == XéA) oT? ++ 1 4e™,

le facteur & 4 est engendré par ce processus. Le systéme dynamicque T 4 est
donc aussi un systéme gaussien, dont la mesure spectrale o4 est absolument
continue par rapport & o, de densité
doa
do
Un tel facteur &4 sera donc appelé un facteur geussien de 7.

=14

1.2. Facteurs compacts. On note C(T') le groupe des automorphismes
de (2, &, 1) qui commutent avec T, et on s'intéresse au sous-groupe .5 de
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C(T) formé des S tels que S soit stable par Us. Si 9 est dans % ,ona
done Xo 0 S € 5, et il existe donc ¢ € L2 ([~n, 7], o) tel que

XooS ¢
Comme ST =TS, on a alors aussi pour tout p € Z,
Xp08 = Py
puis pour tout X € H,
Xep=sXoS <.

Comme Us est une isométrie, la multiplication par ¢ doit &tre une isométrie
de L2, ([~m,7],0), ce qui signifie || = 1 o-p.s.

On notera désormais .4 le groupe multiplicatif formé des » &
L% o{[—m,7],0) qui sont de module constant égal 4 1. Si p € .#, la mul-
tiplication par ¢ dans L% . ([-7, 7], o) définit sur # une isométrie U qui
commute avec Ur|z. Le processus gaussien (UX,)pez a alors la méme loi
que (Xp)pez, b engendre linéairement 5, donc aussi la tribu &7. Il existe
alors un unique S € & tel que UX, = X, o § pour tout p, donc tel que
Uslow = U.

On peut donc ainsi établir un isomorphisme entre les groupes .5 et .,
et on utilisera aussi la notation § «» ¢ pour indiquer que § € % correspond
par cet isomorphigme & ¢ € 4, Notons que, .% étant muni de la topologie de
la convergence faible des transformations (définie par : S, — § & VA € o7,
(St A o §71A) =+ 0), et # de la topologie de L%(c), ces deux groupes
sont ainsi topologiguement isomorphes, comme on peut le voir dans {4].

SiI' est un sous-groupe compact de ., la tribu

Fr={Aca VSeT, SA= A}

est T-invariante. C'est donc un facteur de T, appelé facteur compact.

Un cas particulidrement simple et important est celui ot I = {Id, —Id}.
Le facteur #r est alors constitué des parties de f2 symétriques par rap-
port & Porigine, et on appelle le factewr pair. Ce facteur apparait dans un
travail de Newton et Parry {[7]), qui 'utilisent pour construire l'un des pre-
miers exermples de systéme dynamique d’entropie nulle & spectre de Lebesgue
dénombrable.

LemMme 1. Supposons le facteur Fp non triviel (c’est-d-dire, contenant

des parties de {2 de mesure sirictement comprise entre 0 et 1), soit Se I
et o € M tels que S «— . Alors il emiste zg € C, |zo] = 1, tel que

o({t € [-mm]: p(t) = 20}) > 0.
Preuve. Notons n la mesure image de ¢ par ¢. Il est facile de voir

que le type spectral maximal de 'opérateur Ug sur J# est justement 5. En
décomposant % en une somme de sous-espaces orthogonaux et cycligues
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pour Ug, on voit que le systéme dynamique (12, &7, 1, §) est un produit di-
rect de systémes dynamiques gaussiens, qui sont tous 4 mesure spectrale ab-
solument continue par rapport & n. Supposons maintenant que pour tout z,

o({t € [-m, 7] 1 p(t) = 2}) = 0;

alors 7 est continue, et donc chacun de ces systémes gaussiens est faiblernent
mélangeant. On en déduit que S est ergodique, et donc Fr ne peut tre que
le facteur trivial. m

1.3. Facteurs classiques. On appelle focteur clossigue de T tout fac-
teur compact d’un facteur gaussien de T'. L'importance des facteurs clas-
sicues dans 'étude des facteurs des systémes gaussiens peut se justifier par
le théoréme suivant, concernant certains systémes gaussiens étudiés dans [2].

THEOREME 2. Si T est GAG (Gaussien ¢ Autocouplages Gaussiens),
alors [es facteurs classigues de T' sont les seuls facteurs de 1.

Ce théoréme s’applique en particulier dans le cas ol T' est un gaussien-
Kronecker, et plus généralement dans le cas ofi T est un gaussien a spectre
simple (voir [3]). Tl est donc valable méme pour certains systémes ganssiens
mélangeants, puisqu’il en existe & spectre simple (voir [6]).

2. Facteur engendré par une variable ne dépendant gue d’un
nombre fini de coordonnées

2.1. Quelques résultats sur les lois gaussiennes mullidimensionnelles.
Rappelons qu’un vecteur gaussien ¥ = (¥1,...,Y,,) & valeurs dans R™ est
dit non dégénéré si les variables aléatoires réelles Yi,...,Y,, ne sont pas
lindairement liées. Une propriété classique des lois gaussiennes multidimen-
sionnelles affirme que ¥ est non dégénéré si et seulement si la loi vy de ¥
est équivalente & la mesure de Lebesgue sur R™. On utbilisera dans la suite
les deux lemmes qui suivent.

LEMME 3. La mesure spectrale o du processus gaussien réel (Xp)pez

étant diffuse, pour fout m > 1 ef tous p1 < ... < pn entiers, le vecteur

gaussien (Xp,,..., Xy, ) est non dégénéré.
Preuve. Supposons qu'une combinaison lindaire des X,,, soit nulle. De
a1 Xp, + ... + amXp,, = 0 on déduit, dans L2, (I~=, 7], 0),
e L+ e = 0.
Comme o est diffuse, il existe donc une infinité de réels § dans [—w, ] tels
que
ape®f 44 e =,

dotVon déduit ey = ... =0, =0. m
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LEMME 4. Soil f une fonction mesurable bornée de B™ dans R XeaY
deuz vecteurs gaussiens d valeurs dans R™ non dégénérés et indépendants.
51 Y est indépendant de f(X +7Y), alors f est constante.

Preuve. Notons vy et vy les lois respectives de X et ¥ sur B™. Comme
Y est non dégénéré, vy est équivalente & la mesure de Lebesgue sur B™, et
on a par I'indépendance de f(X 4 V) et ¥, pour presque tout y € R™,

| flo+y)dvox(e) = C=BIf(X +7)]

Terme

Scit ¢ la densité de vx par rapport 4 la mesure de Lebesgue sur R™; pour
presque tout ¢ on a

(2) C = S fle+y)o(z)ds = S Fz)p(e —y) da.
R R

Comme y = \p. f(z)p(z — y}dr est clairement continue, (2) est en fait
vrale pour tout ¥ € R™, d’ol

vyeR", | (f(z)-Cplz —y)de =0

R
Or, ux étant une loi gaussienne sur R™, la travsformée de Fourier & de ¢
ne s'annule pas, et cela implique que les translatées de v, cest-a-dire les
fonctions ¢y : z — w(z —y),y € R™, engendrent L*(R™) (voir [5]). On en
déduit aisément que f(z) = C pour presque tout z € R™.

2.2, D’autres facteurs? On fixe maintenant une fonction f : B™ — R
mesurable et bornée qui n’est pas presque partout comstante, des entiers
P1 < ... < Pm, et on définit une variable aléatoire réelle F par F :=
f(Xpy, .-, Xp,.). On note ZFr le facteur engendré par F, c'est-a-dire la
tribu engendrée par les variables F o TP, p € Z.

PROPOSITION 5. Soit A symétrigue dans [—m, ) tel que Fp C Fa. Alors
A= [—m, 7] (mod ), i.e. Fa=a.

Preuve. Dans 27, on peut écrire, pour tout entier p,
~ Y4 A%)
Xp = XM + X9

Les sous-espaces #% et % de # étant orthogonaux, les facteurs gaussiens
Fy et Fae sont indépendants. Comme F est supposée F4-mesurable, la
variable f(X,,,..., Xp,, ) est indépendante du vecteur gaussien

Y= (XA, LX)

Par hypothése, F est non constante, donc A ne peut pas étre vide. D’aprés
le lemme 3, le vecteur
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X=X, xi)

P 1 e
n’est pas dégénéré. Le lemme 3 montre alors que le vecteur Y doit &tre
dégénéré, d’olt (A°) =0. m
PROPOSITION 6. Soit I' un sous-groupe compact de & tel que Fp soil
contenu dans Fp. Alors

e ou bien Fr eat le facteur pair, muis cect west possible que 3¢ f est
paire,
e ou bien I' = {Id}, i.e. Fr = .

Preuve. Soit § € [, et ¢ € # tel que & + . Puisque F est Fp-
mesurable, on a Fo S = F, c’est-a-dire
f(X,'Pl""’XPm) = f(Xp, 05, Xp, 0 S5).

Si le vecteur gaussien (Xp,, ... Xpns Xp, 09, ..., Xp,, 05) était non dégénéré,
cela contradirait 'hypoth&se f non constante. On a donc une relation linéaire
non triviale

a1Xp, ...+ amXp, = Br1Xp 08+ .o+ By, 05,
qui ’écrit dans L2, ([~m, 7], 0)
(3) 1P+t ame® = (BT 4 A B ).

Mais le facteur Fr n’étant pas le facteur trivial (car il rend mesurable la
variable F non constante), le lemme 1 prouve qu’il existe 29 € C, 20| = 1,
tel que

o({t € [-m, 7 p(t) =2}) > 0.
L'égalité (3) montre alors quiil existe une infinité de t € [, 7| tels que
1€ 4 et = 2 (e 4oL 4 BePrt).

On en déduit : pour tout 7 € {1,...,m}, oy = 203;. Les oy et les B; étant

réels et non tous nuls, on a v = 1 donc 2 = 1 ou 2 = —1. Dang le premier
cas, on & ¢ = 1 par (3), d’ot § = Id, et dans le second cas, p = ~1, d’oll
S == —1d.

On en conclut que Fr est soit le facteur pair (si I' = {Id, —Id}), soit
& tout entiere (si I' ne contient que U'identité). Mais clairement, le premier
cas n'est possible que si f est paire. m

On déduit des deux propositions précédentes le résultat suivant.

THEOREME 7. Le facteur engendré par lo wariable aléatoire f(X,,,. .-
vy Xp,.) non constante est
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o ou bien & lout entiére,

o ou bien le facleur pair (mais ce n'est possible que si [ est paire),
s ou bien un facteur non classique.

Notons ici que I'hypothése “F' ne dépend que d’un nombre fini de co-
ordonnées” est capitale : si on autorise F' & dépendre de tout le Processus
(Xyp)pez, le facteur #p peut alors &tre n’importe quel facteur de 7. En
effet, pour tout facteur & de T' il existe une partition de §2 dénombrable
P = (Pp)nen qui engendre & (voir [8]). I suffit alors de prendre F =
Yonen tnlp, ol les a, sont deux & deux distincts.

Dans le cas ot T est GAG, les théorémes 2 et 7 donnent le corollaire
suivant.

CoROLLAIRE 8. Si T est GAG, et si f nest pas paire, la tribu engendrée
par les variables f(X,,,..., X, Yo TP, p €7, est o tout entiére.

En particulier, si T' est GAG, la partition {(Xp < 0),(Xp > 0)} est
génératrice, et il en est de méme de toute partition de {2 obtenue i par-
tir d'une partition de R en ensembles non tous symétriques par rapport &
lorigine. Bien sir, dans le cas oll ¢ est absolument continue par rapport a
la mesure de Lebesgue, ce n’est plus vrai car alors T est d’entropie infinie
(voir [9]), et le facteur engendré par une partition finie n'a qu’une entropie
finie. Mais peut-on trouver un gaussien d’entropie nulle pour lequel une telle
partition n’est pas génératrice?

Le théoreme 7 permet aussi de voir que certains systémes gaussiens
d’entropie nulle admettent des facteurs qui ne sont pas classiques, La mesure
o finie et symétrique sur [—, 7] étant donnée, notons oy sa restriction A
0,7]. Soient ¢ T'image de o sur [0,7/2] par Ihomothétie ¢ ~— ¢/2, et
02 = ¢} % 6_, sur [~7,~7/2]. On définit ¢! et o® comme les mesures
symétriques sur [~ 7] obtenue respectivement & partir de ), et de 02, puis
7= (¢} 4+ o?)/2. Considérons maintenant un systéme dynamique gaussien
(2,4, 1, T'), engendré par un processus gaussien (Xp)pez de mesure spec-
trale n. Un calcul simple sur les covariances de ce processus montre gque
les deux sous-processus (Xap)pez et (Xapy1)pez sont indépendants, chacun
étant de mesure spectrale o. On peut alors définir une transformation 5 de
{2 préservant u, par

Xop o8 1= Xop, (pe ).

(Ici, § ne commute pas avec T.) Il est clair que tout événement dans le
facteur & x|, c’est-a-dire dans la tribu engendrée par le processus (1Xp|)pez,
est S-invariant. Mais alors, & x,| ne peut pas étre le facteur pair, car celui-
ci contient par exemple I'événement (XX > 0), qui n’est pas S-invariant.
Comme F x,| ne peut pas étre & tout entitre, on en déduit que Z\x,| n'est
Pas un facteur classique.

Kapp1 05 = —Xopia
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Conical measures and properties
of a vector measure determined by its range

by

L. RODRIGUEZ-PIAZZA and M. C. ROMERO-MORENO (Sevilla)

Abstract. We characterize some properties of a vector measure in terms of its associ-
ated Kluvdnek conical meagure. These characterizations are used to prove that the range
of a vector measure determines these properties. So we give new proofs of the fact that
the range determines the total variation, the o-finiteness of the variation and the Bochner
derivability, and we show that it also determines the (p, g)-summing and p-nuclear norm
of the integration cperator. Finally, we show that Pettis derivability is not determined by
the range and study when every measure having the same range of a given measure has a
Pettis derivative.

1. Introduction. In [R1], answering a question in [AD), it was proved
that the range of a vector measure determines its total variation; that is, if
two measures with values in a Banach space have the same range, or even
just ranges with the same closed convex hulls, then they have the same to-
tal variation. Later, in [R2], it was proved that the range also determines
the Bochner derivability and the o-finiteness of the variation. This suggests
that these and other properties of a vector measure may depend on some
structure only depending on the range. In this way we will use the coni-
cal measure associated with a vector measure introduced by I Kluvinek
in [K]. '

The syrumetrization of the associated conical measure depends only on
the range of the vector measure. If a property of a vector measure has a
characterization in terms of the conical measure which is invariant under
symmetrization, this property is determined by the range. In Section 2 we
provide such a characterization for the total variation, the o-finiteness of
the variation, and the (p, ¢)-summing and p-nuclear norms of the integration
operator.

1991 Mathematics Subject Classification: 46G10, 28B05, 47DA0.

Key words and phrases: vector measures, range, conical measures, operator ideal
norms, Pettis integral.
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