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Idempotents dans les algébres de Banach
par

M. BERKANI (Oujda et Trieste)

Abstract. Using the holomorphic functional ¢aleulus we pive a characterization of
idempotent elements commuting with a given element in a Banach algebra.

1. Introduction. Soit A une algébre de Banach complexe, commuta-
tive et unitaire. Le théoréme de Shilov [1, Theorem 5, p. 109] montre que si
I’espace des caractéres de A n’est pas connexe, alors A posséde un élément
idempotent non trivial. Cet élément est alors obtenu par le calcul fonction-
nel holomorphe usuel. Si l'on considére maintenant une algébre de Banach
unitaire A non nécessairement commutative, a et & deux éléments de A qui
commutent, et si 'on suppose que e -+ x est inversible, alors si f est une
fonction analytique au voisinage du spectre de (o — Ae}(e +2)7%, X € C,
Pélément f((a — Ae)(e + x)~1) défini par le calcul fonctionnel holomorphe
commute avec ¢ et z. De plus, si f% = f, alots f((o — Ae){e 4 z)7*) est un
élément idempotent.

Réciproquement, si b est un élément idempotent de A, non trivial, qui
commute avec un élément o de A, est-ce que

b= f((a— Ae)(e+z)7),

ot A € C, f et z vérifient les conditions ci-dessus?

Récemment G. N, Hile ot W. B, Pfaffenberger ont développé une nouvelle
théorie spectrale généralisée [2], basé sur une nouvelle définition du spectre.
Ils ont montré [3] que tous les éléments idempotents qui cornmutent avec
un dlément donné sobtiennent au moyen du caleul fonctionnel généralisé
quils onl développé dans leur nouvelle théorie. Dans le présent travail, par
des méthodes similaires & celle de Hile et Pfaffenberger et sans passer par la
théorie spectrale généralisée, nous répondons affirmativement a la question
posé ci-dessus.
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2. Résultats

1. DEFINITION. Soit A une algébre unitaire d’unité e. Un élément z de
A est dit idempotent si z? = z. Il est dit non irivial si = est non nul et s’il
est différent de e.

2. THEOREME, Soit A une algébre de Banach unitaire et a un élément de
A. 5ib est un élément idempotent de A non triviel qui commute avec a, alors
il existe un élément x de A qui commute avec a tel que e+ x est inversible
dans A, et il emiste A € C et une fonction [ analytique ou voisinage du
spectre de (a — Ae)(e-+xz) 7" telle que

b= fla—Xe)(e+z)"h).
Preuve. Nous allons distinguer deux cas :

1% cas. Supposons que a est inversible, et soit o > 1. On sait que e+ b
est inversible, e désignant I'unité de A. Posons

t=ale+ab)™!

Soit B la sous-algébre commutative unitaire maximale de A contenant o et
b. Le spectre de tout élément de B est le méme dans A et dans B. Soit Apg
I'espace des caractéres de B. Alors le spectre de t,

x(a) |
o) = () | x € s} = { 200 | e 2.

Posons Vg = {x(t) | x € Ap et x(b) = 0} et V1 = {x(t) | x € Ap et
x(b} =1} Ona WUW =o(t), Vo = {x(a) | x € Ap et x(b) = 0]} C a{a)
et Vi= {9 | x ¢ Ap et x(b) = 1}.

Comme a est inversible, il existe € > 0 tel que {2z | |2| < £} Ne(a) =
Soit & € R tel que g(a)/(1 + ) < £/2, ol p(a) désigne le rayon spectral de
a. On a alors VyNVy = 0 et Vo U Vi = (). De plus, V; et Vi sont fermés
et non vides.

Soit f la fonction definie par

_J0 silz>e
flz) = { 1 sz <e/2.
Alors f est analytique au voisinage de o{t). Posons u = f(t). Par le cal-
cul fonctionnel on a u® = f(£)f(t) = fz(t) = f(t) = u, donc w est un
idempotent. Soit x € Ap; on a x(b—u) = = x(f(t)) = x(b) - f(x().

Six(b) =0onay(b~u) =0car x(t) = ( ) = |x(t)] > & = f(x{1)) = 0.
Six(d) =1 on a x{b—u) =0 car x(¢) € Vi, donc f(x(t)) =1.

Dol o(b — u) = {0}, donc b u est un élément quasi-nilpotent de B.
Comme b et u sont deux idempotents qui commutent, il découle alors du
théoréme bien connu de Sinclair [4] que [|b — ul| = (b — u) = 0. Donc
b—u = 0. Posons z = ab. On a alors b = f(ale +x)~).
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2% ¢ as. Sia est non inversible, soit \ ¢ o(a). Alors a— Ae est inversible

et on applique alors le 1% cas & a — Ae.

Le théoréme suivant généralise le théoréme précédent aux cas ofl on a
plusieurs idempotents,

3. THEOREME. Soit A une algébre de Ba.nach unitoire d unité e, et soit
a € A. Supposons que e = by + ...+ by, ou (b Ji<i<n somt des idempotents
non trivieux tels que bih; = 0 si 4 # 4, et ab; = bia, 1 < i < n. Alors il
existe un ¢lément t de B qui commule avec o et avec chague by, 1 <i<n,
dont le spectre n'est pas connexe, et des fonctions analytiques ( f1)1<,<n au
voisinage du spectre de t felle que by = fi(t) pour tout i, 1 <14 < n.

Preuve. Corme dans le théoréme précédent on va distinguer deux cas.
1% cas. Supposons que ¢ est inversible. Posons
t=ale+ahy +...+anby)™, oltay>1pourl<i<an.

Soit B la sous-algébre maximale commutative unitaire de A contenant a,
bi,....bn, et soit Ap l'espace des caractéres de B. Ona 1= x{b)) +...+
x(bn) pour tout x € Ap. Comme chaque b; est un idempotent et comime
bib; =0sii# 4, ona

Yy € AH, g :  xlbiy) =1 et x(b;) = 0si i # gg.
On ao(a) = {x(a) | x € } Comme a est inversible, il existe ¢ > 0 tel
que {z | |z| < eln a( )= 'autre part, on a
o(t) = (x(t) | x € Ag) = x(a) ‘xeAB}.
T+ aax(h) +... +anx(bn)

Posons F; = {x(t) | x € Ap et x(b;) =1}. Ona

{—(—-)—{XEQB et x(b;) = 1}.

On choisit ay avee g{a)/(1 + a;) < e. Donc Fy No(a) = {.
De méwme on a By N{z | |2] <e/(L+ay)} =0 Onc
que Fy M Fy == ), 11 suifit que

hoisit alors ey tel

o(a) &
T4 14y

Et par récurrence on choisit .. avee

o(a) £
1oty 1ot a,,-’

1<ign~1,

tonus darw (1L‘i courormes dcux ) cleux chs_}omtes tels que U = O'(t)
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Posons
C. eC £ < |z] < c }
| Jp— z —_——
' # 14 ey 14+ a1
avec qg = 0. Soit f; la fonction definie par

1 sizedy

filz) = {0 sizgCh
On a alors f;(t) = b;. En effet

X(£:®) = filx(®) = {(1) :; ;ggg zrl)T

Dol x(fi(t)) = x{(b;) pour tout ¥ € Ap. Comme fi(t) est un idempotent
on a bz' = fz(t)

2fme ¢ as. Sia n'est pas inversible, on prend un A € o(a) et on fait le
raisonnement précédent avec a — Ae au lieu de a.

Acknowledgments. The author, an associate member of ICTP, would
like to thank Professor Abdus Salam, the International Atomic Energy
Agency and UNESCO for hospitality at the International Centre for Theo-
retical Physics, Trieste. He would also like to thank the referee who showed
to him the use of Sinclair’s theorem.

Références

[1] F.F.Bonsall and J. Duncan, Complete Normed Algebras, Springer, Berlin, 1973.

[2] G.N.Hileand W. E. Pfaffenberger, Generalized spectral theory in comples Ba-
nach elgebres, Canad. J. Math. 37 (1985), 1211-1236.

(3] —, —, Idempotents in complez Banach algebras, ibid. 39 (1987}, 625-630.

[4] A. M.Sinclair, The norm of o hermitian element in 6 Bunach algebra, Proc. Amer.
Math. Soc. 28 (1071), 446-450.

Département de Mathématiques International Centre for Theoretical Physics
Faculté des Sciences Trieste, Italy
Oujda, Morocco

Received July 26, 1995 (3507
Revised version March 15, 1996

STUDIA MATHEMATICA 120 (2) (1996)

Exactness of skew products with expanding fibre maps
by

THOMAS BOGENSCHUTZ (Essen)
and ZBIGNIEW 8 KOWALSKI (Wroclaw)

To the memory of Wiestaw Szlenk

Abstract. We give an elementary proof for the uniqueness of absolutely continu-
cus invariant measures for expanding random dynamical gysters and study their mixing
properties.

Introduction. Let § be a measure-preserving transformation of a Lebe-
sgue space ({2, F,P) and let ¢ = {p{w) : w € 2} be a family of nonsin-
gular transformations of (X, B, m) such that (w,z) — p(w)z is (F @ B, B)-
measurable. Then (w,z) — (fw,p(w)z) =: @(w,z) defines a nonsingular
transformation of the Lebesgue space (£2 x X, F ® B,P® m) which is called
a skew product with base transformation # and fibre maps ¢(w).

One also says that ¢ gives rise to a random dynemical sysiem with state
space X over the dynamical system. (2, F,P,6) by defining

o(n,w) = (@™ w)o...op(w) forn >0,

Note that ¢(n,w) describes the action of 8™ on X.

In this paper, we study the situation when the state space is a Rie-
mannian manifold M and all fibre maps are expanding. In their classical
paper [KS369]) Krzyiewski and Szlenk proved that for each expanding map
there is an invariant measure which is equivalent to the Riemannian vol-
ume. The fmdamental problem in the random case is to find a @-invariant
measure on §2 X M whose disintegrations are equivalent to the Riernan-
nian volume. This problem has been solved by Kifer [Kif92, Theorem B]
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