Sur I'équation de translation
par

J. ACZEL (Miskole), L. KALMAR (Szeged)
et J.G.-MIKUSINSKI (Wroctaw).

1. Par Déquation de translation, nous entendons l’équation
fonctionnelle

(1) flf (@, u),v]=F(z,u+v).

Dans I'hypothése de continuité et de stricte monotonie, on
" peut démontrer facilement que toute solution de (1) est de la forme

(2) fla,u)=0[ow(z)-+ul,
oll 2 est la fonection inverse de w.
En effet, en posant Q(u)=f(zo,u), avec un m, fixé arbitraire-
ment, il vient de (1) que .
(3) f1Q(u),v]=L(u+v),
d’oli il résulte aussitdt, pour u=w(z), la formule (2).
Il est intéressant qu'il suffit d’admettre la stricte monotonie

de f (sans postuler la continuité) pour que la proposition soit encore
valable; la continuité de f en est alors une conséquence. Pareille-

ment, il suffit d’admettre la continuité de f (pourvu que f ne soit "

pas constante par rapport & ) pour assurer sa stricte monotonie
et la validité de la proposition. De plug, il suffit d’admettre la con-
tinuité de f par rapport & I'une quelconque des variables =, u, et la
stricte monotonie par rapport & Pautre.

Nous préciserons ces théordmes dans la suite, en admettant
pour f des hypothdses encore plus faibles. En particulier, il suffira,
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dans certains cas, d’admettre que I’équation (2) soit satisfaite pour
une seule valeur de z1).

2. Dans ce qui suit, nous supposons que la fonetion f(x,u)
soit définie pour

a<<z<b, —o0 L U< 00

et que ses valeurs apparbiennent & (a,b); les nombres a et b peu-
vent d’ailleurs &tre finis ou infinis.

Théoréme 1. 8i f(z,u) salisfail auzx quaire conditions sui-
vantes:

(a) 2 existe un nombre wye(a,b) tel que

fUf (@0, u),0]=F (20, u+2)

(B) la fonciion Q(u)=f(x,,u) est strictemeni monotone;
(y) lim Qu)=aetlim Q(u)=>b ou im Q(u)=b elim Q(u)=a;
Uu->oa Uy oo

U —oo u—>oo0

pour —oolU,v<400;

(8) la fomction f(x,u) est strictement monotone par rapport
& x pour un ensemble non dénombrable de valeurs de u;

alors f(z,u) est de la forme (2), ol w(x) est une fonction continue e
striciement monotone, transformant Vintervalle (a,b) en (—oo,00).

Démonstration. Supposons que 2 soit croissante. Nous
montrerons qu'elle est continue. En effet, comme DPensemble de
points de discontinuité est dénombrable pour toute fonction mono-
tone, il existe pour tout u, un v, tel que £ est continue au point
Uy+7,, b que f(z,m,) est strictement monotone par rapport &
c’est ce qui est une conséquence de (6). On &

1) Sur ce point, nous tenons de donner une remarque générale: Soit X
un ensemble quelconque et U un ensemble, ol une opération associative o est
définie, ¢’est-A-dire une opération satisfaisant aux conditions suivantes:

1° i u,veU, alors u-vel;

20 8i u,v,wel, on a (Uov) ow==12uo (Vow).

Soit f(ax,u) une fonction définie sur le produit cartésien X x U, dont les va-
leurs appartiennent & X. Si, pour un certain x,eX, on a

1T (@0, ), v]==f (g, % 0 V) pour tous les u,ve U,
alors 1’équation
U (@ w) 0] =f (w2 =)
est satisfaite pour tous les z de la forme xz=f(x,,w) (weU) et pour tous
les u,v€eU.
On a, en effet,

HIT @g s w), wlw} =11f (o0 swon) , v1=] 8o, (wor)ev]={ [0, w (0 v) ] = [0, W), wov].
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(4) FL2(w),0,]=2(u-+2q),
et on voit que la fonetion f(z,v,) est encore croissante. On a done
f[Q(“n"‘)";%]:Q(“o*l‘”u):f [2(uo+)+,v0] ®)s

ot R(ug—)=0(u,+), ce qui entraine la continuité de £ au point
4, Comme u, peut &tre arbitraire, la continuité de £ se trouve
démontrée.

En vertu de (y), 2 transforme linfervalle (—oo, 4-00) en (a,b).

En posant u=w(z) dans (3), o étant la fonetion inverse de £,
on obtient la formule désirée (2).

Théoréme 2. Le théoréme 1 reste vrai, quand on y supprime la
condition (y) et remplace en méme temps (a) et (B) par les conditions
plus fortes:

(a') Péquation (1) est satisfaite pour tout ze(a,b) et pour tous
les u, v réels;

(8") la fonction f(z,u) est strictement monotone par rapport & u,
pour toute valeur xe(a, D).

Démonstration. Il suffit évidemment de démontrer que les
conditions (a') et (B} entrainent (y). Fixons @, arbitrairement et
supposons que la fonction Q(u)=f(wo,u) soit eroissante. On a
alors Q(co)=b. En effet, si on avait Q2(co)=>b'<], on aurait

b'=lim O(u—1)=lim f{2(x), ~1]1<fB,—1) <fb’,0),

en contradiction avec 1'égalité f(b’,0)=>" qui résulte de
D7, 0), v]=f(b", ).
Pareillement on a Q2(—oc)=a.
8i Q est déeroissante, on aura, d’une fagon analogue, 2(-4-oc0)=a
et Q(—o0)=b.
Théoréme 3. Le théoréeme 1 reste vrai, quand la condition (f)
Y est remplacée par lo suivante:
(B'") la fonction Q(u)=f(z,,u) est continue, mais non constante.
Démonstration. II suffit de démontrer ¢ " ;
' ; rer que (f'') entraine (f).
Si Q(uq)=2(u,), on a 7

Ol (ue— 1) == Q(1,), w—1; ] =1 (1), —u; J=2(ne),

*) Nous écrivons généralement p(£+4)= lim @(&+1) et @(é—)= lm p(§~h).
0<h~>0 0<h—>0
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done u,—u, est la période de Q. Bi u,<<us, i existe, en vertu de
("), pour tout e>>0 deux nombres u; et u, tels que Uy U< Uy
wy—wui<e et Q(uy)=0(u;), done la fonction & a des périodes arbi-
trairement petites et se réduit & une constante, par contre a (g").
Done Q(u;)#=2(u,) pour u,#u, c'est ce qui entraine la stricte
monotonie de .

Théoréme 4. Le théoréme 1 reste vrai, quand les conditions
(y) et (8) y sont remplacées par les deux suivantes:

(y") la fonction f(x,u) ne se réduit & la constante pour aucune
valeur fixe de xe(a,b);

(8") la fonetion f(x,u) est continue par rapport a4 & pour tout u
fire.

Démonstration. Supposons que 2 soit eroissante. Nous mon-
trerons qu'elle est continue. Soit u, un nombre réel quelconque.
Tl existe un v, tel que 2 est continue aun point u#g+1y On 2

fLL2(u~+1vq), —ro]=2(u),
d’ott la continuité de £2 au point ug.

Supposons que Q2(co)=b"<b. 8i u— oo, il vient de (3) f{(b',v)=b"
pour tout ¢ réel; or, ceci contredit & (y'). Nous avons ainsi démon-
tré que Q(oc)=>b. Pareillement on a O(—oc)=a. Done la fonction
O transforme Pintervalle (—oo, 4-00) en (a,b) ét Ton peut achever
1a démonstration comme dans le cas du théoréme 1.

Théoréme 5. Le théoréme 1 reste vrai, quand les conditions
(), (y) et (8) y sont remplacées par (3'), (y') et (6") 3).

Démonstration. En vertn du théoréme 4, il suffit de remar-
quer que (f"') entraine (B) {voir la démonstration du théoréme 3).

3. On peut donner des exemples qui montrent qu’aucune des
conditions {a), () ete. ne peut é&tre supprimée dans les théorémes
préeédents. I1 nous semble qu'il serait superflu de reproduire tous
ces exemples dans cet article. Nous tenons cependant & donner un
autre, qui montre gu'en remplacant I'hypothése de continuité de f
par celle de mesurabilité, on ne peut plus affirmer que toute solu-
tion de (1) soit de la forme (2)%).

3) La deuxi¢me partie de la condition (8”) peut étre supprimée ear elle est
contenue dans (3).

4) Tei, il n'y a done pas d’analogie avec I'éguation fle+y)=He)+f(¥)
ol I'hypotheése de mesurahilité de j eenduit aux mémes conséquences que celle
de continuité.
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Remarquons d’abord que, I étant un intervalle quelconque
(ouvert ou fermé), si
(5) Oi[wy (@) +ul=02:[ws(2)+u] @el b —oo<u<< oo,
alors wy(#)=c+w,(#), ol ¢ est une constante. Autrement dit, si
une fonetion f(x,u) se laisse représenter dans la forme (2), la fone-
tion o est déterminée & une constante additive prés.

En effet, en posant z=2£,(0) et w=cw,(y) dans la formule (5),
on a §=2{w,[Q:(0)]+wi(y)}, Q0% wy(y)=0[2:(0)]+w1(y).

Soit maintenant w(z) une fonction mesurable & période 1, qui
transforme 1’intervalle (0,1] biunivoquement en (—oco, +oo). Soif
£,(u) la fonction inverse de la fonction w(z) réduite & Pintervalle
(n—1,n]. Alors la fonction

fla,u)=2,[w(®)+u] (n—l<a<n; n=0,+1,4-2,...)
satisfait & I’équation (1), mais elle ne peut pas étre représentée par une
seule formule du type (2). En effet, si I’on avait f(m,u):!j [(a)—+u]
pour tous & et u réels, la fonction &(x) admettrait une seule fois,
dans lintervalle (—oo,-foc0), toute valeur réelle. D’autre part, on
aurait &(x)=c+w(®), ce qui est absurde.

Nous avons. traité, dans cet article, I’équation (1) dans le do-
maine xé(a,d); u,pe(—oco,4o0). On peut la traiter aussi dans
d’autres domaines; dans ces cas la discussion serait différente.
Nous laissons de coté ces considérations.

Remarquons enfin que, étant posé f(:v,y):f(w,logy), I’équation
(1) devient

fli(@,9),21=F(@,52);
cette derniére équation a été étudide par S. GOLAB?®) en connexion
avec certains problemes de la théorie des objets géométriques.

%) 8. Golab, Uber eine Funktionalgleichung der Theorie der geometrischen
Obiekte, Wiadomo&ei Matematyczne 45 (1938), p. 97-187.

(Requ par la Rédaction le 5. 6. 1950).
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On the existence of the generalized limit
by

R. SIKORSKI (Warszawa).

This paper contains two theorems which are a generalization
of the well known theorems?!) concerning the existence of the so-
called generalized limit and of the generalized integral of real boun-
ded sequences and functions. .

The method of the proof is topological. It is based on CECH’s
compactifieation of completely regular spaces?).

§ 1. Let A be a directed set, i. e. an abstract set with a transi-
tive relation > having the property: given a, fed, there is a yed
such that y>a and y>$.

Every mapping defined on the directed set 4 will be ecalled an
A-sequence. A-sequences will be denoted by z=lz,}, y=Iy.} ete.

Suppose all terms z, of an A-sequence x belong to a topologieal
space X. The closure of the set of all z, will be denoted by C(x).
A point x,e X is said to be a limit point of x if for every neighbour-
hood U of x, and for every BeA there is an a>p with z,€U. The
set of all limit points of ¥ will be denoted by L(x). Evidently
L (x)C C(x). If C(z) is compact (=bicompact), then L(x)70.

1) 8. Mazur, O metodach sumowalnoéci, Ksiega Pamiatkowa I Polskiego
Zjazdu Matematycznego (Polish), Supplément aux Annales de la Société Polo-
naise de Mathématique (1929), p. 103; S. Banach, Théorie des opérations liné-
aires, Monografie Matematyczne, Warszawa 1932, p. 31-34.

2) E. Ceeh, On bicompact spaces, Annals of Mathematics 38 (1937),
p. 823-844.
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