Contents of Volume 106, Number 3

N. M. BENBOURMIM et J. GACHES, Ty-splines et approximation par Tg-prolon-

HOMNENE . o o oot e e 203-211
T, HOFBAUER, Hausdorff and conformal measures for expanding piecewise mono-

tonic maps of theinterval L .. ... .. ... oo 213-231
N, J. Karron, Calderdn couples of rearrangement invariant spaces ... .. .. 233-277

Y. PaN, On the weak {1,1) boundedness of a class of oscillatory singular integrals 279-287
W. (3. BADE and H. G. DALES, Uniqueness of complete norms for quotients of
Banach fanction algehras . . o . .o . o o 289-302

STUDIA MATHEMATICA
Executive Editors: 7. Clesielski, A. Pelezynski, W. Zelazko

The journal publishes original papers in English, French, German and Russian, mainly
in functional analysis, abstract methods of mathematical analysis and probability theory.
Usually 3 issues constitute a volume.

Detailed information for authors is given on the inside back cover. Manuseripts and
correspondence concerning editorial work should be addressed to

STUDIA MATHEMATICA
Sniadeckich 8, P.O. Box 137, 00-950 Warszawa, Poland, fax 48-22-203997

Clorrespondence concerning subscription, exchange and back numbers should
be addressed to

INSTITUTE OF MATHEMATICS, POLISH ACADEMY OF SCIENCES
Publications Department

Sniadeckich &, P.O. Box 137, 00-950 Warszawa, Poland, fax 48-22-293997

© Copyright. by Instytut Matematyczny PAN, Warszawa 1993

Published by the Institute of Mathematics, Polish Academy of Sciences
Typeset in TEX at the Institute
Printed and bound by

il s wrwrn, acm.

02-240 WARSZAWA, Ul, Jakobindw 23

PRINTED IN POLAND

I3BN 83-85116-99-0 ISSN 0039-3223

icm

$TUDIA MATHEMATICA 106 (3) (1993)

Ty-splines et approximation par Ty-prolongement
. par

N. M. BENBOURHIM et J. GACHES (Toulouse)

Abstract. We study Ty-splines (existence, uniqueness and convergence) in Banach
spaces with a view to applications in approximation. Qur approach allows, i particular,
considering some problems in a more regular domain, and hence facilitating their solution.

0. Introduction. Le probléme des Ty-splines consiste, en se donnant
un élément u et une partie K d’un espace E, & trouver le ou les éléments v
de E qui coincident avec v sur K et qui minimisent la quantité f (Tv) ou f
est une fonctionnelle sur un espace F et T une application de E dans F.

Llexistence des solutions de ce probléme a été étudiée d’une maniére
générale par D. V. Pai [8] et & l'origine par P. J. Laurent et Pham-Dinh-Tuan
8],

On se place ici dans le cadre d’espaces de Banach. Au paragraphe 1,
on donne des conditions minimales d'existence et d'unicité pour les T's-
splines, fréquemment utilisés en approximation. On traite des exemples dans
différents espaces fonctionnels ot 'ensemble K~ (ensemble de contraintes) est
du type interpolant de Lagrange ou moyennes locales.

Au paragraphe 2, on donne des critéres de convergence pour une suite
de parties de F décroissante pour l'inclusion.

Enfin, au paragraphe 3, on définit la notion de Tp-prolongement qui
permet de mettre en évidence une suite de prolongements d’'un élément u
de E tels que la suite de leur restrictions converge vers . Par exemple, c’est
le cas ol ne pouvant étudier un probléme dans un sous-espace de R¥, on
se place dans un sous-espace de R? oft w C 2, 2 étant plus régulier; le
probléme se simplifie alors. On généralise ici des travaux de J. Duchon [4].

1. Ty-splines. Scient E et F' deux espaces de Banach. On considére un
opérateur linéaire T continu de E dans F & image fermée et dont e noyau
Ker T admet un supplémentaire topologique L.
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204 N. M. Benbourhim et J. Gaches

DErFINITION 1.1. On dit qu’une partie K de E est faiblement (resp. forte-
ment) T-réguliere 81 K + Ker T est séquentiellement faiblement (resp. forte-
ment) fermé dans E.

Dans toute la suite, le terme “séquentiellement faiblement (resp. forte-
ment) fermé” sera abrégé par “s-faiblement (resp. s-fortement) fermé” et la
convergence faible d’une suite (e,) vers e sera notée e,, — e,

LEMME 1.1. Une partie K est faiblement (resp. fortement) T-réguliére si
est seulement st T(K) est s-faiblement (resp. s-fortement) fermé dans F.

Preuve. On démontre ce lemme pour les topologies faibles o(F, E') et
o(F, F") (la démonstration pour les topologies fortes est analogue; 'hypo-
these du supplémentaire topologique n’est plus alors nécessaire).

Soit K faiblement T-régulidre. Prenons une suite (T'k,) dans T'(K) telle
que Tk, — w; KerT admettant un supplémentaire topologique, T possede
un inverse & droite T} 1. d’otr 'existence d'un élément v de E tel que v =
Ty L et w = Tw.

Soit la décomposition de E en L + Ker T; posons ky, = I, +t, et v =
[+t avec [ et l,, appartenant & L, et {, appartenant i Ker 7. T étant &
image fermée, la restriction de T' & L est un isomorphisme topologique; ainsi
Tk, — Tw, donc T, — Tletl, — 1L

De plus, I, +t = kn +(t —1,) appartient & K+ Ker T qui est s-faiblement
fermé car K est faiblement T-régulitre, donc I, +t — l+t=v € K +Ker T
Ainsi v se décompoge en k+ v avec k € K et 7 € KerT; d’ott Tv = Tk =
w € T(K).

Réciproquement, supposons T'{ K} s-faiblement fermé. Prenons une suite
(kn +t,) avec k, € K et ¢, € Ker T convergeant faiblement vers v. On a
T{kn+1tn) = Thkn — Tv (T étant lindaire est fortement continu, il est faible-
ment continu); or T'(K) est s-faiblement fermé; d’olt il existe k € X tel que
Tk, — T'k et ainsi, par unicité de la limite, Tk = Tw; dotvv € K + Ker T,
donc K + KerT est s-faiblement fermé et K est faiblement T-réguliere.

DEFINITION 1.2. Soit f : FF — R U {+00}, fonctionnelle propre.

On appelle Ty-spline de u, élément de F, relativement & une partie K
de E, la solution — si elle existe — du probléme
(P} min{ f(Tv) :v €u+ K}.

Pour obtenir I'existence d’une solution de (P), on supposera dans toute

la suite que F' est un espace de Banach réflexif. On impose alors & f et K
les conditions (suffisantes) suivantes : '

[ faiblement semi-continue inférieurement (s.c.i.), coercive
(He) : s ’ ’
K faiblement Tirégulitre.

On a le résultat suivant :
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PrOPOSITION 1.1. Sous Uhypothése (He), tout élément u de E admet au
moins un T¢-spline relativement d K.

Preuve. On associe au probléme (P} le probleme (P') :
(Ph min{f({w) :w € T(u+ K)}.

Tl st évident que lexistence d'une solution de (P’) entraine celle d’une
solution de (P) (et réciproquement). Avec I'hypothése (He), la fonctionnelle
f est s.c.i., coercive et T(K), donc T(u+ K), est s-faiblement fermé d’aprés
le lemine 1.1; ainsi (P') admet au moins une solution (cf. [5).

Remarque 1.1. (i) On voit que pour assurer cette existence, on peut
prendre pour f et K d’autres hypothéses. Par exemple, f convexe, fortement
s.c.i. et K partie bornée, convexe, fortement T-réguliere.

(i) 1l est clair que P'unicité de la solution de (P’) n’entraine pas celle
drune solution de (P) (et réciproquement).

Cette dernidre remarque conduit & imposer & K Uhypothese suivante :

(HL) (K- K)NKerT = {0z}, 0Oy étant I'élément neutre de E.

LEMME 1.2. Sous Uhypothése (HL), si le probleme (P') admet une solution
unique, il en est de méme pour le probléme (P) et réciproquement.

Preuve. Désignons par S (resp. S') I'ensemble des solutions de (P)
(resp. de (P'}). Remarguons que T(S) = S et T-H(§) =S +Ker TI.

Soit o' la solution unique de (P'); il existe donc v € S tel que v’ = T'v.
Soit vy € S; donc Ty € &, d'ou Tv = Tug et v — vy € KerT. Or wp,
veu+K, dottv—wve K~ K. Ansiv—1wg € (K —K)NKerT et v=1g
d’apres (HL). '

R.écipr§quement, soit v la solution unique de (P); alors Tv € S’. Soit
vh € §'; il existe vp € 5 tel que wh = Ty, d’olr vo +Ker T C 55 or S = {v}.
Ainsi v —vg € (K — K)NKerT.

Remarque 1.2. Il est facile de vérifier que lorsque Phypothese (HL) est
satisfaite, la restriction de T & K est une bijection.

Pour obtenir I'unicité de la solution de (P'), donc de (P), on impose af
et I les hypothéges sulvantes :

{ F strictement convexe, fortement §.C.i., COBICIVE,

2 .
(H) K fortement T-régulitre, convexe.

On a le résultat d'unicité suivant :

PROPOSITION 1.2. Sous les hypothéses (HY) et (H2), tout élément u de
E admet un Ty-spline relativement a4 K et un seul.
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Preuve. L'hypothese (HZ) assure 'existence et 'unicité de la solution
du probléroe (P'), donc de (P), en remarquant que 7'(u + K ) est un con-
vexe fermé puisque K est convexe est fortement T-régulitre. Il suffit alors
d’appliquer le lemme 1.2, avec 'hypothése (HL).

EXEMPLE 1.1. Soit [a,}] un intervaile de R. On se donne A C [a,}] et
u € H%(a,b).
On considére le problame

I
Py min{ [ D% di:v e B2(a,b), v(t) = u(t), t /1} .

Pour se ramener 4 la formulation précédente, on pose

E = H*a,b), F=1%a,b),
T:H*a,b) 39~ D% e L?(a,b)

(ImT est fermée);
Frwe “’LUHLQ(Q:,I))

(f est strictement convexe, continue, coercive)
K ={ve H*a,b) tu(t) =0, t € A}

(K convexe).
On vérifie que K est I’orthogonal de ensemble K’ défini par
K'={h{t) € H*(a,b): t € A}

(K" donc K est fermé) ot h est le noyau reproduisant de H?({a,b), considéré
comme sous-espace hilbertien de RI®8, D’autre part, KerT' est 1’ensemble
des polyndmes de degré < 1, définis sur [, ]

Ainsi K fermé et Ker T de dimension finie entrainent que K + KerT
est fermé et que Ker 7' admet un supplémentaire topologique. De plus, on a

K NKerT = {fg} (dans le cas ol 4 ne se réduit pas & un seul élément, ce
que nous supposerons).

On est ainsi dans les conditions d’existence et d'unicité du T's-spline,
donc de la solution unique du probléme (Py).

Dans la pratique, on pourra prendre Ap C [, ], réunion finie d’intervalies
fermés disjoints; dans chaque intervalle I k& de Ap, on se donne un ensemble
discret, de points X,

On pose

A1=UE]L., ./12=[a,b]—./10 et A=A1U_/12,

On vérifie dans ce cas que le T¢-spline de u relativement & K appartient
4 C'([a, b)), qu'il coincide avec w sur Az et que sur chaque intervalle I, =

lag, apt1] de Ay, il coincide avec la fonction spline {(cubique

) d’interpolation,
solution de
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min{ [ D% dt - o(t) = u(t), t € S
It

U(Q) (ak-i—b‘) = u(q)(ak-l—é): g,e=0, l} -
Remarquons que, lorsque Ag = [a, b], on retrouve la fonction spline clas-
sique d’interpolation.

FXEMPLE 1.2. Soit 2 un ouvert connexe de R". On désigne par V1:2(42),
p > 1, l'espace de Beppo Levi, défini par (cf. [7])
ViH() = {veD(2): dve LF{2), 1<i< n}.
et soit I : VIP(R) 3 v ws (8%0)1<ign € (LP(02))7. On\ se donne A, ouvert,
contenu dans 2 et w € V3P(£2). On considére le probléme

(Pa) min{ f g(Tv)dz : v = u p.p. sur A}
Q

avec g (convexe) : R® — R tel que
Jo € B* et be R (nul si mes(2) = +oo) :  alltif. +0 < g(t), tER™.
On pose E = V32(2) et F =[]}, F; avec F; = LP(£2} (F réflexif),

fiP3w~— fg(w)dwE]RU{-E—OO}
73

(f est strictement convexe, continu, coercive, cl. [2]), et
K={keE:k=0pp sur 2} (Kconvexe).

On vérifie que K est Uorthogonal, pour le produit de dualité, de
I'ensemble

K= {k{, € B (K, v)mey = [ lwvds, be B(A)}
R'ﬂ

ot B(A) est 'ensemble de tous les compacts b contenus dans A {15 est la

fonction caractéristique de b). 1
De plus, T est continu & image fermée et Ker T est 'ensemble des poly-
5,7 e

némes de degré nul, définis sur 2 (cf. [3])- B »
Pour les mémes ’ra,isons que dans Pexemple 1.1, les conditions d’existence

et d'unicité de la solution du probléme (Pg) sont satisfaites.

ExeMpLE 1.3. On pose B = F = W™P(R"), espace de Sobolev défini
par :
Wm™P(R") = {w € D'(R*) : D*w € LP((2), lal £ m}r ,
avecl <p<ocetm20;T =Idg (remarquons que toute partie fermée K
de E est alors T-régulitre) et f = - fig-
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Oun se donne 2 ouvert de R™ ayant la propriété du m-pronlongement, un
ouvert A contenu dans 12 et u € W™?(£2). La partie K est définie comme
dans 'exemple 1.2,

Soit Pp un opérateur de prolongement de W™P((2) dans W™P(R").

Alors, le T¢-spline de P (u) relativement & K, noté ici u4, est indépen-
dant de {2 et de Pq (en fait, il ne dépend que de la restriction de Pq a 4).
Ona

||UA||Wm.;J(Rn) $ HP_Q(U)”Wm,p(]Rn) .
2. Convergence

LeEMME 2.1. Soit (W,,) une suile d’ensembles de F, s-faiblement fermés
et tels que Whq C W, et (| Wy)Ndom f # 0. On suppose que les problémes

(P,) min{ f{w) : w € W,},  pour tout n eN,
et
(Peo) min{f(w} TwE ﬂWn}

admettent chacun une solution unique, notée respectivement w,, et woy. Alors

(i) wy, — wee dans F,

(if) lmp oo flwn) = f(wes)-

Preuve. Lexistence et 'unicité de la solution du probléme (P,) as-
surent que () Wy, # &; de plus, f(wo) a une valeur finie car (\W,)Ndom f
= @. Des inclusions Wy, € Wiy C Wy, on déduit que flwn) < f (wWnt1) <
.f(woo)

Ainsi, la suite ( f(wﬂ)) est croissante est majorée dans R, donc conver-
gente. Puisque [ est coercive, la suite (w,) est bornée dans F réflexif; il
existe donc une sous-suite (w,,) extraite de (w,) convergeant faiblement
vers w*.

Soit 7 € N fixé; pour tout ny, > n, on a W,, ¢ W, , d’oil la suite (Wny)
appartient & W,, qui est s-faiblernent fermé; ainsi w* € W,, pour tout n € N,
donc w* € (| W,.

D’aprés la faible semi-continuité inférieure de 7, on a

flw™) € lkﬁgff(wvzk) = kli—»n;o Flwn,) € flw),

d'olt flw*) = flwe) et w* = wy puisque le probleme (P,) admet une
solution unique. De plus, la limite étant indépendante de la suite extraite,
O 8 Wy, ~ Wag.

Dans tout ce qui suit, on cousidere une snite (Kn) de parties de E,
décroissante pour "inclusion, les K, étant s-faiblement T-régulidres. On pose
K =[}K,, supposé non vide,

Soit 'hypothése suivante :
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ue B, f(Tu)# 4oo,
(1) le T'y-spline de u relativement & K, (resp. & K),
noté ufr (resp. u¥), est unique.

PROPOSITION 2.1. Pour tout u wérifiant Uhypothése (HY), on a:
(i) Tu®» — Tu® dans o(F, F").
(if) limp— oo f(Tu) = F(TuX).
Preuve. Il suffit d’appliquer le lemme précédent, en posant W, =
T(u+ Ky, wy =T(u+ ") et weo = T(u + u’).

Faisons une autre hypothése :

(H?) 1 existe un sous-espace vectoriel fermé By de E, T-régulier et tel
que Ky C Eg et EnNKerT = {93}.

PROPOSITION 2.2. Sous les hypothéses (H) et (H2), on a ufr — u
dans o(E, E).

Preuve. D’aprés la remarque 1.2, la restriction Ty de T & Ep est une
bijection car Ey vérifie I'hypothése (HY); c’est de plus un isomorphisme
topologique car Ey {resp. T'(Fp)) est un sous-espace vectoriel fermé dans £
(resp. dans F').

Avec hypothése (H) et d’aprés la proposition 2.1, on a T{ufr —u

— 0, Or uBn — u¥ € By, d'od To(ufs — uK) — 0 et ainsi uw¥» — uX.

K

)

LEMME 2.2. Sous les hypothéses (HL) et (H2), et si F est un espace de
Banach uniformément conveze, les deux propriétés suivantes sont équiva-
lentes :

(1) limp oo w5 —u g =0,

(i) 105D [ T8 [ < [T .

Preuve. Il est évident que la propriété (i) entraine la propriété (ii).

Pour la réciproque, on a Tufr — Tu¥ grice  (HL); cecl entraine avec la

g g fr - 2 1- “T(’U,K“ _ ’LLK)” — 0
propriété (11) et F uniformément convexe que lmp v )lE

Avec I'hypotheése (H?) et les mémes arguments que ceux ui;hses dans la
preuve de la proposition 2.2, on déduit que limp-co |uf — o]z =0.

PROPOSITION 2.3. Sous les hypotheses (HY) et (H2), et si f est la norme
d'un espace de Banach uniformément convere, on a

m fluf —w®g=0.
b O
Preuve D’aprés la proposition 2.1, on a limy 0 (Tukn|p = [Tw" 1| #;
il suffit alors d’appliquer le lemme 2.2.

Remarque. On pourra prendre pour F, par exemple, un espace de
Hilbert ou les espaces LP(2),1 < p < co.
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3. Approximation par Ty-prolongement. Soient w et {2 deux ouverts
de R", w C 2. L’espace E est ici contenu dans R¥ (ensemble des fonctions
définies sur {2). Soit V' un espace de Banach contenu dans R¥.

On considére Popérateur de restriction R de £ dans V' défini par Re =
elw, e € E (restriction de e & w). On suppose R linéaire continu.

DEFINITION 3.1. On appelle opérateur de prolongement de V dans E
toute application lindaire continue P vérifiant Ro P = Idy.

Remarquons que F est surjectif, Ker R admet un supplémentaire topolo-
gique et P est injectif et & image fermée.
On désigne par Z(V, E) Pensemble des opérateurs de prolongement P

de V dans F; cet ensemble est convexe, fermé dans £(V, F); dans toute la
suite, on le supposera non vide.

DEFINITION 3.2. On appelle Ty-prolongement de », élément de V, rela-
tivement & une partie V', la solution -— si elle existe — du probléme

min{f(Te):e€ E,Recv+ K}.
PRrOPOSITION 3.1. Pour tout v de V et pour toule partie K de V, leé
deur propriétés suivantes sont équivalentes :

(i} v* est un Ty-prolongement de v relativement & K.

(i} Pour tout P de 5(V, E), v* est un Ty-spline de Pv relativement o
Ker B+ P(K).

Preuve. Pour tout e de F, on a {Re = v} & {Re = R(Pv)} & {e ¢
Py + Ker R)}; d’olt pour tout P € ZE(V,E),ona {Rec v+ K} & {e e
Py (Ker R+ P(K))}.

Or (1) {f(Tv) = min{f(Te): e € E, e € v+ K}}, clest-a-dire, d’aprés
ce qui précede, '

(i) & {f(Tv) = min{f(Te) : e € Pv + (Ker R+ P(K))}} < (ii).

Pour l'existence et I'unicité du Ty-prolongement, on pourra se rapporter
aux résultats du paragraphe 1. Remarquons ici que R étant surjectif et 7" A
image fermée, on a

T(Ker R) fermé & R(Ker T) fermé & Ker R + Ker T [ermé.

Pour pouveir utiliser les résultats du paragraphe 2 relatifs 4 la convergence,
on donne le lemme suivant :

LEMME 3.1. Pour tout prolongement P de Z(V,E) et pour toute suite
(K,) de parties de E, on a

- (Ker B+ P(K,)) = Ker R+ P(ﬂ I\;’n) .
Preuve. Posons A, = Ker R+ P(K,) et B = Ker R+ P(N K,).
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On a P(NK,) = [P(K,) car P est injectif, dot B = KerR =
N P(Ky), c’est-3-dire B C Ay, pour tout n € N. Ainsi B C [} 4n.

D’autre part, soit e € [ Ay; pour tous n,m € N, on a e = ry + kn =
Por + K, avec v, Ty € Ker R et ky, by, € K. Ainsi Re = ky = ki3 d'ol 3]
existe K € (1K, et doncr € Ker R tels quee =7+ k; d’'on [ 4, C B.

On se donne A présent un élément v de V et une suite (K,,) de parties de

V avec K = [ K, = {6y} tels que pour tout n de N, le Ty-prolongement de

v relativement & K, {resp. & K), noté vg“ (vesp. vE ), existe et soit unique.

On a alors la proposition suivante :
PROPOYITION 3.2. Si la suite (vi") converge faiblement (resp. forte-

ment) vers v, alors la suite des restrictions (R{vs™)) converge faiblement
(resp. fortement) vers v dans V.

Preuve. D’aprés la proposition 3.1, on a vg“ = Py + r, + Pk, avec
rn € Ker R, kp € Ky et v5 = Pv+ravecr e Ker R (K = {0v}). R étant
continu (faiblement et fortement), la suite (R(vE")) converge faiblement
(resp. fortement) vers R(vf§) = R(Pv +r) = v.
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