icm

STUDIA MATHEMATICA 103 (1) (1992)

Points fixes et théorémes ergodiques dans les espaces L'(E)
pat

MOURAD BESBES (Paris)

Abstract. We prove that for each linear contraction T : X — X {{|T|| < 1), the
subspace F = {x € X : Tz = g} of fixed points i3 1-complemented, where X is a suitable
subspace of L'(E") and B* is a separable dual space such that the weak and wealk*
topoelogies coincide on the unit sphere. We also prove some related fixed point results.

Introduction. Dans ce travail, on se propose de détailler et de généra-
liser les résultats de [Bes.l]. On montre en particulier que pour toute
contraction linéaire 7' définie sur L'(E*), I’ensemble des points fixes est
1-complémenté, ot B* est un dual séparable dont le prédual F est Hahn-
Banach lisse. Le méme résultat est vrai si on remplace L'(E*) par un
sous-espace “bien disposé” de L*(F*) comme H'(E*), On établit aussi des
résultats d'existence de points fixes dans les espaces L!(F) en relation avec
la propriété ci-dessus.

I. Rappels et notations. Soit X un espace de Banach. Considérons
la propriété suivante :

(PM)  Pour toute contraction linéaire T : X — X (avec |7} < 1),
I'ensemble des points fixes F = {z € X : Tz == z} est l-complé-
menté.

Par un résultat classique de la théorie ergodique (cf. [Kre.1], p. 72), on sait
que tout espace réflexif a la propriété (PM). Plue généralement, P. Mazet
a démontré [Maz], en utilisant la méthode introduite dans [Bru], que tout
dual B tel que les convexes w*-compacts de la sphére unité sont w-compacts
posside la propriété (PM). D’autres résultats reliés & cette propriété sont
donnés dang [Bes.2).

Si (£2,4,m) est un espace de probabilité, U. Krengel a démontré le
résultat suivant : Si 7 : L'(2, 4,m) — L*(2, A,m) est une contraction
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linéaire alors pour tout @ € L*, la suite (¢ + T + ...+ T" " a)/n converge
pour la topologie L® de la convergence en probabilité. Si on pose Pz =
LOimy—oo(2 + Tz + ...+ T~ z)/n, on peut démontrer que P est une
nrojection contractante sur I'ensemble des points fixes de T Dans [Bes.1],
ia propriété (PM) est étudiée dans les sous-espaces bien disposés dans L
(cf. {God]).

Dans la suite, on se propose d'étudier la propriété (PM) dans le cadre
plus général des espaces L'(E™*) ol E* est un dual séparable. Les techniques
utilisées sont celles de [Bes.1]. Elles s'appuient sur des extensions récentes
du théoréme de Komlos (cf. [Kom]). Rappelons rapidement ces résultats :

THEOREME 1.1 (Komlos). Soit (fn) une suite bornée dans L*. Il existe
une fonction f € L1 et une sutte (gn) telle que

Vn, gn€convi{fr:k>n} e gp(w) 25 fw).
Cette propriété a 6té étudiée aussi dans les espaces L'(E) et plus

généralement dans les espaces d'Orlicz (cf. [Gax], [Gin], [Bal.1] et [Bal.2]).
Si E est un espace de Banach réflexif, on a le

TutoREME 1.2 [Gin]. Soit (f.) une suite bornée dans L*(E). Alors il
existe f € LY(E) et une suite (g,) telles que

Vn, gn€conv{fr:k2n} et galw) D f(w) en norme dans E.
Trés récemment, E. Balder [Bal.3] a démontré la généralisation suivante :

THEOREME 1.3. Soit E* un dual séparable. On note w* la topologie
préfaible o(E*, E). Soit (f.) une suite bornée dans L*(E*). Alors il ewiste
f € LME*) et une suite (g,,) telles que

wl‘

Vn, gn€conv{fi:k>n} et gylw) "= Fflw) ps.

IL. Théordmes ergodiques dans L'(E"). Soient (£2,4,m) un es-
pace de probabilité et E* un dual séparable. On note L*(F*) 'espace
L2, A,m,E*) des fonctions fortement intégrables sur 2 et & valeurs
dans E*.

Ou suppose que L'(£2, 4, m, B*) est séparable, On définit sur L' (£*) la

topologie LY. par

L2 -
(foa == f) & (e >0, Yo € B, m({|{fa = f,2)| 2€}) — 0).
Comme E est séparable, la boule unité de L}(E*) est métrisable sépa-
rable pour cette topologie. .
5i X est un sous-espace de L'(E*), on dira, en s'inspirant de [God], que
X est bien dispos¢ dans L'(E*) si sa boule unité X, est L,-fermée. Le
lemme 2.1 ci-dessous montre que la boule unité de L'(E*) est L .-fermée.
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Dans la gection IV, on montre que H*(E*) est bien disposé dans L*(E*).
Soit X un sous-espace bien disposé dans L*(E*). On note £(X) I’ensemble
des opérateurs lindaires de X dans X et on définit sur £L(X) la topologie
LY. par
£0, L,
(Toy Ty & (Vo€ X, Tz =+ Tz).
Comme X est séparable, la boule unité de £(X)} munie de la topologie
L8, est métrisable séparable. _ o
Le lemme suivant donne les propriétés fondamentales de la topologie L2..

LeMME 2.1, Sodt (fn)nél une suite dans la boule unité de L*(E*). Pour
tout m, on choisit un relévement dans la closse définie por f, gu’on note
ausst fr. Soit (up)r>1 une suite dense dans E. Supposons que la suite (fr)
est L, de Cauchy, i.e., Yu € E, Ve > 0, AN tel que

(=N, g2 N) = (m{[{fs - fuuw)lze}) Ze).
Alors :

(1) 3 C 2, m(21) =1, 1 : N — N strictement croissante tels que
Vw e 21, Yk 2 1 la suite ({fy, (n)(w), us)) converge.

(1) 32 C 21, m(%) = 1, tel que Yw € {2, 3p, : N — N siricte-
ment croissante telle que pour tout u € E la suite ({f, 00, (m)(w), u)) so0it
convergente.

(iil) 9% on pose pour tout w € §29 et tout u € E

(.f(w)au> = kl_i_)rﬁo(fnpwtpw(k)(w)ru)
Lo,
alors fn, — f et || f]| £ 1.

Démonstration. Le point (i) est obtenu & partir des propriétés de la
topologie LY sur L'{R) par un procédé diagonal.

(ii) D’aprés le lemme de Fatou, nous avons f[liminf | fy, myw) <
liminf [ ||f,, (@) £ 1. Done, 32, C 2y, m(f2) =1, tel que Yw € 23,
lim inf || £, (n) (w)]| < 00. Soitw € £2p; considérons une sous-suite (00, (n))
telle que

| fior 000 (3 (@) =, lim inf oy (@)l -

Comme la suite ((fy, (n){w),up)) converge pour tout p, la densité de la suite
{up) permet de montrer que la suite ((fy;0p,(n) (W), u}) converge pour tout
u € E. ‘

(iii) Par bypothese, Yu € F, la suite ({frn,u)) est LP-convergente; no-
tons g, sa limite. Soit v € E. Alors 30 C {2y, Apy : N — N stricte-
ment croissante tels que Yw € (23, la suite ({fy,op(n)(W) v)) converge
et Yw € {2y, ¥p = 1, ‘ ‘ :

g“:*(w) = nl_i_l:rolo(f!ﬂww(ﬂ)(w):up) , (W)= nlggo(ﬂﬁwm(“)(w)’w .
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Comme pour le point (i), il existe £24 C 23, m(f%) = 1, tel que Vw &
{24, il existe 1, : N — N strictement croissante telle que Yu € F la suite

({foroppon.(n) (), 1)) converge.
Posons pour tout w € {24 et tout u € £

{g(w), ) = Hm {fo,opaom, () (W)}
Alors

VwEﬂzﬂQ/L, VPZ 1, (g(w),u,;) = (f(w),up).
Comme la suite (up) est dense dans E on obtient

Vw €Ny, flw)=glw).
Par ailleurs, nous avons
Ywe 2y, gylw)= lim (ft,mmpg n)( ) )

To—r 00
et donc Yw € 24, {g(w),v) = gu{w). I en résulte que Yw & (2 N {2y,
g () = (F(w),v).
En particulier, la fonction f est w*-mesurable. Comme E* est séparable,
le théortme de mesurabilité de Pettis (cf. [Die]) entraine que f est fortement
mesurable. -De plus, comme m (25 N £2¢) = 1, nous avons montré que

1]
{fart) 2o {f,0).
Reste & montrer que [||f| < 1. En effet, par définition
Yw € 92: Yu € Ea (f(w):u> = A}EEQ(ftplogaw(k)(w)a 7—"’> )

done || f(w)] < hmmfllfwm,aw(k( w)|
JIf )| < lminf [ fo, o (W] < 1

Notre résultat principal sera alors le suivant :

= liminf || f,, () (W)|| et par suite,

THEOREME 2.2. Sojent B* un dual sépardble tel que les topologies w el
w* coincident sur la sphére unité et X un sous-espace bien disposé dans

LYE*). Soit T : X — X une contraction lindaire. Il emiste alors une
profection contractante

P:X—éFm{m@X'Tq‘mm}

Démonstration. La démonstration utilise les techniques de [Bru) et
[Bes.1]. Considérons I’ensemble

P={Sel(X):{S]<let8|p= idp}.

I" est une partie non vide, convexe et Ew-fenmée dans £(X). En effet, si

*

(Sn) est une suite dans I" telle que S, £ 8 alors Va € X, |9nz] <

L
Snz =45 Sz, et ona

. Le fait que S|p = idp est immédiat.
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Jonsidérons l'ensemble
£={I"c I, I' convexe non vide, . L2, -fermée :
Vael, VeI, afel’}.

Nous allons montrer que & contient un élément I'y minimal pour l’mclusmn
ot que cet élément est un singleton.

Dans ce cas, soit P unique élément de Iy, P est une projection contrac-
tante sir Uensemble des points fixes de . En effet, par hypothése Iy € £,
donc

(i) Iy ¢ I, ce qui entraine que ||P|| < 1 et Ph?' =idp.
(ii) P& Iy, T € I' et done TP € Iy, c'est-d-dire TP = P, ce qui montre
queve € X, Pz e F, '

Premiére étape : FExistence de Iy, En vue d’utiliser le lemme
de Zorn, on doit vérifier que pour toute chaine (I);c; d’éléments de &,
décroissante pour U'inclusion, on a'(;c; I3 7 0.

Supposons que (;; It = 0. Alors d’aprés le lemme de Lindeldf, il existe
D ¢ I dénombrable tel que ;. [% = 0. En réindexant les éléments I3, on

peut supposer que
Nri=o.

i>1

nohho...

Considérons une suite (T});>1 telle que Vi > 1, T} € I Le lemme suivant
permetira de construire a partir de cette suite un élément S € ;5 I3, ce
qui contredira ’hypothése et permettra de conclure.

LEMME 2.3, So0it (T )n>1 une suite bornée dans L(X). Alors il eziste
S € L(X) et une suite {S,,) telles que

£l
Yn, S, cconv{Ty:k=>n} et S, 8.

Démonstration. Soit (z,) une suite dense dans la boule unité de X
(X est séparable}. D’aprés le théoréme 1.3,

vn, 370 ¢ conv{Ty, Thi1,...} tels que TMe; < y1 pes.

On considére ensuite la suite (T,gl)a:g) et on applique le théoréme 1.3. Par
un procédé diagonal, on construit une suite Sn, = T ¢ conv{Tn, Tost, .-}
telle que

Ve 21, Samp, U DS
Montrons alors que Ya € X1, la suite (S,2) converge pour la topologLe 0.
Soit £ > 0 et soit uw € E|. Pour tout k> 1L on a

{8y — g, w)| < [(Spm Spmk’“>l'+ [(Spic — Sezi,u)| + 1{Sqk.~ Sq, )|
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et par suite
{1(Spe — Sy, u)| = €} © {|{Spz — Spm, u)| > €/3}
U{[{Spzk — Sy, u)| = €/3}
UA{[{Sqmk — S, u)f 2 €/3}.

On choisit z tel que ||z ~ || < £%/9. Donc
3
m{|(Spe — Sptw, w)| 2 €/3}) S [ Spz -

De méme m({|(Sqx — Sqix, )| = €/3}) < ¢/3. Finalement, z) étant fixé,
Ing tel que
Vp = no, Vg 2 no,

Il en résulte que

g
Yln | % -
pk““B

m({[(Sper — Sqzr,u}| 2 €/3}) S /8.

m({[(Spz — Sqz,u)| 2 €}) S e.

D’aprés le lemme 2.1, la suite (S,x) converge pour L3.; notons Sz sa limite.
o]

Alors S, Lo, S.

Deuxieme étape: L'ensemble Iy est un singleton. Cette étape se
base essentiellement sur les deux lemmes 2.4 et 2.5, Le premier permet de
décrire, pour tout 2 € X, 'ensemble I'yz. Le second montre que pour tout
z € X, 'ensemble Iz contient un point fixe par 7.

VP:Q 2 T,

LEMME 2.4, L'ensemble I'y vérifie les propriétés suivantes :

(a) Vo, B € Ty, Yz € X on a l|la(z)] = || B(z)].
(b) Soit © € X; Uensemble Iyz est un conveze LY, -fermé stable par T
(i.e. T(Iow) C Loz) tel que s'il existe a € oz N F, alors ez = {a}.

Démonstration. (a) Soit # € I'. Soit Iy = {v8: v € Iy}, Cest
une partie non v1de, convexe de I telle que YA & Ipf, Vy € I, v) € IH4.
De plus, Tp/3 est L0.-fermée.

En effet, soit (1) C IhB3. Posons T, = 'ynﬁ, Y & I, Supposans que
T, il montrons que T' € I'n8. Par hypothése, Yo & X, Tha L, Ta,

e
ie. 1Bz =5 Tx.

Soit & € LY(&*). D'aprés le lemme 2.1, 32, C £2, m (1) = 1, et une
sous-suite (Ti,(n)) telle que,

Vwe ¥k, (Tymyz(w), un) — (Ta(w), up) .
Par le lemme 2.3 appliqué A la suite (fyso )) 1l existe v € Iy et Fon) €
conv{7Yy(n), 'y(p(n_,_l -} tels que Tz Ly vz, Yo € X, et done en parti-

culier ¥, Yo (n) BT f—) Bz,
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D’aprés le lemmme 2.1, il existe 22 ¢ 2, m({2) =1, et une sous-suite
(Vpo(n)) tels que
Yw € -Q_g, Yk 21,
Maintenant,
Vwe Nk, VEz 1, (Ta(w),us) = (v8z{w),ux) .
Par densité des (us) on a Yo € 24 N 2, Ta(w) = vBz(w). Il en résulte que
Vo € X, Tr = y8x et donc T' = /3. Ainsi I est £LO.-fermée.
Récapitulons : on vient de montrer que I8 € £ et Ih3 C [p. Par

minimalité de Iy dans &, on obtient 158 = Iy et donc Ya € Iy, El'y € I tel
que o = 3. On a

VeeX, Vo,fels, (el =v8(=)] < 8.

En échangeant les roles de o et 3, on obtient (a).

(b) Yz € X, I'vz est un convexe stable par 7. En effet, soit y € Ipz.
Alors 3y € Ip tel que y = v%, donc Ty = (Ty)z; comme T € I et v & I,
Ty € Iy, ce qui montre que Ty € Iz,

Montrons que Iyz est LC.-fermé. Soit (y,) une suite d’éléments de
0

Lew
I'pz telle que 9, —= y. Posons y, = v,& avec y, € Ip; alors Yu € F,
L[l
(P (-),u) = (Y(-), u).
D’aprés le lemme 2.1, il existe 21 C 2, m((2)
(Ye(n)) tels que
Yw € ’Qla vk 2 15 <’Y<p(n)$(w):uk) — (y(w):uk‘) -

Le lemme 2.3, 'appliqué & la suite (y,(n)) assure l'existence d’une suite
0

telle que Lwy v € I, Il vient alors
que Yo (n)

Fpow(nyBe(w), ue) — (vBz, up) .

= 1, et une sous-suite

(n} € COI’W{"{V, (n): Yolnt1)

L
PYgo(n)'L -5 VE
D’aprés le lemme 2.1, il existe 2; C £2, m(£2;) = 1, et une suite (Fpop(ny)
tels que

Ywé i, YE2 1,  (Fpoum)®(w),ur) — {ye, ug).
11 en résulte alors que
Vwe N, Vezl, (ya(w),ur) = (lw), uz).
Par densité de la suite (uy), on obtient V2, N 2y, yz{w) = y(w), et done
y =~z € Iyw. Conclusion : Ihe est L2, -fermé.
Supposons qu’il existe ¢ € [pz N F. Soit I = {y € Iy : vz = a}.

Il s’agit de montrer que IV = I}, ce qui entraine que Iyx = {a}. Pour
cela, il suffit de vérifier que I € £. En effet, I est une partie convexe,
non vide de I, clairement £0,-fermée et pourtous y € et v/ € I" on a
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wy'(z) = v(a) = id|p(a) = q, c'est-a-dire v’ C I“’. Il en résulte que IV ¢ £
et par minimalité de Iy on conclut que e

Pour pouvoir appliquer ce lemme, il faut assurer U'existence de polnts
fixes de T dans Ihz pour tout z € X. Cecl résultera du lemme suivant :

LeMME 2.5. Soit E* un dual séparable tel que les lopologies faible et
préfaible coincident sur la sphére unité, Alors tout convere LY. -fermé de
LY E*) inclus dans la sphére unité est foiblement compact.

La démonstration de ce lemme utilise la proposition 2.6 suivante dont
l'idée se trouve dans [Hof].

PROPOSITION 2.6. Soit B* un dual séparable tel gue les topologies faible
et préfaible coincident sur lo sphére unité. Alors LY E*) vérifie la pmpmftf'
suwvante : i (fn) est une suite dans LT (E*) et f un élément de LY(E*) tels
que

I fallzizsy = Iz e fulw) = f(w) p.s.,
alors fp, ~= f dans L*(E*).

Démonstration de la proposition. Il sagit de relever une
propriété de E* & L'{E*). Pour cela, on utilisera le lemme élémentaire
suivant :

SOUS-LEMME 2.7. Soient (g,) une suite d’éléments de L'(R) et g un
élément de L*{R). Supposons que Vn, gn 20, g 2 0, g & liminf g, p.s. et
limy oo [ gn = [ g. Alors

() VAe A limy oo [y0n = [4 0.

(ii) I(ny) telle que gy, (w) — g(w) p.s.

Remarque 2.8. Dans la conclusion du sous-lemme, il est nécessaire
d’extraire une sous-suite pour avoir im0 gn, (w) = glw) p.s., comme lo
montre 'exemple suivant : = [0,1], m est la mesure de Lebesgue, Si
p €N, p_2’“+_7 avec 0 < § <2k-—1 on pose gy = Ljjgu g1y /98 Alors
limy o0 [ gp(w) =0 et lim inf gp(w) = 0 mais g,(w) - 0 ps.

Démonstration du sous-lemme 2.7. D'aprés le lenime de Fa-
tou, on a

[ gw) < [ liminfg,(w) < limint [ onw)= [ glw).
Il en résulte que liminf g.(w) = g(w) p.s. Posons hy(w) = infiyy, grlw).
D’apres le théoréme de Beppo Levi, on a

VAed, lm [h(w)= [ lm k()= [ o).
A

A

=00
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Il en résulte que im0 [ [gn (W) —

],lnlnw—rcx) fA Q’n ) hﬂ*( )]
positive; d'ou (i).

D’aprés limy—. o frz g (w) —
Griy (W) — < gny (W) = g{w) p.s

Démonstration de la proposition 2.6, On applique le 80US-

lemme 2.7 & g(w) = lfa ()] et g(w) = | f(w)]. Comme fo(w) <= F(w)
ps., on a || f(w)] € liminf || f,(w)|| ps., la norme étant w*-s.c.l. On obtient
donc

hn(w)] = 0 et pour tout 4 € A,
0 car pour tout n, l'intégrand est une fonction

hn(w)] = 0, A(ny) telle gue
hoy (W) o= O ps., e

VAe A, lim [t = f 1)
A A

et 3(ny) telle que || fn, (W) — Hf(w)” p.s. Par hypothése, on a f,.(w) ,
f{w) p.s. On obtient donc grace & I'hypothése prise sur E*

fan (@) <5 () ps.
Soit y € [L*(E*)]*. y peut étre représentée par une fonction 7 : 2 —
E** w*-mesurable telle que
ViELNEY), (fi= [ §w)fw)dmw).
Soient A et B deux parties mesurables disjointes de (2 telles que AUB = §2;

alors {y, f) = [, #w)f(w) + [ #w)f(w).
Soit £ > 0; In > 0 tel que
= (vl [ Ifw
A

(car ||f|| est équi-intégrable). De plus, fn,(w) — f(w). Il en résulte,
d’apréb le théoréme d’Egorov, qu’il existe A, et Be == A C {2 tels que
m{Ag) < n et Flw)fr, (W) — Flw)f(w) uniformément sur Be.
Maintenant,

‘ f f’rmg“ f fgl
ffmw)y \+U(f% ) - FW)i

VAE A, (m(d)< ) < e/4)

@) +] J i)

f(w))@(w)l- |

L-.

(f el + [ 15 H)Hy||+| J Gt
Ag

H ot full o, 1)l < 6/4

mformément sur BE, AN tel que

Comme d’une part, [, ||fmu (w)ll j
et d'autre part, fn, (w )'"( o Fw)(
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powr tout k> N on a
[ i) ~ [ fi)] <e

1l en résulte que fr, — f-

Remarquons que le raisonnement ci-dessus montre que toute sous-suite
de (f,,) contient une sous-suite convergeant faiblement vers f, ce qui montre
que la suite (f,) converge faiblement vers f.

" Remarque 2.9. La proposition 2.6, dont I'idée se trouve dans [Hof],
peut avoir d’autres applications. Elle permet un “relevement” de la pro-
priété de E* 3 L*(E*). Dans [Hof], le relévement de la propriété de KK* de
E* 4 LY(E*) a permis de généraliser le théortme de Newman de H LTy &
HY(T") et H'(By,). On trouvera aussi dans [B-D-D-L] une version uniforme
de cette proposition permettant de généraliser la propriété UKK* de H'(T)
4 HYT™) et H*(B,).

Démonstration du lemme 2.5. Soit C un convexe LY.-fermé
de L1(E*) et soit ¢ € [L*(E*)]*. En vue d'utiliser le théoréme de James,
montrons que  atteint son sup sur C,

Soit (z,) une suite dans C telle que liMipmeo P(Zn) = supe . D'aprés

le théoreme 1.3, Jy € C et y, € convizy : k > n} tels que y, (W) ~ ylw)
p.s. (y € C car C est L2.-fermé). Comme C est inclus dans la sphere unité
de L'(E*}, on a

funllpr g = ||?Jf‘|L1(E*)~

D’aprés la proposition 2.6, ¥, = y, donc limy e ©(¥n) = ©(¥) = supe .
D’aprés le théoréme de James, C est w-compact.

Fin de la démonstration du théoréme 2.2. Pourtoutz € X,
Penserble Ipx est un convexe LY.-fermé inclus dans une sphére de L'(E*)
(d’aprés le lemme 2.4(a)). D’aprés le lemme 2.5, i est w-compact. Comme
de plus il est stable par T" (cf. lemme 2.4(b)), il coutient un point fixe par T
(car T est linéaire). Fn appliquant le lemme 2.4(b), on déduit que Iz est
un singleton.

Ainsi Iy est un singleton, ce qui achéve la démonstration, m

Remarquons qu’en modifiant légérement la démonstration ci-dessus on

peut obtenir des énoncés plus généraux en considérant une famille de con~
tractions linéaires. On a par exemple :

THEOREME 2.10. Soit E* un dual séparable tel que les topologics faible
et préfaible coincident sur la sphére unité. Soient X un sous-espace bien
disposé dans L'(E*) et (T\)req une famille commutanie de contractions
linéaires de X dans X. Il existe alors une projection contractonte P X —
F=Myes{z e X 1 Tz =z}
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Avec les mémes notations, on a aussi le résultat suivant :

THEOREME 2.11. Soit (1)) une famille quelconque d’isométries linéaires
de X dans X. Il existe alors une projection P: X — F = [, 4{z € X :
T)\J; = m}

Pour montrer que [ est un singleton, il faut montrer qu’il contient
un point fixe ¢ commun & tous les éléments de la famille (T3). Dans le
premier.cas ceci résulte du théoréme classique de Markov-Kakutani et dans
le deuxidme du théordme de Ryll-Nardzewski (cf. [A-N] ou [Day]).

III. Un cas particulier important. On suppose, dans cette section,
que E est un espace réflexif séparable.

Le théordme 2.2 entraine que L'(E) posstde la propriété (PM). Nous
allons retrouver ce résultat d’'une maniére plus simple. On définit sur L'(E)
la topologie Lﬁ | par '

(fa= o Ve>0, m({{fa—fllZe})—0).

Gréce au théoréme 1.2, on peut reprendre le schéma de la démonstration
précédente en travaillant avec la topologie Lﬁ i Il est clair que la boule unité
B de L'(E) est fermée pour L | et que (B, Lﬁ |) est un espace mérisable
séparable.

Plus généralement, on a le lemme suivant reliant les topologies Lﬁ | et

L2 (on note ici LY, la topologie LY. définie dans IT car E est réflexif).
LEMME 3.1. Soit C un conveze borné dans L*(E). Alors (C est Lﬂ I
fermé) & (C est L -fermsé).
Démonstration. Il est clair que la topologie Lﬁ | est plus fine que la

topologie LY. Réciproquement, supposons que C' est Lﬁ j-fermé. Soit (fa)

Ll \ ; .
une suite d'éléments de C telle que f, —= f. D’aprés le théordme 1.2, il
existe une suite (g,,) telle que g, € conv{fn, fat1,...} et

Lﬁ
(%) 9n L g-
Comme g, € C et C est Lﬁ H—fermé, g € C. D’autre part, comme g, €
LY LY .

convy{ fa, friy -} €t fo —> f on a gn —= f, et d’aprés (%), on obtient
g=f & C. Donc C est LO-fermé. :

Ce lemme montre en particulier que la classe des sous-espaces bien dis-
posés dans L'(E) définie dans II coincide dans ce cas avec la classe des
sous-espaces X de L'(E) dont la boule unité Xy est L -fermée. Cette

propriété est plus simple & vérifier. Comme dans la partie II, on peut définir



a0 M. Besbes

la topologie Lﬁ | sur Pespace £(X) ol X est un sous-espace bien disposd
dans L*(E) et on a alors le lemmme suivant

LEMME 3.2. Soit X un sous-espace bien disposé dans L'(E). Soit (T),)
une suite bornée dans L(X). Alors il existe § € L{X) et une suite (S,) fels

E.D
que Sy, € conv{Tn, Tagr, - }oet S, Alg.

Le reste de la démonstration peut étre fait comme dans la section [I,
Notons que la démonstration du lernme 2.5 est particulidrement simple dans
ce cas.

La topologie Lﬁ | Permet en plus d'obtenir une version plus précise du
résultat. Pour cela nous allons utiliser le lemme élémentaire suivant qui sera
utilisé aussi dans la suite pour d’autres applications.

LEMME 3.3. Soit E un espace de Banach quelcongue {non ndcessaire-
ment réflezif). Sotent (fn) une suite d’éléments de LYE) et f un élément

LD
de L'(E). Supposons que f, ALt alors pour tout g € LY(E), on a

liminf || fu — fI| + [If = gll = liminf || fn — g]l-

Démonstration. Quitte & extraire une sous-suite de (f,,) on peut
supposer que

liminf || fo — fIl = Jim [fo = FIl-

Notons a cette limite; il s’agit de montrer que limy oo || fr gl = |f ~g| +a.
Soit & > 0; la fonction f — g étant intégrable, il existe n € ]0,/6] tel que
4]

(m(&) <m) = (Jylf - g
_ (n2mno) = (m{|fn = fllz > n}) <u).
Posons A, ={||fn — fllg 2 n}. On a

f”fﬂ""QHEm f”fn"g B+ J ”.fn -
An

Eiy
|z) < &/8); comme f, — [, Ing tel que

5

A7,
2 flfa=fla—~ fUf~glz+ [1f~ala~ [ - fllz
An An AR Ay
= [ Ma=fle+ [If=glo-2 [ 1 =gla=2 [Ifu~fls.
. Ap AL

Comme || fn - f[| = @, 3ny tel que (n = ny) = (||| fn = fll - a
N = max(no,n1) et soit n > N. On a, d’une part,

Ifo=gl = If =gl —a < |fn~fll ~a <e/3.

< £/3). Soit
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et d’autre part,

[fw =gl = 1f =gl =a> | fa~fl=a=2 [ 1F =gl =2 [ |/a~fI
An Al

g €
p A L —c.
23 26 > —c
I en résulte que {|fo —gll = |f —gli+a. w
D’eprds le lemrme 3.2 appliqué & la suite (77,) définie par

TTo. . T2
{I‘nE " s

. ' 1o '
il existe § € L(X) et Sn € conv{Ty, Trt1,. ..} tels que S, A48, et done
LD
pour tout x € X, Spx Al 8w 11 est alors facile de montrer, grice au

lemme 3.3, que S est une projection contractante sur Pensemble I des points
fixes de 1" '

En effet, le seul point non trivial & vérifier est que T8 = S§. Pour cela,
soit z € X. On a

S — T'Sz|| < ||Sne — TSna|| + {|TSnz — TSz
< N|1Snz — TSpz|| + || Snz — Sz
Comme limymsee{ Snz — T'8pz) = 0, on obtient
(%) lim inf ||Spz — T'Sz|| < liminf ||Sha — S|
En appliquant le lemme 3.3 4 la suite (S,x), on obtient
(##)  liminf|Syx — TSz| = ||Sz — I'Sz|| + liminf |Sp2 — Szl
Finalement, en regroupant () et {*), on obtient Sz = I'Sz.

Ainsi nous retrouvons dans le cas réflexif le théoréme 2.2, Plus précisé-
ment, nous avons démontré que

o0 . 'Co
Pe ﬂ conv{Th, THI .},

foe)
Dans le cas de L'(R), cette approche montre que P est une projection
positive si 7' et un opérateur positil.

Remarque. Avec les notations du lerame 3.3, on a pour tout g #* f,
lim inf || fa— f]| < liminf || fo—gl|. Cette propriété est analogue & la propriété
d'Opial (¢f. [Opi]) qui a été utilisée dans [Bes.2] pour obtenir un théoréme
ergodique.

Une conséquence de cette propriété est la suivante : Si T est une con-
traction définie sur un convexe LO-fermé et borné de L'(E) et si (xn) est
une suite quasi-fixe pour T qui converge vers & pour la topologie Lﬁ I alors
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Tx = x, Cette proprlete peut &tre vue comme une propriété de continuité
de T pour la topologie L“ [ au voisinage d'un point fixe.

Nous allons démontrer dans la suite, en utilisant les miémes technieues,
un théoréme analogue au théortme de Markoy-Kakutani (cf. [Mar], {Kak])
pour les contractions affines définies sur un convexe LH H~f0rmé

Plus précisément, on a le

THEOREME 3.4. Soit C' un convexze, borné, non vide et Lh’ -fermé de
LY(E) ou E est un espace de Banach réflexif. Soil (T"),"E A wne famille
commutante de contractions affines de C dans C. Alors il emiste un point
fize commun xo & tous les éléments de la famille (Th)xea-

Démonstration. Montrons d’abord que toute coniraction affine T
définie sur C' possede un point fixe dans C. Pour cela considérons une suite
(zy,) d'éléments de C' quasi-fixe pour T° (i.e. Txp ~ zp = 0). En appliquant
le théortme 1.2 & (zy,), on déduit Vexistence d’une suite quasi-fixe (y,) dans

C et un élément y de C tels que yn ﬁw» y. Comme dans la démonstration
précédente, on montre, en utilisant le lemme 3.3, que Ty == y.

En raigonnant par réeurrence sur n, on montre que toute famille com-
mutante finie (T))}..; de contractions affines de ¢ dans C' posstde nn point
fixe commun. En effet, supposons que le résultat est vral pour toutes les

familles de n é}éments et considérons une famille de n.+ 1 dléments (Th)1E].

Soit Cp, = {z € C: Ti(z) = =, ¥i € {1,...,n}}. Cy est un convexe,
non vide par hypothése et L |-fermé dans L'(E) car si (@) est une suite

L
d'éléments de C, telle que x A4 2 alors Ti(z) = « pour tout 4 = 1,...,m.
(Vi e {1,...,n}, lasuite (zy) est fixe, donc en particulier quasi-fixe pour T;).
De plus, €', est stable par T),41 car T3 commute avec les 15, 7 € {1,...,n}.

Il en résulte que Tp4q possede un point fixe 5y & C. Done og est un point
fixe commun & toute la famille (T},)7F1,

Soit (T'x) une famille commutante quelcongue de contractions affines, Il
s’agit de montrer que (), 4{2 € C: Tha = r} 3 0. Bin effet, par un raison-
nement: analogue & celui fait dans la premitre étape de la démonstration
du théoréme 2.2 et utilisant le théoréme 1.2, on a la cnnséquearmca suivanie :
Toute famille (C) de convexes, non vides, hornés et L” lermés de LYE)
(ol E est un espace de Banach réflexif séparable) a la propriété d’intersection
finie-infinie. Il en résulte que (), {x &€ C : Tha = a} # .

- IV. Exemples de sous-espaces bien disposés. Dansg cette section,
£ est & nouveau un dual séparable. On se propose de donner quelques
exemples de sous-espaces bien disposés dans L'(E*) au seus de la section 1L
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Le premier exemple est l'espace E* (on identifie les éléments de E* aux
fonctions constantes sur £2).

Supposons maintenant que l'espace de probabilité considéré dans la
définition de l'espace L' soit V'espace ([0,2%], df/(27)). On définit 'espace

2
HYEY) = {f : D — E*: f analytique, sup f I £(re®®)]| i < oo}
0<r<l g 2w
ol D ={z€C:|2| <1}, et on note

[Nl (mey = e f (£ (re’ ll"*
L'espace H*(E*) s'identifie alors & un sous-espace de L' (E*). On se propose
de montrer que H'(E™*) est bien disposé dans L' (E*), ce qui nous permettra
d’appliquer les résultats de la section II.

On définit sur H*(E*) la topologie = par

(fn =N M<r<l, Yo E,
{(Fn(),u) = (f(-),u) uniformément sur D,.)
o D, = {z& C:|z| <r}. Oun a alors le résultat suivant :
PROPOSITION 4.1. La boule unité de H(E*) est Tmcompacfe.

On sait aussi que H(E*) s'identifie dans ce cas (car E* est séparable)
au dual de C(E)/Ao(E) ot C(E) est ensemble des fonctions continues de
T dans F et Ag(E) est l'ensemble des fonctions analytiques sur D, contin-
ues sur D, & valeurs dans F et qui s’annulent en 0. De plus, la topologie
préfaible associée A cette dualité coincide sur la boule unité de H* (E*) avec
la topologie 7.

Nous sommes maintenant préts pour montrer que H'(E™) est bien dis-
posé dans L1 (E*). La démonstration ci-dessous est 'adaptation de la preuve
de [God] faite dans le cas ol B = R. Soit {f,) une suite d’éléments de

‘ e, s
la boule unité de H*(E*) telle que f,, — f. Comme la boule unité de
HY(E™) est T-compacte, il existe une sous-suite (fn,) et un élément f’ tels
que fu, ~— .
Nous allons montrer que f = ;. Quitte & faire une translatlon, on peut

supposer que [’ == 0. Soient £ > 0 et u € E. Comme f, Lo, [, 1l existe
N & N tel que

W2 N, ml{{Ua (@) u) ~ (F(€2), 6] 2 6/2)) < /2

at dong

Vo, g2 Ny, m({|{fa, (%), u) = (Fa () u)| 2 e}) <&
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Ainsi

m
J Wy ~ Fa) (€)1
\

< / L2 4 | RS

(Ul frp—Faq) () ) <} {1y, = Fu g 20 )0) [ 220}

|1/2 EE_Q

Le premier terme est majoré par £'/2, Pour le second, en utilisant Iinégalité
de Canchy-Schwarz, on obtient

Joo

NI PES) |
S Nl 2| ((Fe, = F ) () )] 2 D)3

ce qui permet d’obtenir

B W) - (P <R V)
0

wall 117, )72,

et par sous-harmonicité
¥pg2 N, Vrel0,1],

i ' y o 48
! I«fnn - fn,{,)(m”’),u)wﬂ _2,,7; <

Va1 4 Va2,
Or par hypothése, f,, ~— 0; donc en faisant tendre ¢ vers oo, on obtient

2
Yoz, el [ e, (re?) M0 2 < 304 V).
0

En faisant tendre r vers 1, on obtient

df
fifn,, D A5 < L VY,

Comme, de plus,

29

[ ey, wype 2

5 27

2 ; dé o
< af|(f,,,p(e"_),u)l1/2§-q?+ 6[1((f“fn,,)(e,m), w2

S PR VRl + (e/2) V41 + VE|u) /)

(pour majorer le second terme, on procéde comme pour obtenir (*) ci-
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dessus), on ohtient
g
E 16 1/2 =0.
Vu € E, f [(f )ul 5 =0

Considérons une suite (up)p> 1 dense dans F. Il existe alors A C {0, 2],
m(A) = 1, tel que V8 € A, ¥p > 1, (f(ew) upy = 0. Il en résulte par ¢ densité
de la suite (uy)p>1 que V@ €4, fle' ) =0, et donc f=0.

Remarquons qu'au cours de Pétude précédente, nous avons établi que la
topologle L2. est plus fine que la topologie w* sur la boule unité de H*(E*).
Une congéquence de ce fait, dans le cas ot £ est Hahn-Banach lisse (HBS)
(i.e. si los topologies faible et préfaible coincident sur la sphére unité de F*),
est donnée ci~dessous.

LeMME 4.2, Soit B* un dual séporable HBS. Alors tout conveze w*-com-
pact de lo spheére unité de H'(E*) est w-compact.

Démonstration. Si ¢ est un convexe w*-compact, inclus dans la
sphere unité de HL(E*), alors C est LJ.-fermé. D’aprés le.lemme 2.5, C' est
w-compact.

Crice au lemme 4.2 ci-dessus, les résultats de la section II, appliqués
aux contractions linéaires définies sur H*(E*), peuvent donc étre vus aussi
comme conséquences du régultat de Mazet rappelé dans 'introduction.

Remarque 4.3. Les résultats ci-dessus s’appliquent par exemple aux
espace de Banach réflexifs séparables, & 2! et & Ci. Plus généralement, ils
s'appliquent aussi aux duaux de M-idéaux (cf. [Beh]).

Comme dans [B-D-D-I] on montre que Pespace H'(€7) (1 < p < c0) &
la propriété de Kadec—Klee uniforme (UKK*) (cf. [Huf]} pour la topologie
préfaible usuelle, ce qui entraine en particulier le résultat du lemme 4.2 dans
le cas olt B* = {P.

V. Etude des contractions non lindaires. On se propose d’abord de
généraliser le théoréme 8 de [Bes.1] (voir anssi [Len]).

THEOREME 5.1. Soit F un espace de Banach. Soit C' un conveze Lﬁ "
compact de LY(E), non vide et non réduit & un point. Alors C' contient un
point non diamétral. En particulier, toute contraction de C-dans C posséde
um point fize.

Démonstration L'idée dela démonstration est classique (cf. [Lim]).
Elle utilise la relation métrique établie dans le lemme 3.3.

Comme dans [K-T], on peut montrer que tout convexe LH |-compact

est borné en norme dans L*(E).
Supposons qu’il existe un convexe C Lﬁ |-compact dans LY(E) non vide
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et non réduit & un point olt tout point est diamétral, I exisie alors une
suite(z,,) d’éléments de C telle que

iﬁf |&n — 2wl 2 6/2 (ol b = diam ).

LU
Quitte & en extraire une gous-suite, on peut supposer que x, A4 z. Comme

liminf ||z, — z|| >0, le lemme 3.3 montre alors que supeq [lz — y| < 6.
I en résulte que z est non diamétral. Cette contradiction ach#ve la démon-
gtration.

On se propose maintenant d’étudier 'analogue non linéaire du prohleme
considéré dans la section II. Nous avons le

THEOREME 5.2. Soit B™ un dual séparable. Soit C' un conveze, borné,
non vide et LY. -fermé de L*(E*). Soit T : C =+ C une conlraction. Nolons
F={zeC Tz =z} Uensemble des points fizes de T'. Si pour tout convere
K inclus dans C, non vide, LD, -fermé et stable par T', F N K £ 0, alors il
eziste une contraction P : C' — F telle que Px = ¢ pour tout z & F.

A quelques modifications prés, la démonstration de ce résultat est ana-
logue & celle du théoréme 2.2. Remarquons que 'hypothése d’existence de
points fixes dans les sous-convexes de C' faite dans le théoréme précédent
est nécessaire; sinon, méme dans le cas de 'espace L(R), I'ensemble F
peut étre vide (cf. [Als]). Cette hypothise est toujours satisfaite si ¢ est
Lﬁ j-compact d’aprés le théoréme 5.1.

Sous les hypothéses du théoréme 5.2, on peut montrer comme dans

[Bes.2] que I’ensemble F est métriquement convexe. i.e. Va,y € F, ¥t ¢ [0,1]
Jz, € F tel que

2~ n|=tle -yl et |ly—zl=(1~1t)|z-y|.
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