Sur les opérations linéaires
dans l'espace des fonctions bornées
par

W. ORLICZ (Poznat).

1. Dans la Théorie des opérations linéaires, I’ensemble des.
fonctions mesurables définies dans un intervalle <a, b> et bornées
presque partout peut étre considéré, en y définissant d’une ma-
niére usuelle I'addition et la multiplication par nombre réel, soit
comme un espace du type (B) avec la norme l[meE}*%si?i lx(@®)] 1)

s

soit comme un espace linéaire avec une notion de limite conve-
nablement définie. On introduit d’habitude cette notion comme
suit: la suite de fonctions x,(#), x5(f),... est dite (D)-convergente
vers la fonction x,(f) lorsqu’il existe une constante K=>0 telle
que [lxgle <K et xn(f) 3 x5(#) 2). Nous allons désigner désormais
par le symbole 5 1a (D)-convergence, par (M) I'espace des fonc-
tions mesurables bornées avec cette notion de convergence et
par (M) celui des mémes fonctions, considéré comme espace du
type (B) avec la norme |x|... :

Jétablis dans cet ouvrage?) divers théorémes concernant les

1) ‘< ilgjb[x(t)f désigne le plus petit des nombres m pour lesquels I'inégalité
as =

x(f)}>m se présente tout au plus dans un ensemble des ¢ de mesure nulle.
Quant i la notion d’espace du type (B) et & la Théorie des opérations linéaires
en général, voir S. Banach, Théorie des opérations linéaires, Monografie Ma-
tematyczne, Tom I, Warszawa - Lwéw 1932.

%) La notion de (I)-convergence est due & G. Fichtenholz; voir sa Note
Sur une classe d'opérations fonctionnelles linéaires, Recueil Math. de Moscou 4
(1938), p. 215-226, Le symbole désigne la convergence asymptotique.

?) dont les résultats datent de 'été de 1943, mais & cause de la guerre n’ont

ét¢ presentés que le 10, IV. 1945 & la Section de Cracovie et le 31. V. 1946

4 la Section de Wroctaw de la Société Polonaise de Mathématique. Cf. Annales
de la Soc. Polon. de Math. 18 (1945), p. 161 et 19 {1946), p. 235-236,
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opérations définies dans I'espace fonctionnel (M) et dont les va-
leurs appartiennent i un espace linéaire ¥ qui sera supposé soit
du type (F), soit pourvu d’une notion de convergence convena-
blement définie. Puis, j’en donne une série d’applications aux opé-
rations et aux suites d’opérations dans des espaces particuliers.

Une opération U(x) sera dite (M, Y)-continue si xn~£>xo en-
traine U(xn)—> U(xo) au sens de la convergence définie dans Y.
Conformément a la terminologie universellement admise, Jappel-
lerai additive toute opération U(x) telle que

Ul 4-x0) = U(ay) 4 Ufaxg).

L’opération qui est (M;.Y)-continue et additive sera dite
(M, Y)-linéaire.

Jemploierai la terminologie analogue aussi dans les cas ot
Popération U(x) est définie dans un espace X disiinct de (M).

Dans le cas particulier ot U{x) est une fonctionnelle, c’est-a-dire
ou Y est I’espace "des nombres réels, et dans tous les cas o il
v’y a pas de doute en quel sens faut-il entendre la convergence
dans Y, nous appellerons U(x) simplement confinue dans (M)
linéaire dans (M) etc.

Enfin, étant donné un ensemble mesurable E C<a,b>, nous
désignerons par xp=ux,(f), ot a{t<bh, la fonction caractéri-
stique de E. Il est évident que {E,} étant une suite de sous-en-

3

sembles mesurables de {a,b>, les conditions [E]—0 et xEn—I->O
sont équivalentes.
2. Soit U(x) une opération définie dans (Mj).

Théoréme 1. Les conditions suivantes suffisent pour que
Popération additive U(x) soit (M;, Y)-linéaire:

(ay) Y est un espace du type (F);

(by) si x,,l)O, la suite Ulx,). U(x,),... est bornée 4);

(cq) si xAn(t)~1>0, on a U(xAn)—%O.

9) Une suite Y. ya.... d'élémenis dun espace ¥ du type (F) s'appelle
bornée lorsqu'on a §,y,-+0 pour toute suite -9, »,.. de nombres réels telle
que 9, >0; cf. S. Mazur und W. Orlicz, Uber Folgen linearer Operationen,
Studia Math. 4 (1933), p. 152-157.
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Démonstration. Nous allons monitrer d’abord que l'opéra-
tion U(x) est (M,Y)-continue.

En posant |jxaf.—0, on a x>0, d’on, en v?rtu’ df.) (by), la
suite U(xy), U(xy),.. est bornée. Par conséquent. l.operahon Ux),
considérée dans V'espace (M), transforme toute suite f:onvergeant
vers 0 en une suite bornée. Elle est donc (M, Y)~cont1nue..

1I est facile de montrer que, pour tout £>0, il Vemste en
vertu de (a,) un nombre 4(e) tel que Finégalité ||yl| < o(e) ot ye¥
entraine inégalité [|#y{ < e pour 0<<H<1. ‘

Soit ¢ un nombre positif donné d'avance. Par suite de la
(M, Y)-continuité de I'opération U(x), il existe entre 0etlun o
rationnel, tel que [lx]l- <7, entraine }‘{U(xgi]<s. D’autre part, il

existe en vertu de (c) un 7, tel que ﬂxE(t)ldtém entraine
Ul < 8(emo), Cest-a-dire 18U (xp) || < e, pour 0TI

Considérons une suite quelconque (x,(f)} telle que |wu(f)| <1

presque partout et x,()>0. On a pour tout n>>n, linégalité
|xn(f)| < 7, dans un ensemble A4, dont le complément & {a,b):

) B,=<a,by)—A4. v
est de mesure inférieure a 7,. Soit B avec i=0,1,2,....,k, ol
k=[1/5,], lensemble des teB, tels que i < en(t)<<@-+1) mo-
Posons ‘ .
zu(t)=ﬁoxBOH(t)-{-ﬁlem(t)—{—...—{—ﬁkakn(t),
0\\] ﬁi=i‘l70. On a

. 2 eBn,‘ .
|2l — za(8) {<"° pour ¢

=|xa(8)] < 7o pour tedn,

de sorte que ||xi— Znll- <7, ce qui entraine [[U(en—zn){<e.
D’autre part,on a

[lxg, (B dE < B, <7,
ce qui entraine |lz91U(me)]]<eno. En tenant compte de additi-
vité de Popération U(x), il vient donc U(ﬂixEm)=z9iU(me) et

0z <118, Uleey )11, Ueg, ) | 118, Ul ) <
< (k-+1)eny<<e.
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On a par conséquent

HUGelll < U (tn —20) |41 Ulzn) | < 36

pour tout n>=n,.
11 en résulte que U(xs) =0, c. q.f. d.

D.éfinition 1. Nous dirons qu*un espace ¥ du type (F) a la
propriété (Z) lorsqu’il satisfait a la condition suivante:

Sipour n=1,2,... les sommes Deys ol y:eY pour i=1,2,..,n
i=1

sont bornées quels que soient &;=0 ou 1, la série 2yn est con-
=1 -

vergente dans ’espace Y.

Théoréme 2. Les conditions suivantes suffisent
~ The e pour que
Popération additive Ulx) soit (M;,Y )-linéaire : !
(a2) Y est un espace du type (F) ayant la propriété (Z);
. 1
(by) si xu—>0, la suite U(x,), U(x,), ... est bornée;
. ! .
(cs) S xn—>x0, 0N a ]EHU(xn)”>k”U(x0)” ol k est une con-
. .\ ) . nR—yoo
stante telle que 0<<k < 1.
. .Démonstration. En vertu du théoréme 1, il suffit de mon-
. ; :
trer (voir (¢;)) que xg —0 entraine U(xEn)—> 0.
Supposons, par conire, qu'il existe un g>0 et une suite d’en-
semblgsA-\{E,.}. tels que. |Ey| >0, mais ”U(xEn)]]> g pour n=1,2,..,
1l est facile .de déduire de (c,) I'existence dans cette suite d’une

su.-ite .pariielle d’ensembles. — désignons-la par {4} — et d’une
suite de nombres. positifs {g,} telles que

b .
O Jlml)—, 0ld<e,,, entraine [Uiep)]> ok
@) ) o : on+1<<%/5 00,
(3) 1An1<1/2 @a- -

Posons:

Bu=du(dnii+Anyot-.) et Coned,—B,.
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Les ensembles Cn sont deux a deux disjoints et la mesure
de Pensemble B, satisfait a I'inégalité
Bul < dnee - dnsal-Feo o< Yalons i ansate -
On a donc .
Jize (0—x, Bt < eny

a

et d’aprés (1)
4) UG )= ek/2 pour n= 1,2, ..

Or, pour n=1,2,... et pour & =0 ou i grbitraires (i=0,1,..,n),
les fonctions

x,(t) = 64x01(t) + eaxcz(t) +..+ anxcn(t)
l R
appartiennent & (M;) et on a x» (#)—= x0(f) ou
x, ()= etxcx(t) -+ &%, B+ ...

11 résulte de (b,) que la suite
slU(xci)—{—er(xcz)—{—...—}—enU(an)

est bornée et comme Y jouit de la propriété (7) en vertu de (a,),
il vient ”U(xc,,)” -0, contrairement a (4).

Remarque 1. Si lespace Y est du type (B), la condition
{b,) équivaut a
®3) [U@)|| <Kllx|l~ pour un K>0.

Lemme. Soient: X un espace du type (B), Y un espace du
type (F), U(x)=ye Y une opération additive définie dans X et Y‘2
Pensemble des valeurs de cette opération pour Hle < 1. Alors, si
lim [|UGea) | 21U (o)l

n—yea
Pensemble Y, est borné et Vopération Ulx) est (X,Y)-linéaire.

{5) xn—> X0 entraine

Démonstration. Soit k un nombre naturel. Désignons pour
tout n=1,2,.. par X, l'ensemble des éléments x de l'espace X

qui satisfont & la condition:

BU@I<a pour 1<
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Soit 4 un nombre rationnel. Pour Xp—>Xg, 00 a dxn, > Oxp
et comme U(fxn)=9U(x,), il vient en vertu de Ihypothése (5)
lim [|[9U(xa)|| > [[8U(x)||. I en résulte que les ensembles X, sont

n—» oo

fermés. Comme d’autre part X= ) X, il existe en vertu du théo-
n=1

réme de Bawre un indice p tel que X, est de 1I° catégorie dans X.
Comme fermé, X, contient donc une sphére. Il existe par con-
séquent un nombre rationnel 9>>0 et un élément x,e¢X tels que

lx— 2]l < o entraine MU("C)|§<§1,“C pour |9 g_;;_. Si l# <o,
il vient done

90| <[00+ 29[|+ 19U < 5 +5p =+ pour [o]< -

s

SIS

Soit ||« < 1. On a par conséquent [9U(x)} < ,lc pour |9} <
ce qui prouve que l’ensemble Y, est borné.

Soit & présent xm—>0. Posons Om=An||xmi| ol ¥, sont ration-
nels, 4»=>1 pour m=1,2,... et in—>1. On a a partir d’'un m:

1
e

cest-i~dire Ulxm) >0, ce qui prouve que lopération U(x) est

U @) = {9 U(xm )| <

“(X,Y)-linéaire.

Théoréme 3. Les conditions (a,) et {c;) avec k=1 fixe
suffisent pour que Uopération additive U(x) soit (M;,Y)-linéaire.

Démonstration. Vu le théoréme 2, il s’agit de montrer

que la condition (b,) se trouve satisfaite. Cela résulte immédiate-
. P A l

ment du lemme qui précéde car |[an—xpf..—0 entraine xn—> xp.

Remarque 2. Si I'espace ¥, tout en étant du type (B), n’a
pas de propriété (Z), les hypothéses des théorémes 2 et 3 n’en-
trainent pas d’ume facon générale la (M;, ¥)-continuité de I'opé-
ration additive U(x). Soit, p.ex., x(f) une fonction mesurable
essentiellement bornée; considérons Popération U(x)==x(f) comme
définie dans I'espace (M) et ayant les valeurs dans (M). Alors
les conditions (bz) et (c,) sont safisfaites avec les constantes K
et k égales a 1, mais il est évident que 'opération U(x) n’est
pas (M;, M)-continue.

Studia Mathematica. T. X. 5
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Définition 2. Appelons ensemble fondamental (ou normant)
" de fonctionnelles’) dans Tespace Y du type (B) — e‘t .désignons
par N, — tout ensemble de fonctionnelles linéaires définies dans ¥
qui ont la propriété suivante: il existe deux constantes ¢ et C
telles que:

sup ) =cllyl pour tout ye¥,
neNy
gl <C ‘pour tout neN;.
Théoréme 4. Les conditions suivantes suffisent pour que
Popération U(x) soit (M, Y)-linéaire:
(a,) Y est un espace du type (B), séparable;
(dy) pour tout neN,, la fonctionnelle n(U(x)) est linéaire dans
Pespace (M).

Démonstration. Il est facile de voir. que opération U(x)
est nécessairement additive. En vertu d'un théoréme de Fiomren-
morz %) et de hypothése (dy), on a

b
n(UE) = fxt)f,0)dt pour tout 7eN,,

ot fylt)e(LY). L'espace Y étant séparablle d’aprés (a,), on peut

extraire de toute suite {7:} de fonctionnelles appartenant a N, une
suite partielle Neys Miyore telle que la suite 7, (U(x)), nkz(U(x)),...

soit convergente pour tout xe(M). Il en résulte I'inégalité
b
sup | if,(f)dt <<—oo
sap Jih

et, en vertu d'un théordme connu de Hamn et Stemwaus?), la con-
tinuité égale de toutes les fonctions fy(t) pour ﬂﬁNo-

5) Notion introduite par S. Mazur et moi-méme au cours des recherches
sur les ainsi dits espaces du fype (By).

& G. Fichtenholz, Sur les fonctionnelles linéaires, continues au sens
généralisé, Recueil Math. Moscou 4 (1938), p. 193-214.
’ 7 Voir p.ex. H, Steinhaus, Sur les développements orthogonaux, Bull.
Acad. Polonaise des Sc. et des Lettres (1926), p. 11-39.
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G 1
. Soit x,—0. Etant donné un ¢>0, choisissons dans N, la
suite 7, 7s,.. de facon & avoir

1a(U(xa)) = 5 Ulxa)]
et un 6>0 de facon que I'inégalité |E|-< & entraine Pinégalité
f[f,,n(t) ldt < e pour n=1,2,...
E

On peut extraire de la suite {xa(f)} une suite partielle
{xrm ()} uniformément convergente dans un ensemble A tel que
KKa,b>—A|<< 8. Soit B=<{a.b) —A4. On a donc a partir d’'un cer-
tain n dépendant de e&:

Ay (L)} <

kin)

N M)

< fiwun O, OldtFsupllygi [, @idt<
A4 n B 7

b
<ssmp ( [V 01t +s1p 5, L),

d'ot ny, Ulx,,) >0 et par conséquent Ul 0. Ainsi,

1

lorsque x,->0, on peut extraire de la suite {U(x.)} une suite
partielle qui converge vers 0 dans Y. Il en résulte aussitét la
(M, Y)-continuité de Topération Ux).

Remarque 3. Si I’espace Y n’est pas séparable, les hypo-
théses du théoréme 4 n’entrainent pas d’une fagon générale la con-
tinuité de 'opération en question. Considérons, en effet, la méme
opération U(x)=x(f) que celle définie dans la remarque 2 et ad-
mettons comme l'ensemble N, dans l'espace (M) celui des fonc-

tionnelles
uth

n(x)-———j:%fx(t)dt ol asu<b et 0<h<b—u.

La fonctionnelle 5(U(x)) est évidemment continue dans (M),

mais Topération U(x) n’est pas (M;,M)-continue.
Cependant la séparabilité de Y est superflue quand len-
semble N, coincide avec I'espace conjugué a Y. On a, en effet, le
5*
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Théoréme 4. Les conditions suivantes suffisent pour que
Popération Ul(x) soit (M1, Y)-linéaire:

(a) Y est un espace du type (B); N

(d}) pour tout u linéaire dans Y, Ia fonctionnelle n(U(x)) est
linéaire dans (M).

Démonstration. Considérons une suite d’éléments {2a}
dense dans (M), (celle p.ex. de tous les polynbmes A coefficients
rationnels) et désignons par Y, le plus petit ensemble linéaire,
fermé et contenant tous les termes de la suite {U(xn)}. Il est aisé
de montrer que ¥, est un espace du type (B), séparable.

Soit x,,‘.j%x ot xe(M). En vertu de Ihypothése (d), on a
7(U(xa)) = n(U(x)) pour toute fonctionnelle linéaire 7. 11 en
résulte d’aprés un théoréme connu que les combinaisons linéai-
res de Ulxn) approchent I'élément U(x) dans Y, ce qui prouve
que limage y="U(x) de cet élément appartient a Y, Reste a ré-
péter le raisonnement de la démonstration du théoréme 4.

Théoréme 4. La condition (a,) peut étre remplacée (dans
le théoréme 4) par la suivante:

(a2) ¥ est un espace du type (B) ayant la propriété (Z).

Démonstration. L’opération U(x) est en tout cas additive.
Admettons que | x.— x>0 et [Ulw)—yo]—>0 Il en résulte
que lim (U (x) =7y On a en vertn de (d,)

lim (U (aen)) = n(Ulx))

n—yee
et on conclut de la définition 2 (p.66) que U(x)=1y,, ce qui
prouve en vertu d'un théoréme connu de Banacu®) que la con-
dition (b}), qui équivaut a (by), est vérifiée (voir remarque 1, p. 64).

pour 5eN,

“ . 4 s N s N .
Soit x> x, Choisissons un 2, ¢N, de maniére a avoir

o (Uloeg))t = % U(x,).|. Comme 7,(U(xn)) =>1,(U{x,)), on a & partir

d'un n suffisamment élevé
CiU(xa)]| = moll- Ulxa) | 2 imo(Ulxn)) | 2

> 5 nUE) >

8) S. Banach, op. cit, p, 41, Théoréme 7,
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s e C iy
c’est-a-dire ||U(xn)| = I@-E;D(xo)h. La condition (c,) est donc satis-

faite avec la const =° R <
onstante k 2 ©t toutes les hypothéses du théo-
réme 2 se trouvent ainsi vérifiées.

Définition 3. Nous dirons que lespace Y du type (F)
dont les éléments sont des fonctions mesurables a la propriété (Z.)
lorsqu’il satisfait a la condition suivante: si pour n=1,2,.. les
sommes

n
f__,SIEiy,‘ ou yieY pouri=1,2,...n
== )

convergent asymptotiquement quels que soient &=0 ou 1 vers
une fonction y(f) e ¥, la série 3y, est convergente dans I'espace Y.
n={

Th -éoréme 5. Les conditions suipantes suffisent pour que
Popération additive U(x) soit (M;,Y)-linéaire:
(a;) Y est un espace du type (F) ayant la propriété (Z.);

(b;) si y,.(t)i'—;yu(t) dans Y, on a lim | y.() ' = | y.(0) )
nyee

. 1 .
(e5) ‘si atn—> xq, on a Uloew) > Tlay).

Démonstration. En vertu des conditions {c;) et (by), x» 4 X

entraine lim |[|U(x,)]i = |U(x,)ii; ainsi la condition (c,) avec k=1
n—yco

est satisfaite. En vertu du lemme, il en résulte la condition (b,).

En vertu du théoréme 1, il suffit donc de montrer encore que
xEn—l+ 0 entraine U(xy)— 0.

Supposons que I'on ait ||U(xy )i >p>0 pour une suite d’en-
sembles {E.} ot |E.|—>0. Le raisonnement employé dans la dé-

monstration du théoréme 2 permet aussitét d'établir I'existence
d’'une suite d’ensembles disjoints {Ci} tels que

©) [UGee, )= 0/2.

n . . -
Les fonctions xn(f)= Z:sixci(i) avec £=0 ou 1 arbitraires
==
convergent pour n-—>co dans (M) vers une fonction x(f) e (Mi).

Il en résulte en vertu de (c;) que la série Zan Ulx. ) avec
n=t n
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g,;=0 ou 1 arbitraires converge asymptotiquement vers un élé-
ment U(x) de lespace Y et par conséquent, en vertu de (as),
quelle y converge suivant la norme (admise dans Y). On aurait
done “U(xcn)il — 0, contrairement & (6). :

3. Passons aux applications des théorémes 1-5 a des cas
particuliers d’espaces fonctionnels. Considérons les exemples
suivants:

Espaces ayant la propriété (2).

(I) Tous les espaces du type (B) faiblement complets®), en
particulier:

(I) Tespace (L%) des fonctions intégrables dans <{a,b> avec
la puissance a>1;

(I,) Pespace (I¥) des fonctions f(x) mesurables pour lesquelles

b

il existe l'intégrale fMUf(x){)dx ot M(u) est une fonction non

décroissante, convexe pour u>>0 et telle que
MO)=0, M@2u<IMW

(I,) I'espace (V) des fonctions A variation bornée dans <a,b);

pour u = u;=>0;

(I#) Tespace (VC) des fonctions continues a variation bornée
dans <a,b); ’

(I#*) Iespace (V*) des fonctions équivalentes a celles de (V);
en outre, deux espaces swivants du type (F) qui ne sont équi-
valents a4 aucun espace du type (B) et méme du type plus géné-
ral (B,) ayant la propriété (Z): ’

(I) Tespace (L%) des fonctions intégrables dans <a,b) avec
la puissance positive a<<1, la norme de I'élément x = x(f) étant

définie par la formule .

il = [lx@)=dt;

(Il) Fespace (S) des fonctions mesurables, la norme de I'glé-
ment x= x(f) étant définie par la formule

. P |x(t
| |1x|{=af—1—%&)—i(mdt.

%} Yoir S. Banach, op. cit, p. 240.
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Espaces ayant] la propriété (Z.).
’(I,) Tous I.es espaces du type (B) faiblement complets, com-
posés de fonctions x(f) mesurables et dans lesquels
() 3 x(d) entraine Hm flac. | > fjx;
N-yoo
(I1.) Tespace (C) des fonctions continues dans {a,b)1%);
(IT}) Iespace (C*) des fonctions équivalentes a celles de (GRUR
(II1.) les espaces (L), (1) et (III).
On a les théorémes:

Théoréme 6. Pour que U'opération additive U(x)="U(x,t) soit
(M, S)-linéaire, il suffit que

x> % entraine 1im |U(xn, £)] = |U (a0, 1)

oo

pour presque tout t.

Démonstration. Soit p(f)=|t|/(1+|#). On a
lim p(U(, 1)) = p (lim U(xa, 1)),

n—yea n—oe

d’ou

b b
10| = [pUx, 0)dt < [ lim p U, ) <

a N—res

b
<lim [ p(U(xn, ) dt=1lim | Ulxn)].

n—yoo g n—yoo

Reste a appliquer le théoréme 3.

Remarque 4. Le théoréme analogue peut étre démoniré
pour les espaces (I;) et (TI).

Théoréme 7. Pour que l'opération additive U(x) soit (M1, Y)-
linéaire, ou Y est l'un quelconque des espaces (L), (LX), (V), (V¥),
(8), (C) et (C*, il suffit que x,.—l>’x0 entraine U(xn)f}U(xo).

1) Pour la démonstration que cet espace jounit de la propriété (Z,), voir
‘W. Orlicz, Sur la convergence commutative dans certains espaces fonc-
tionnels, Comptes rendus de la Société des Sciences et] des Letires de
Varsovie (3 paraitre). '
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Démonstration. C’est une conséquence immédiate du théo-
réme 5 car tous les espaces Y en question ont la propriété (Z.)
et dans chacun d’eux ya(f) S yo(®) entraine lim [ya = [l yoll-

n—yoo

Théoréme 8. Soit k(t,v) une fonction définie pour a <t < b,

c<v<d et satisfaisant & la condition:

(ag) pour toute fonction x(f)e (M) Pintégrale

@) F(x,0)= jx k(t,v)dt

existe pour tout o de {c,d) et appartieni a (VC) ou (C), ou bien

elle existe pour presque tout v de {c,d) et appartient & I'un des

espaces (L%, (LM), (V¥), (S) et (C*).
Alors F(x,p) est une opération (M,

quelconque des sept espaces en question.

Y)-lindaire, Y étant I'un

Démonstration. En posant x(f)=1, on constate que I'in-
b
tégrale f}k(t,v)[dt existe en tout cas pour presque tout v de

{e,d>. Par consequent xn—> xo eniraine F(xn,p) > F(xo,D0) pres-
que partout. Reste & appliquer le théoréme 7.

Théoréme 9. Soit k(t,p) une fonction mesurable de o pour
tout t, définie pour a<t<b, c<o<d, telle que

k(t,p-+h)3 k(t,0)

et satisfaisant a la condition:

®) h—0 entraine pour tout velc,d)

(ay) Uintégrale (7) existe pour tout velc,d) et pour toute fonc-
tion x(t) e (My).

Alors, pour que l'intégrale (7), ot x(t). est une fonction mesu-
rable bornée arbitraire, soit une fonction continue de velc,d,
il faut et il suffit que

b
9) h—0 entraine [|k(t,o-h)—k(t,p)|dt->0

uniformément dans Uintervalle {c,d)
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Démonstration. Si F(x,v) est une fonction continue de v
dans <{c,d) pour toute fonction x(f)e(M), elle est en vertu du
théoréme 8 une opération (M, C)-linéaire. Il existe donc pour

tout ¢>0 un 60 tel que I'inégalité |E'<<§ entraine I'inégalité
(10) max j\k(f D)
e<o<d

11 existe en outre pour tout e>0 et §=>0 un 5 >0 tel que
(11) |hl{<<n entraine k(t.,o-+h)—k(t.D) <<e

pour tout pedc,d) et pour tout t appartenant a un ensemble
EC<a,b> (qui dépend de s, p et h) pour lequel a,b)—E|<6.
En effet, si un tel 5 n’existait pas, il existerait deux nombres
£,>0 et §,=>0, en méme temps que deux suites {va} et {hn) tel-
les que

lim v, = vy, lim h, =0
n->oco n—oo

et une suite d’ensembles {4,} de mesure |4.|>
telle que l'on ait

|k(t,on+ ha) —k(t,00)| =

8 pour n=1,2,...

pour tout feAn,

ce qui est incompatible avec I'hypothése (8).

Posons B=<a,b>—E. En vertu de (10) et (11), I'inégalité
|h|<<7n entraine

fkfv+h —k(t,0)]dt <

< [lk(t,o+h)—k(t,0)|di+ [|k(t,04h) —k{t.p)|dt <
E B

Le(b—a)+2e pour tout velc,d).

1] est ainsi démontré que la condition (9) est nécessaire. Sa
suffisance résulte immédiatement de I'inégalité :
~ F(x,0)| k(t,0){dt-||x e

b
|F(x.0+h) < flk(t,o+h)—
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Théoréme 10. Soit a>1. Soit p(t,0) une fonction mesurable
du point (v,t), définie pour a<<t<b, a<o<b et satisfaisant
. aux conditions:
{as,) @(t,0) est une fonction intégrable de t pour tout vela,bd;
(byy) il existe une constante K >0 telle que

by, b .
['{ Jinto-+h—oteoat | do <K fhr

alh) \a
pour tout h ot

a si h>0
a(h)={a_h G heo ¢ b®

Alors:
1% pour toute fonction x(t)e(M,), la fonction

_fb—h silh>0
"l b s k<O

b
(12) F(x,0)=[x(t) p(t,0) dt

équivaut & une fonction absolument continue F*(x,v) dont la déri-
vée F¥'(xx, 1) = U(x,1) est une fonction & a-éme puissance intégrable;
2° en posant U(x) =U{x,t), Popération U(x) est (M, L%)-linéaire;
3° Popération U(x) satisfait & Pinégalité
10 e < Ko

b 1) B
ol f]U(x)Ha=( f [U(x)]"‘dt) est la norme adoptée dans U'espace (L%).
Démonstration. On a

b
F(e,04h)—F(x,0)= [x()lp(t,0+h)—p(t,0)] dt,

b(h) bk} b
JIPGe.oR)—Fe,o)doslele, [ [lp(t, o4k —olt,v)|df)"do <
a(h) ath) a

<K-[lx]z-|hl.

- I en résulte d’aprés un théoréme connu ") que la fonction
F(x,0) équivaut i Dintégrale indéfinie F*(x,0) d'une fonction
a a-éme puissance intégrable, L’ou 1°,

1) G. H. Hardy and J. E. Littlewood, Some properties of fractional
integrals, I, Math. Zeitschr. 27 (1928), p. 599, Th. 24.
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Soit U(x,f) cette fonction. On a done
1
F*(x,0) =J Ulx,t)dt -+ C..
4

Considérons Iopération W(x) qui fait correspondre a toute
fonction x(f) e (M) la fonction continue F*(x,p). En vertu du théo-
réme 8, lopération W(x) est (M1, C)-linéaire.

Soit He I'ensemble de toutes les fonctions z(t) (M) assujetties
a la condition suivante:

(13) 1 existe une subdivision

a=p,<<0D;<<...<Dp=b

telle que
z(t)=a pour by <t<<p; et i=1,2,...,n
ou .
L3 .
=) 2lag® <1,

=1
o’ désignant I'exposant conjugué 3 a.
L’ensemble des fonctionnelles de la forme

(14) ) ()= [y()z(t)dt ot z(f) e Ha,

définies dans l'espace (L), est un ensemble fondamental au
sens de la définition 2 (p.66) et chacune des fonctionnelles

b
ﬂ(U(x)):fU(x,t)z(t)dt est linéaire dans (M), puisque xn—lnco

entraine F*(x.,0) > F*(x,,0) pour tout vela,b) et
b n

JUGe. 1) 2(t) dt = ai[ F*(,0) — F*(x,0:-4)]-
a i=t

Ainsi, les hypothéses du théoréme 4 sont satisfaites et par
conséquent Lopération Ulx)=Ulx,f) est (Mi,L)-linéaire. On
a done 2°.

Enfin, pour établir 3°, posons

o+ifn

Walx,0)=n- [Ulax, 1) dt.


GUEST


76 W. Orlicz.

b
On a lim f}Wn(x,v)—U(x,U)]“dozo et par conséquent
n—poo a

- b b
[ U, 0)#do = lim [|Wa(x,0)|*dp <
a nreo,

b—t/n
<llxlz ne- [(lp(t. 0+ 1/n) —g(t.0)|dt)" do <K-| %2,
d’on 3°. :
Théoréme 1t). Soit ¢(t,0) une fonction définie pour
a<t<bh, a<<o<b, satisfaisani a (a,,) et ala condition suivante:

(byy) il existe une constante K >0 telle que
b
[io(t.o+1) —g(t.0)|dt <K-|h]

pour tout vela,bd et pour tout h tel que v+he<a,b).

Alors:

1° pour toute fonction x(f)e Mi, la fonction (12) satisfait & la
condition de Lipschitz, de sorte que sa dérivée F'(x,t) = Ulx,t)
est une fonction bornée; .

2% en posant U(x)=U(x,t), Fopération U(x) est (My,M)-l-
néaire;

3% Popération Ulx) satisfait & linégalité

1 S

Réciproquement, étant donné une fonction F(x,p) absolument
continue pour tout x = x(f)e(M,) telle que I'opération U(x)= Ulx, 1)
est (Mi, My)-linéaire et la fonctionnelle F(x,0) est linéaire dans (M),
on a la formule (12) et la fonction ¢(t,v) satisfait & la condi-
tion (byy). ‘

Démonstration. La condition (b,,) est nécessaire. Fn effet,
si Popération U(x)= Ulx,t) est (M1, M))-linéaire, elle est (M, M)-li-

P : . 1
néaire, car |xn— xyll.—> 0 entraine x,— x,, d’odt sup || U (an) || << co.
- !

12) Ce théoréme a été établi par G. Fichtenholz dans sa Note: Sur une
classe d'opérations fonctionnelles linéaires, Recueil Math. Moscou 4 (1938),
p. 215-226. Sa démonstration, dailleurs facile, que la condition (b,;) est néces-
saire, est réproduite ici avec une légéte modification du raisonnement.
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On a donc Pinégalité (b}) (voir Remarque 1, p.64). On a en outre
1 b
J U(x,t)di+Cx‘—=Jx(t)(p(t,U)dl‘

pour une fonction ¢(#,p) intégrable de la variable t, et

v+h

1 b f
%-;:f[f(x,t)dti :\; fﬂﬂ&“ﬂ’}?’..@ﬂﬁ‘ <K-lx|_

pour une constante K>0,
b

Reste a évaluer la norme de la fonctionnelle f qui figure

dans cette formule, pour obtenir la condition (b,,).

Pour monirer que la condition (b;,) est suffisante — ce qui
est un peu moins simple — nous aurons recours au théoréme 4.
La condition (b;;) implique que la fonction F(x,p) satisfait a la
condition de Lipschitz, de sorte que I'on a :

F(x,p) =qu(x, f)dt+cx

pour une fonction U(x,f) bornée, c’est-a-dire 1°.

Soit H, I’ensemble des fonctions z(t) e (M) assujetties a la con-
dition (13) avec linégalité (*¥) concernant les a; remplacée par
) |a: < 1 pour i=1,2, ..., 1.

L’ensemble des fonctionnelles de la forme (14) ot z(t)e H,,
définies dans I'espace (L'), est un ensemble fondamental au sens
de la définition 2 (p. 66). Comme

UGB 20 dt=SaulF x,0) — F (. 01-0)]
b = .
et comme xn —l> x, entraine F(xn,0) = F(x,0), les fonctionnelles
b
7(U(x) = [ Ulx, 1) 2(8) dt

sont linéaires. 11 est facile de voir que [Ulx, ) < K-[|x]_ ot K
est la constante de (by;); on a done 3°
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_ 11 en résulte en vertu du théoréme 4 que P'opération U(x)==
= U(x,t) est (M, L)-linéaire. Enfin,

flenll_<k  entraine ||Ulxn, )| <k K,

ce qui prouve que 'opération U(x) est (M, Mi)-linéaire, ¢’est-a-dire 2.
Un raisonnement analogue permet d’établir le

Théoréme 12. Soit p(t,v) une fonction définie pour a <<t << b,
a<< o< b, satisfaisant & (a,) et a la condition suivante:

(bys) il existe pour tout nombre e>0 un 6=0 tel que,
Dy, 10>, {D3,105p, ..., Ok, x> étant des sous-intervalles arbitraires
de {a,b) disjoints deux a deux,

M
2 (i — )<< 6" entraine 2 f (2
=1

i=l a

[ro) — @(t,0)]dt <

Alors la fonction (12) est absolument coritinue et l’operatwn
U(x)=Ulx,t)=F'(x,1) est (Mi,LY)-linéaire.

4. Je vais établir a présent quelques théordmes concernant
les suites d’opérations linéaires dans (Mj).

Théoréme 13. L'espace Y étant du type (F), soit {U,(x)}
une suite d’opérations (Mi,Y)-linéaires qui conperge vers un élé-
ment U(x)eY, c’est-a-dire que
(15) : ‘ U(x) = lim Un(x)

n—>oco

Alors xn—lwco entraine Un(xn) - Ulx,) et opération Ulx) est
(M, Y)-Tindaire ). -

pour tout xe(M).

Démonstration. Considérons d’abord le cas oi

(16) lim Uy, (x) =0 pour tout xe(M);
nyoo

nous allons montrer qu’alors

- 1
(17 xp =0 entraine Uplg) = 0.

) Cf. 8. Saks, On some functionals, Transactions of the American Math
Soe. 35 (1932), p. 549-556, o le cas analogue est considéré, a savoir dans

lequel
Y est I'espace des fonctions mesurables

et (M)) — celui des fonctions caractéristi-

b
ques xp = xp{(f) avec la distance entre xg, et xp, définie parf|xEl(t) — xp, ()] dt.
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Le mode du raisonnement sera constructif,

Supposons que I'implication (17) soit fausse. Il existerait done
un ¢>0 et une suite (E,} d’ensembles telle que |E.|—0 et
10y, {xg )| > ¢ pour une suite {k,} d’indices. On définit par induc-
tion une suite partielle {4.} d’ensembles, exiraite de {E.}, une
suite partielle {ix} d’indices, extraite de {k.}, et une suite {on} de
nombres positifs de fagcon que les conditions (1) avee = U,

k=1, (2) et (3), p.63, se trouvent satisfaites. En définissant alors
les ensembles disjoints B, et C» comme dans la démonstration
du théoréme 2, on établirait I'inégalité

1T, (e )il > of2,
analogue A (4).
Ceci fait, on détermine successivement une suite partielle
d'indices jo=1im,, extraite de {i,} et assujettie aux conditions:

(18) [IURCA )H = of2
(19) U;
(20) G

pour n=1,2, ...,

(xc )<< ofort? pour p=1,2,.., n—1,

w(xe, )H<e/21’+1 pour p=n-1, n+2, ..

Il est aisé de vérifier que la détermination de la suite {jn}
ayant les propriétés (18)-(20) est possible. Posons

x(t) ““Zxc

p=t P
Il vient-

10 @)l| > U e, )

n—{

ZHU;,, (xc,, )II—VHUJE(xc =
Z0fp—e/4=20jg
contrairement & Thypothése (15).

Considérons & présent le cas général ou
(1) . lim Un(x) = U(x) pour tout xe(M);
: oo

nous allons prouver que

(22) x5 40 entraine U (xEn) - 0.
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11 suffit & ce but de montrer qu’il existe pour tout ¢=>0 un
7>0 tel que [E|<<6 entraine |Un(xy) — Un(xg)|]|<<e pour tout
couple n,m d’indices.

Supposons, par contre, quil existe un ¢>>0, une suite {E,}
d’ensembles telle que [E.|— 0, et deux suites croissantes d’in-
dices {kn},{l.} telles que l'on ait || Ukn(xE,,)_Uln(xEn)”> ¢ pour
tout couple kn,ln. On serait donec en contradiction avec le ré-
sultat (17) établi pour le cas particulier (16), puisque I'hypothése
(21) entraine U, (x)—U),(x) = 0. L’implication (22) se trouve ainsi
démontrée.

Considérons enfin les opérations Un(x) définies comme des
opérations” dans l'espace (M). L’égalité (15) se présentant par
Thypotheése pour tout xe(M), il existe, en vertu d’un théoréme
connu '), pour tout £¢>>0 un 5,>0 tel que

‘x| <17, entraine | Unx)li<e _pour tout n=1,2,...

1l existe en outre un 7,>>0 tel que

b
[lag@®/dt <, entraine | Un(og)]| < 6(eny)

ol ¢ est ]le méme nombre que dans la démonstration du théo-
réme 1 (p.61).
. 1 . . . .

Soit 2, = 0. En répétant pour Un(x) le raisonnement appliqué
4 U(x) dans la démonstration du théoréme 1, on parvient i I'iné-
galité | Un(xn)|l<<3e¢ pour tout n = n,.

Reste a établir la continuité de 'opération-limite U(x). Soit

1
xa—> 0. Choisissons les indices {k} de facon que

[ Uk () — Ulaem) | < /2.

Comme d’autre part || Ur,(x.)|| < &/2 & partir d'un n suffisam-
ment grand, il vient {Ulx,)]| < e, ce qui achéve la démonstration.

Remarque 5. Le théoréme 13 peut étre démontré aussi
par la ,méthode de catégorie”, analogue i celle employée par
S. Saks dans son travail précité. Soit (R) 'espace métrique com-
posé de toutes les fonctions x(f) mesurables, essentiellement box-

%) S. Banach, Sur les opérations dans les ensembles abstrails et leur appli-
cation aux équations intégrales, Fundamenta Mathematicae 3 (1922), p. 133-181,
en particulier p. 157. '
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nées et telles que |x(f) <1 presque partout, la distance entre
b

deux éléments x; et x, dans (R) étant le nombre f () —xu(t) dt.

En employant le raisonnement de S. Ssks, on peut aussi montrer
que, pour avoir (15), il suffit que I'égalité U(x)=1lim Ua(x) se pré-
n—yoa

sente pour les x appartenant 3 un ensemble résiduel dans (R).
Théoréme 14. L'espace Y étant du type (B), soit {Un(x)}

une suite d’opérations (M;.Y)-linéaires qui converge (faiblemenf
vers un élément Ulx)eY, cest-a-dire que
3) Iim 5 (U () = 5 (U(x))
Rees
pour toute fonction x(t) e (M) et pour foute fonctionnelle 3(y) ot yel.
Alors Fopération Ulx) est (Mi,Y)-Iinéaire.

Démonstration. Les fonctionnelles 5{(U,{x)) soni continues
dans Pespace (M). Il en est donc de méme des fonctionnelles
7(U(x)) en vertu du théoréme 13 — ou seulement du théoréme
de Hann et Stemwmavs (cité au renvoi 7, p. 06), qui en est un cas
particulier. 11 suffit d’appliquer encore le théoréme 4.

Remarque 6. La thése du théoréme 14 subsiste lorsque
T'égalité {figurant dans la condition (23) se présente seulement
pour les fonctionnelles # appartenant d I'ensemble fondamental
N, (cf. p. 66), I'espace Y étant séparable ou ayant la propriété (Z).

Théoréeme 15. Soit {Un(x)}, o Un(x) = Un(x,1), une suite
d’opérations (M1,L%)-linéaires, ot « >1, pour laquelle il existe une
opération U(x)= Ul(x,t) aux valeurs appartenant a (L) et telle que

(24) lim fUn(x,t) dt =.fl.7(x,t) dt pour tout pela,bd>-

nyeo

Alors Popération U(x) est (M;,L®)-linéaire. -

Démonstration. Considérons I'ensemble H. des fonctions
z(f) assujetties & la condition (13) avec I'inégalité (*) pour a>1
et () pour a=1 (cf. p.75et77). L’hypothése (24) entraine Iexi-
stence de la limite

b b
(25) lim {z(f)U,,(x,t)dt=fz(t>l:(x,f)dt pour tout z(t)e H,.

n-yea
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Les intégrales a gauche étant des fonction_nelles copti’nges
dans (M), lintégrale & droite y est une f?nctlonxlelle ]meal}'e.
Reste a appliquer le théoréme 4 ou — sl Pon veut\ — le théo-
réme 5, qui est plus élémentaire et dont Ies’ hypothéses se trou-
vent également satisfaites, comme il est aisé de le constater.

Remarque 7. Un théoréme analogue est vrai aussi pour
espace (L¥), mentionné p. 70 (voir (Iy)).

Théoréme 16. On peut remplacer dans le théoréme 15 (Lv)
par (M) et par (C).

Démonstration. Considérons I'ensemble H_ des fonﬂctions
z(t) e(My) assujetties a la condition (13) avec o'=1 (cf. p- 75). La
formule (25) ayant lieu pour tout z(f)eH_, les fonctionnelles

b N . : 1
fz(t)U(x,f)dt sont continues dans (M). Soit |lxa— ], —0.

Choisissons z,(f) de fagon a avoir
b
J2ot) Uteeo.t)dt > |

a

Ulxo, t)lle—2-

On a linégalité
U0, ) |l—e gszo(t) Uteey,t)dt =lim aszo(f) Ulaen, ) dt <[ U (0, ) |os
de sorte que

lim || Ufeen, )1l = | Uleo, )]

n-yoo

N

Il en résulte que Popération U(x) est (M,M)-linéaire. 1l existe
par conséquent une constante K >0 telle que ||U(x,f)|| < K-||x]..
On en conclut en vertu du théoréme 15 que lopération U(x) est
(M;,L")-linéaire; donc

(20)

Xn 4 x, entraine U(xa, t) 22U (x,1)

et lim || Ulxn)il. << o2, ce qui prouve que U(x) est (M), M)-linéaire.
e
Dans le cas Y ={(C), la démonstration résulte directement
du théoréme 4, I'ensemble H_ étant fondamental dans (C) — ou
bien du théoréme 7, I'opération U(x) étant en tout cas (M, M)-li-
néaire, de sorte quon a la relation (26).
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Théoréme 17. ¥ étant Fun quelconque d s (L
o ¢ : que des espaces (L%), (L¥,),
(1'.(); (7 *): (S.), (C) et (C*), soit {Ca(x)}. on Un(x) = Up(x, 1), une
suzfe doperatwn's (M, Y)-linéaires pour laquelle il existe une opé-
ration U(x)=Ulx,t) aux valeurs appartenant & Y et telle que

Unle, ) 3 Ul 1) pour tout xe(M).

Alors Popération Ulx) est (M1, Y)-linéaire.

Démonstration. Les opérations Un(x) sont (M,,S)
En vertu du théoréme 13, il en est donc de mé

U(x). 11 suffit d’appliquer encore ie théoréme 7

-linéaires.
me de P'opération

Théoréme 18. Pour que Fopération U(x)=Ulx,t) aux pa-
leurs appartenant a Fespace (L) avec a=1 soit (M, L%)-linéaire,
il faut et il suffit que Pon ait :

(27)

b a ’ »
]En fx(t)(ani(t) Wi (D)) dt =j Ul f)dt
nyos i=1 o

pour tout xe(M) et pour tout vea,by, o ga(t) sont des fonctions
intégrables indépendantes de x, mais dépendant de U(x), et pa(p)
sont des fonctions satisfaisant a la condition de Lipschitz, san-
nulant pour p=a et indépendantes de x et de U(x)

Démonstration. Soit {2:()} un systéme orthogonal, com-
plet dans Iespace (L"), composé de fonctions bornées et tel que
b n |

-
j 20, &i(x) | dx <K

s li=t i

pour a<{t<b et n=1,2,.. 1)

En admettant que I'opération U(x) = U(x,#) est (My,L%)-linéaire,
b

les fonctionnelles f Ulx,t)@i(t)dt peuvent étre écrites, en vertu
a ' b
du théoréme de Ficutenuorz cité p. 66, sous la forme Jx(t) ¢i(t) dt

a
ol (2} sont-des fonctions intégrables. Sous les hypothéses ad-
mises sur le systtme {@:(f)} le développement de toute fonction

) Tel est p. ex. le systtme connu de Haar et celui de Franklin;
cf.S. Kaczmarz und H. Steinhaus, Theorieder Orthogonalreihen, Mo-
nografie Matematyczne, Tome V, Warszawa-Lwéw 1935, p. 120-125,

6*
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= b
y(t) e (L") en sériezfy(r)@i(-[)dr-db,-(t) est convergent au sens
i=1a

de la norme adoptée dans (L). On a done

b n |
lim \‘ fU(x,r) (__:EI(D:(T) @i(ﬂ) dv—Ulx,1) i}u= 0.

n-¥oo

11 en résulte en particulier la condition (27)., en posant

pilo) = [ @:(t)dt.

a
Ainsi, la condition (27) est nécessaire.
Sa suffisance résulte aussitot du théoréme 15, en posant

b n
Unloe,t) =[x (@) (igq:i(f)w;(t)) dr.

On démontre par un raisonnement analogue le suivant

Théoréme 19. La relation (27) est nécessaire et suffisante
pour que Popération Ulx)= Ulx,1) aux paleurs appartenant a (M)
et a (C) respectivement soit (M, My)-linéaire et (M;,C)-linéaire res-
pectivement. ‘

Le méme raisonnement implique le

Théoreme 20. Pour que Popération Ulx)=U(x.t) soit

(My,1.%)-linéaire, il faut et il suffit que Pon ait

by b n ) “
28) lim | §Jx(-r)({;:(pi(r)@i(t))dr—[’(x,t)‘idt::O,

oit gn(t) sont des fonctions intégrables indépendantes de x. et @n(t)
sont des fonctions continues (bornées) indépendanies de Ulx).

Remarque 8. Les théorémes analogues aux théorémes 18
et 20 sont vrais pour lespace (L¥).

Théoréme 21. Pour que Popération Ulx)=U(x,t) soit
(My, M))-linéaire, il faut et il suffit que les deux conditions sui-
pantes soient satisfaites:

b n
(29) lim J x(r)( i) (Di(t]) dr=Ul(x,) pour presque tout tea,b),
o i=1

n—yoo 2

@a(t) et @a(t) ayant le méme sens que dans I'énoncé du théoréme 20;
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b; n
(30) f ] Z: i (7) @i(t) dr <K pour tout tela,b>.
a |1= i

Démonstration, Choisissons comme {@;(t)} le systéme de
Hasr (cf. p. 83, renvoi®®) — ou celui de Frankiin. si nous voulons
avoir les @;(f) continues. En tenant compte de la propriéié fon-
damentale de ce systéme et de la relation ‘

b n b n
JU, ﬂ(g i(7) @f(f))df= fx(r)(g,: qilz) qsf(t))dr.

on parvient a la condition (29) et a la relation

b n :
“ f"c(f)(g ilv) (Di(t)) druwéi;l:’(x,t)f}mgK~ X

dont on déduit (30) de la maniere connue. Les conditions {29)
et (30) sont donc nécessaires.

Leur suffisance résulte de la condition (30), qui implique que
(U, 9], <K-l[x]_., et du théoréme 17.

On démontre d'une maniére analogue le

Théoréme 22. Pour que Popération U(x)= Ul(x,1) soit (M;,C)-
linéaire, il faut et il suffit que la convergence exprimée par l'éga-
lité figurant dans (29) ait lieu pour te<a,b> uniformément, les
on(t) étant des fonctions intégrables ne dépendant pas de x et les
O@n(t) — des fonctions continues ne dépendant pas de U(x).

5. Pour terminer, signalons quelques applications des théo-
rémes qui précédent aux opérations & deux variables.

Définition 4. Toute opération V(x,y) définie dans (M) sera
dite biadditive lorsqu’elle y est, pour tout y fixe, opération ad-
ditive de la variable x et, pour tout x fixe, opération additive de
la variable y. L'opération biadditive F(x,y) s’appellera bilinéaire
dans (M) si les relations xn— x, et y» = Yy, entrainent la relation
V(x"ayﬂ) g V(xmy())-

Théoréme 23. Pour que lopération V(x,y) définie dans I'es-
pace (M) et dont les valeurs appartiennent a un espace du type
(F) soit bilinéaire, il suffit qu'elle soit biadditive et continue par
rapport & la variable x, et continue par rapport a la pariable y.
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Démonstration. Soit {y.} une suite
est [-convergente vers y,e(Mi).

*6léments de (M) qui

Posons Fu(x)=V(x,ys). En verta du théoréme 13, x,,—l>x0
entraine Frn(xn) = V(xn,yn) = Flacs,40), ¢ q. f.d.

Théoréme 24. Pour que la fonctionnelle biadditive V'(x,y)
soit bilinéaire dans lespace (M), il faut et il suffit qu’il existe
des opérations (M;,LY)-linéaires U (y,1) et Us(x,1) telles que 'on ait

b b
Ta,y) =[x Uy, ) dt = [y () Us(e, B .

Démonstration. Admettons que, pour une fonction y(f) (:'(Mz)
fixe, T'(x,y) est une fonctionnelle linéaire de la variable x. En
vertu du théoréme de Ficwtenmorz cité p. 66, on a donc

b
F(x.y) =[x (0 Uy(y.t)dt

pour une fonction intégrable U,(y,f). L’additivité de V(x,y) par
rapport i y implique aussitét que U, (y,?) est une opération addi-
tive dans (LY. Pour en démontrer la continuité, remarquons que
toute fonctionnelle linéaire dans (L') peut &tre représentée dans
la forme

b .
1;(z)=fz(t]x(t)dt ot z(Be(l) et x(B)edM)

et que 59Uy (y.t))="V(x,y) est une fonctionnelle linéaire de la
variable y; en vertu du théoréme 4’, Popération U, (y,%) est donc
(M, LY)-linéaire. 11 est ainsi démontré que la condition est né-
cessaire.

Réciproquement, il est facile de voir qu’en admettant cette
condition, F(x.y), est une fonctionnelle linéaire aussi bien de la
variable x que de la variable y. Reste & appliquer le théoréme 23.

Remarque 9. Soit k(f,p) une fonction définie pour a<<t<b,
a<{o<<b et telle que pour toute fonction mesurable bornée y(f)
Pintégrale

b
[y kt.o)dt

existe pour presque tout veda,b) et est une fonction intégrable

icm°®
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de la variable v. 1l résulte des théorémes 8 et 24 que Pintégrale
itérée

b b

J x(p) ‘ y(t)k(t,v)dt) do
est une fonctionnelle bilinéaire dans Vespace (M)).

11 existe cependant des fonctionnelles bilinéaires dans (M)
qui ne se laissent pas mettre sous cette forme. Telle est, par
exemple, la fonctionnelle

b
[x(hytidt ob  x.ye(d).

En effet, si on pouvait I'écrire sous forme d'intégrale itérée,
il existerait une fonction k(t.v) telle qu'on aurait

b
y(o)=[y( k(t.v)dt ,

presque partout pour toute fonction y(t)e(My). On aurait donc

en particulier b

sin mp = l‘sin mtk(t,v)dt
presque partout; il en résulte pour m — oo que sinmop = 0 pres-
que partout, ce qui est impossible.
On peut néanmoins démontrer que tfoute fonctianneille bili-
néaire dans lespace (M) est limite d'une suite de fonctionnelles
bilinéaires représentables sous forme dintégrales itérées.

Théoréme 25. Soit k(t,p) une fonction mesurable définie
dans le carré a<t<b, a<p<b. Si quelles que soient les‘ f’mfc—
tions mesurables bornées x(t) et y(v), les deusx intégrales itérées

by b
IL(x.y) =/ (y ) [x(t) k(t,0) dt) do,
61 AR ‘
Lx.y) = (x(t)jy(n)k(t,u)do) dt

.

existent, elles sont identiques.
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Démonstration. On a en vertu de hypothése

b b
(32) [lk(t,p)| dt < co, [lk(t.0)|dp < 0o
a a
pour presque tout pe<a,b) et pour presque tout teda,b) respec-
tivement. Posons

ka(t,v) = {

n  lorsque |k(t,p)|>n,
k(t,0) lorsque |k(t,0)<n

Quelles que soient les fonctions mesurables bornées xy(f) et
Yol0) ol i, <1 et |y,il, <1, il existe les limites

hm fxu(t (t,v dtv*fxo k(t,0) dt

pour presque tout ve<a,b),

11111 fyu l»(tvdz)——fy0 k(t,0)do

pour presque tout fe<a,b).

Les intégrales (32) étant uniformément bornées dans des en-
sembles de mesure arbitrairement proche de b—a, les relations
(33) entrainent I'existence des fonctions x;(f) et y,(f) ot ||x,[. <1
et llyill.. <t pour lesquelles on a les relations:

b b
Jlxyt)—x, 0] dt <o, [yo(0) — s (0) | do < e,

b 14 b b
lim | (y1(D) fxl(t)kn(t,v)dt)dn - j (yl(v) fxl(t)k(t,v)dt)dv,
69,
lim f(xl(tfy](v)k(t D)dv) dt = f(xl fyl tv)dv) dt.

n—r

Il résulte de (34) par substltutlon de x; & x et y, & y dans
(32) que Iy(x;,y:)=L(x;,y,), car les intégrales itérées dans les
membres gauches des égalités (34) sont égales. Il est ainsi dé-
montré que les deux intégrales itérées sont identiques dans
un ensemble dense dans (M;). Comme elles sont en vertu des
théorémes 8 et 24 des fonctxonnelles bilinéaires dans (M), on ’a
Il(x,y)——l (x,y) quels que soient x,ye(M), c. q.f. d.

icm°®

Sur les opérations linéaires dans U'espace des fonetions bornées. 89

Le théoréme 25 peut étre étendu aux intégrales n fois itérées.

Remarque 10. On peut démontrer le théoréme suivant, qui
est en rapport avec le théoréme 25:

Soit k(t,v) une fonction mesurable définie dans le carré a<\t<b,
a<o<b. Si, quels que soient les ensembles mesurables A et B,
les deux intégrales itérées

f( fk(l‘,l))dt)dv, J( fk(t,o)dn)dt .
4 \B B4 /

existent, elles sont identiques.

(Regu par la Rédaction le 3. 6. 1942).
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