Quelques remarques sur les fonctionnelles linéaires
par

M. EIDELHEIT t.

L'auteur de ce travail a été assasiné par les Allemands en mars de 1943.
Le manuscrit qu'il fut parvenir A la Rédaction en 1941 a é1é retrouvé récem-
ment entre les papiers laissés par S. BANACH. .

Je vais établir d’abord un théoréme concernant la distance ?)
entre un point et une variété linéaire dans les espaces-du type (B).
Il en résulte facilement une condition nécessaire et suffisante
pour qu'une suite de fonctionnelles linéaires {f,(x)} admette une
suite de combinaisons linéaires de ses termes qui converge au
sens fort vers une fonctionnelle linéaire g(x) donnée d’avance.
Ce résultat sera ensuite appliqué au probléme des moments et
aux systémes d’équations lin€aires a une infinité d’inconnues.

1. Soit E un espace du type (B). Nous entendons par pariété
linéaire dans E tout ensemble qui s’y obtient par translation d’un
ensemble linéaire 2).

Théoréme I La distance entre un point quelconque x, et
une varicté linéaire M dans E est égale a la plus grande distance
entre ce point et les hyperplans qui passent par M.

Démonstration. On peut évidemment admettre que x,
n'appartient pas & M. Choisissons arbitrairement un point e
et désignons par S Pensemble de tous les points de la forme
x—x; ol xeM. Ainsi défini, S est un ensemble linéaire et on a

(1) . (xoaﬂl)=(x0_“xns)-

!} La distance enire un point x, et un ensemble M dans un espace métri-
que, désignée ici par (x,, M), est par définition la borne supérieure des distan~
ces entre le point xo et ceux de ensemble M.

. %) Cf. S. Mazur, Uber konvexe Mengen in linearen normierfen Réiiumen,.
Studia Mathematica 4 (1933}, p. 70-84, en particulier p. 71,
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Soit R l'ensemble des fonctionnelles linéaires f(x) qui sont

constantes sur M:
f(x)=cf pour tout xeM et fek.
On a alors pour tout yeS et feR _
If(220) — el =|f(oc0) — F (1) | = | (36— 26, — Y <|F| |0 — 21— 1,
donc aussi en vertu de (1)
flxg) —¢,

@) §3}g|~—%7¢-d<(xo,M).

D’autre part, comme x,— x; n’appartient pas a §, il existe %)
une fonctionnelle lindaire f,(x)eR telle que

i
|f0(x0——x1)|z1 et 1f01=m
On a donc
Hfoloee) — Cf[,l = (%,— x5, 5)

Ifal
et, par conséquent, en vertu de (1.) et (2)

[f(ax) — Cf] _
® o e

Soit a présent H un hyperplan donné par Péquation g(x)=k,
g(x) étant une fonctionnelle linéaire dans E, non nulle. Posons
en particulier M=H dans la formule (3). L’ensemble R se com-
pose alors de fonctionnelles de la forme f(x)=ag(x) ou a est un
nombre réel arbitraire, et on-a d’aprés (3) %)
|ag(x) —ak| __|8(x) —k|

lal-|4] 18l

En revenant a la formule (3) dans sa fo_rme générale, nous

voyons que |f(xo) —¢,|/If| est, pour toute fonctionnelle feR, Ia dis-

tance entre x, et Ihyperplan f(x)=¢, qui passe par M.
Le théoréme I se trouve ainsi démontré.

(o6, H) =sup

8) Cf. le livre de S. Banach, Théorie des opérations linéaires, Monografie

Matematyczne, Warszawa 1932, p. 51, Lemme. o o
4 On reconnait dans cetie formule une généralisation de celle de Géo

métrie analytique pour la distance entre un point et un plan.
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On démontre par un raisonnement tout a fait analogue ®) le

Théoréme II. Soit M une variété lindaire transfiniment
fermée®) dans Pespace E conjugué a E. La distance entre une
fonctionnelle linéaire quelconque f(x)eE et la variété M est égale
a la plus grande distance entre cette fonctionnelle et les hyperplans
de E qui passent par M et sont de la forme f(x)=c ol xekE est
fixe et ¢ ne dépend pas de f.

Remarque. La formule (3) et celle qui lui correspond en
vertu du théoréme II ne seront appliquées dans la suite que
dans le cas oi M et M sont des ensembles linéaires. Ces formu-
les prennent alors la forme plus simple 7):

{f(-’”u

(4) (xo,M)wsup T (fO’M):fEIEVO(x

||

:‘fo!}ea

o R et R sont des ensembles orthogonaux a M et M respecti-
vement §),

2. Solent dans E: {fy(x]} une suite de fonctionnelles linéaires
et g(x) une fonctionnelle linéaire arbitrairement donnée.

Théoréme III. Pour quil existe une suife de combinaisons
linéaires des fonctionnelles f.(x) qui converge au sens fort vers la
fonctionnelle g(x), il faut et il suffit que

L]im faler)=0 o n=1,2,... enfraine hm g(xp) =0
rco

koo

pour toute suite bornée {xi} de points de E.

Démonstration. La couditién est nécessaire. En effet, en
admettant que g(x) est la limite d'une suite {p.(x)} de combi-

%) en appliquant au lien du lemme précité de S. Banach son théoréme 8,
op. cit., p. 149.

f) Nous entendons par 13 que I'ensemble linéaire qui s'obtient de } par
translation est transfiniment fermé. Poux la définition de cette notion voir
S. Banach, op. cit., p. 119.

7) ot |f|z désigne la norme de la fonctionnelle linéaire f par rapport a 'en-
semble linéaire R.

%) On appelle orthogonal & M 'ensemble R de toutes les fonctionnelles feE
telles que f{x) =0 pour chague xeM. De méme, Pensemble de tous les points
xeE tels que flx)=0 pour chaque feM est dit orthogonal & M.
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naisons linéaires des fonctionnelles f.(x) convergeant au sens fort
et que ||xx]<<4 pour k=1,2,..., on a

lim [g—g@a=0 et lim gu(xx)=0 pour n==1,2,...
n-yoo k—roo

Par conséquent

| 8 ()] < 1ig () — () - lpn (0| <[ 8 — @ - el - gl <<

<lg—au| - A +lgalxr)]

ot lim |glxer)] << lg—gn|- 4, donc lim [g(x)|=0.
koo koo .
La condition est suffisante. Désignons, en effet, par S, la ferme-
ture linéaire ) de I'ensemble des fonctionnelles fy(x), fol®), ..., fa(x)

et par R, l'ensemble de tous les points xe¢E satisfaisant aux

équations fi(x)=0 pour i=1,2,...,n. L’ensemble S est transfini-

ment fermé; on a par conséquent en vertu de (4)
) (&S =18z,

Etant donnée une suite {s,] de nombres positifs tendant
vers 0, il existe une suite {x:} de poinis tels que

(6) xpeRe,  lw<t, gl <|g(w)+ex

Evidemment, on a alors lim fu(x1)=0 pour n=1,2,..., d’oit

oo
par hypothése et en tenant compte de (b), lim lgjz =0. 1l s’en
n-yoo

suit d’aprés (5) que lim (g,S.)=0, c.q.f. d.
n-yoo
3. Passons & quelques applications des théorémes qui vien-
nent d’étre établis.

Théoréme IV. Soit g(t) une fonction intégrable au sens de
Lebesgue dans linterpalle —1<t<<--1, assujettie & la condition
+1 ’
@ [p(t)ftdt=0 pour k=0,1,....,n—1.
—i

%) On appelle fermetu're linéaire d’un ensemble le plus petit ensemble liné-
aire qui le contient.
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On a alors
+1 { +1
[otorad <o [1otw1at
—1 -1

et la constante 1/2" ' ne peut étre remplacée par aucune plus
petite.

Démonsiration. Considérons toute fonction ¢(f) comme
un point de espace L des fonctions intégrables dans I'intervalle
—1<t<<+41 et les fonctions

+1
F@=[ptdl ot k=0,1,.,n—1
—1

comme des fonctionnelles linéaires dans cet espace. La fermeture
linéaire de leur ensemble est transfiniment fermée. Désignons-la
par Sp. On a donc en vertu de la formule (4)

f+1

zp(t)tndt)

(Fn,gn)zsup ui"(@l = sup —1“ ,
[ |91 2 fl(ﬁ(t)ldt

olt I'on a tenu compte de toutes les fonctions ¢(f)eL assujetties
a (7).

Or, on a d’aprés un théoréme connu de TSCHEBYSCHEFF

(Fm §n) = min [ ]Jia%iiltn" (a'U_I_ aqt_l_ es +ayz—1tn—1\] = .2r11_——1’
ag,8,0m8p g L—
d’on +1
‘ = Jot) t"dt{
sup e LN —

1 > c.qfd
NETGIED -
—1

4, Fnvisageons un systéme infini d’équations linéaires

(8) 2 apbk=c;
i=1

telles que

lim ag=0 pour i=1,2,... et X|&l< oo.
koo k=1
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Admettons de plus que le déterminant D, formé de n pre-
miéres lignes et colonnes de la matrice (ax) ne s’annule pour
aucun n=1,2,... et posons

P8y ey g By By 8y

X 1 {8y eee 8y g By azi+1-"a:ni

Théoréme V. Lorsque le systéme (8)) admet pour tout c

au plus une solution ), c'est-a-dire que le systéme homogéne

il existe pour tout ¢=>0 un N=N(m,e) naturel tel que

(ny |
} bmkl‘r <e

e

1—!—;:: bix

pour n=N-+F1,N+2,... et k=1,2,...

Démonstration. Désignons par a; la suite {as, aw,...} et
considérons-la comme un point de I'espace (c,) des suites numé-
riques convergentes vers 0, la suite {§} étant regardée comme
représentant une fonctionnelle linéaire definie dans cet espace.
En’ vertu du lemme de Banacu (cité dans la démonstration du
théoréme 1), il est facile de voir que la solubilité univoque du
systéme (8) équivaut a la densité dans (¢,) de la fermeture liné-
aire S de I'ensemble des termes de la suite {ai.

Choisissons un m=1,2,... quelconque et désignons par em
la suite numérique dont le m-iéme terme est égal a 1, tous les
autres termes étant des zéros. On a alors (en,S)= 0.

Désignons enfin par S, la fermeture linéaire de 'ensemble
de n premiers termes de la suite {a;} et par R, celui des séries

1) On trouvera des conditions suffisantes pour la solubilité univoque du
systéme (8) dans divers espaces dans mon travail. O rozmigzywaniu ukladdm
rérwnarni liniowych o nieskoriczenie wielu nierwiadomych, Wiadomosci Matema-
tyczne 46 (1938), p. 1-23 (en polonais); pour le résumé de ce travail voir Comptes
rendus de I’Acad. des Se. Paris 205 (1937), p. 206-208.

Studia Mathematica. T. X. R 10
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absolument convergentes S’Ek ol Zaik§k=0 pour i=1,2,..., 1.
1l vient lim (em,Sn)—-O et l’on a (1’aprbs la formule (4)

n—yeo

e lim | {&}er, §l§i| =0,

n-yee

Mais on retrouve R, en soumettant les & (d’ailleurs arbitraires)
pour i=n-+1,n-42,... a la seule condition ) |5 [<<oo et en

i=n+

posant

& ”“Z bg‘?&- pour i=1,2,...,n

k=n+

Il existe alors en vertu de (9) un N=N(m, &) tel que

I e, +)jys

pour n=N-1,N-+2,... et pour n'importe quelle série absolu-

ment convergente 2 . Si Ton pose en particulier &r=1 pour
i=n-+1

un k>rn donné et &=0 pour tout i==k, la démonstration se

trouve achevée.

Remarque. On obtient des conditions nécessaires analogues
pour la solubilité univoque du systéme (8) dans d’autres espaces.
Ainsi par exemple les conditions

kZZ}aik]P<co pour i=1,2,... et k§1|§k\q< )

ou 1/p+1/g=1 entrainent
LN, '

<<eg pour k=1,2,... et n=N-|+1,N-|2,...
13 1B
i=
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Si

é‘i]&m}<ca pour i=1,2,...

et la suite {£i} est bornée, on a

bl :
d(m’ c<Zg pour k=1,2,... et n=N+1,N+2,...
ott d¥ =max[1, by, 165, ..., b,

(Recu par la Rédaction le 4. 5. 194§].
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