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Beitrige zur Theorie der Orthogonalentwicklungen.

von '

W. ORLICZ (Lwéw).

In dieser Arbeit werden wir Orthogonalreihen behandeln,
u. zw. werden wir meistens mit der Methode der sog. linearen
Funktionaloperationen arbeiten und die Untersuchungen in nor-
mierten Vektorbereichen, im von Herrn S. Banach eingefithrten
Sinne, fithren.

Wir geben an dieser Stelle Definitionen der wichtigsten hier vorkom-
menden Begriffe an. Wegen Einzelheiten verweisen wir auf die Dissertation des
Herrn S. Banach?).

Unter einem Vektorbereich wollen wir eine Menge V' von Elemen-
ten X verstehen, in welcher die Operationen der Addition von Elementen und
der Multiplikation der Elemente mit reellen Zahlen definiert sind und den Grund-
gesetzen der Algebra gehorchen. Einen Vektorbereich /' nennen wir normiert,.
wenn jedem Element XeV eine reelle Zahl || X|| entspricht und die folgenden
Bedingungen erfiillt sind:

10 X]>0 .

2° |X=0 - dann and nur dann, wenn X==967%

30 JaX|=|a|X]

4o | X+YI<IX] Y »

Ein Vektorbereich heisst vollstandig, wenn aus der Beziehung

Iim | Xp—X4]|l=0 Xp, XqeV
Py g+® .

die Existenz eines solchen Elementes XV folgt, dass
lim [|[Xp— X||=0.

|
p—>om

Die Elementenfolge {Xp} wollen wir dann (der Norm nach) gegen X konver-

.gent nennen.

1) S, Banach: Sur les opérations dans les ensembles abstraits, Fund. Math.
1L, (1922) vgl. insbes. S. 134—136. Diese Arbeit wird weiter als: Banach, Opé-

rations zitiert.

7) In jedem Vektorbereich gibt es ein Element 8 (Nullelement) fiir wel- .
ches X+8=2X, m0=0 wobei m eine belichige reelle Zahl bedeutet.

Studia Mathematica. 1 \
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Ein normierter (bzw. normierter vollstindiger) Vektorbereich ist ein me-
trischer (bzw. metrischer vollstindiger) Raum im Hausdorffschen Sinnet),

wenn die Entfernung zweier Elemente als Norm ihrer Differenz definiert wird.-

Alle fiir metrische (bzw. metrische vollstindige) Raume definierten Begriffe und
die dariiber geltenden S#tze konnen ohne weiteres auf normierte (bzw. nor-
mierte vollstindige) Vektorbereiche fibertragen werden.

Unter einer Operation im normierten Vektorbereiche I/ verstehen wir
cine Funktion U(X), welche jedem Element X aus V ein Element aus einem
normierten Vektorbereiche V' zuordnet.

Eine Operation heisst additiv, wenn fiir beliebige X, Yel/

U(X+)=UX)+U(T).
Eine Operation heisst quasilinear, wenn fiir beliebige reelle a
. 1U@X)]=]al[UX)]
und wenn fiir beliehige X, YV die Ungleichung gilt
[UXA+D)|<IUE)+UT)
Eine Operation heisst stetig wenn immer aus

n->c

»

die Beziehung

tim [|U(Xn) = U(X)[|=0
folgt. )

Die meisten Begriffe und Sitze der Konvergenztheorie gewthnlicher

~Zahlenfolgen lassen sich auf Vektorbereiche iibertragen. . ‘

Wir betrachten die Menge Z aller Zahlen > 1 welchen wir
noch in iiblicher Weise die Zahl oo hinzufiigen.

Im folgenden bedeuten @, & beliehige Zahlen der Menge 2
Schreibt man z. B. @>1, so ist @ = 0 mitgemeint. Mit # be-
zeichnen wir immer die durch %+:7=1 bestimmte Zahl aus Z.
(Zu @ konjugierter Exponent).

Mit S? bezeichnen wir die Menge aller mit der d-ten Po-
tenz integrierbaren Funktionen, wenn d endlich ist; S bedeutet
die Menge aller wesentlich beschrinkten®) Funktionen. Die Be-
reiche 5% S? heissen konjugiert. :

Mit I'Y bezeichnen wir die Menge der Zahlenfolgen {c:} fiir

@K
welchem:yl]cv I’ <+, wenn d endlich ist, mit I'* die Menge
?) Hausdorff, Grundziige der Mengenlehre 1914. pp. 318—328.

4 Eine Funktion heisst wesentlich beschriinkt, wenn sie nach Aus-
schluss einer Nullmenge im gewshnlichen Sinne beschrinkt ist.

Orthogonalentwicklungen. 3

aller gegen Null konvergenten Folgen®). Die Bereiche I'¢, I'¢
heissen konjugiert. :

SY, I'" sind Vektorbereiche, welche vollstindig sind, wenn
man in ihnen die Norm auf iibliche Weise definiert 8).

Wir werden im folgenden oft mehrére normierte Bereiche
S? (bezw. I'’) gleichzeitig zu betrachten haben. Um in den Be-
zeichnungen der Normen in verschiedenen Bereichen Unklarheiten
vorzubeugen, werden wir unter |f(x)|; die gewdhnliche Norm
der Funktion f(x)eS’, unter |y|; die gewdhnliche Norm einer
Folge y&I'" verstehen.

Mit C bezeichnen wir den Vektorbereich der in <0, 1>
definierten stetigen Funktionen mit der gewdhnlichen Normierung
lg ()| = max lg(x)|. — C ist ein vollstindiger Vektorbereich.

P

<0, 1

Unter einem O .S{p;(x)} verstehen wir in dieser Arbeit immer
ein System von in <0, 1> definierten, orthogonalen und nor-
mierten Funktionen, d. h. wir setzen von den ¢;(x) voraus:

1
‘ 0 fi
[r e =0 firutr
, 0
Eine Reihe von der Form

3
2lerpy(x)
=]
heisse eine Orthogonalreihe.
Wenn die Koeffizienten ¢, einer Orthogonalreihe die Form

1
on= [0 7a00) dx

haben, so heisse diese Reihe eine 0 rthogonalentwicklung
der Funktion f(x) nach dem O.S {9:(x)}; die c» heissen
Koeffizienten dieser Entwicklung.

%) Man kénnte auch die Menge aller beschrankter Folgen mit T® be-
zeichnen, was vielleicht konsequenter wire, es scheint uns jedoch niitzlicher in
unseren Untersuchungen die im Tekst angegebene Definition zu gebrauchen.

8) Wegen deér gewdhnlichen Normierung von SJ siehe z. B. Banaﬂch:
Opérations lﬁ, wegen der Normierung von Td s. H. Hahn: Uber Folgen line-
arer Operationen, Monatshefte f. Math. u. Physik XXXIL (1922) § 7.

1*
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Die Summen 1
slfi= 2 [F@sEdx. 9,0

nennen wir Partialsummen der Entwicklung von f(x) nach dem
System {g; (x)}. . :

Ist Vein aus integrierbaren Funktionen bestehender Vektor-
bereich und {p;(x)} ein OS nach welchem jede Funktion von V'
entwickelt werden kann, so nennmen wir das OS{g:(x)} voll-
stindig im Bereiche V, wenn fiir eine Funktion f(x)el/ aus
dem Verschwinden aller Koeffizienten

| o= [109.) dx
die Identitit °

f(9 07
folgt.

Ein OS{p:(x)} heisse abgeschlossen im Bereiche V,
wenn es zu jeder Funktion f(x)&l/ und zu jedem 1>0 ein sol-
ches Orthogonalpolynom

N()
k() =2 g, (x)

re==1

gibt, dass die Ungleichung
_ en () — F(0) | <
gilt ).

Ein im Bereiche .S? vollstindiges O.S{g:(x)} ist auch in
jedem §% (0">0d) vollstindig. Die Umkehrung dieser Behauptung
ist nicht immer richtig. :

Die zuletzt erwihnte Behauptung ist als besonderer Fall im folgenden

Satze enthalten, welchen wir mit Hilfe einer entsprechend verallgemeinerten -

S. Banach’schen?) Methode beweisen werden.

") Wir gebrauchen die Symbole f(x)===f(x), lim fr(x)==f(x) um anzu-
N . n—>o
deuten, dass die Beziehungen f(x) =@ (x), lim fn(x)=F(x) fast iiberall in dem
-0
gegebenen Intervall d. h. iiberall mit Ausn:hme einer Nullmenge gelten.
Vir bemerken dass es keine in S abgeschlossenen 0.5 geben kann,
dagegen gibt es in C abgeschlossene O.S.
®) S. Banach: An Example of an orthogonal Developpment whose sum is

everywhere different from the Devel d Functi
O B gy erent from evelopped Function, Proc. Lond. Math. Soe.

@) — a4 dr= [ S enldx
0
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Satz. Es seien V und V' im Bereiche S! enthaltene Vektorbereiche (wenn
ein Vektorbereich in S! enthalten ist, so verstehe man darunter, dass die Ope-
rationen der Addition und Multiplikation in diesem Teilbereich unverindert aus
S* herlibergenommen wurden, insbesondere bleibt auch f(x)==0 das Nullele-
ment des neuen Bereiches). Wir setzen weiter voraus, dass V' nicht in V' ent-
halten ist. Es gibt dann ein in V vollstindiges O.S{g, (x)}, welches in I/’ nicht
vollstandig ist.

Beweis. Wir gehen von einem in S* vollstindigen O S {p;(x)} aus, also
z. B. vom trigonometrischen OS fiir das Intervall <0, 1> .f(x) -sei eine in V',
aber nicht in V' vorkommende Funktion, Selbstverstandlich ist f(x) nicht =— 0.
Die Koeffizienten der Entwicklung von f(x) nach dem OS{gp,(x)} sind nicht
alle == 0, da doch {@,;(x)}inS* vollstindig ist. Der Einfachheit wegen nehmen
wir an:

1
f Fx) o, (x) dx == 0.
0

L
Wir setzen
1

[ £)0n) ax
® — =g,
ff(x) @, (x) dx
0
(b) . Xn(x)z(]?n(x) +an P, (x)
Wir behaupten, dass aus
1
() [ 4@ 1atx)dr=0 (n=1,23...)

0
fiir ein ¢ (x) eV, die Identitdt ¢ (x)=<0 folgt.
Aus (b) und (c) folgt namlich
, 1 -
(n=1, 2, 3...).
0

1
Ist j G (x) @, (x)dx =0, so folgt aus (d) ¢ (x)==0.
0

1 .
Wire jedoch fcp(x) ¢, (x) dx=E0, so wirde aus (a), (b) und (d) folgen
0

1
: [e@ s
Pa(e) | 0 () — T —— f@) | =0,
| [r@ e @ dx
0

<e
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also

flx)=Ad(x), A0

und f(x)eV, was der Voraﬁssetzung widerspricht.

Von der Funktionenfolge %n(x) lassen wir ¥, (x) fort, da y; (x)==0 und
normieren und orthogonalisieren die iibriggebliebenen Funktionen (welche linear
unabhiingig sind) nach der bekannten Schmidt'schen Methode. Das so gefundene
OS{p,(x)} hat alle in der Behauptung verlangten Eigenschaften.

Dieses OS{g,(x)} besteht aus trigonometrischen Polynomen. Da im Be-
weise nur von der linearen Unabhsngigkeit und der. Vollstindigkeit der Funk-
tionenfolge {g,(x)} Gebrauch gemacht wurde, hitten wir ebenso von der Folge
1, x, x2... ausgehen kénnen und hitten ein OS{¢; (x)} gefunden, das aus ge-
wohnlichen Polynomen besteht '9). ‘ ‘

Ist ¢ eine endliche Zahl aus Z so hat die Abgeschlossen-
heit eines O.S in S“ (wenn @,(x)&.S%) die Vollstindigkeit im kon-
jugierten Bereiche S7 zur Folge. j L

Aus der Abgeschlossenheit in C folgt (wenn ¢,(x)eS™)
die Vollstindigkeit in .S* und aus der Abgeschlossenheit in St
die Vollstandigkeit in S*.

Die vorliegende Arbeit istin vier Paragraphen eingeteilt, u.zw.
stellen wirin'§ 1 einige spater verwendeten Hilfssitze zusammen.
Im § 2’wird in Anlehnung an die Untersuchungen des Herrn H.
Steinhaus?i) hauptsichlich die sog.Konvergenz im Mittel mitder
Potenz d von Orthogonalentwicklungen behandelt; dieser §ist zum
Teil in Zusammenarbeit mit Herrn Z. Lomnicki enstanden. Der
§ 3 enthélt einige Sitze, iliber Faktorenfolgen, welche Orthogo-
nalkoeffizienten wieder in Orthogonalkoeffizienten {iberfiihren.
Im § 4 werden noch einige Eigenschaften der Koeffizientenfolgen
von Funktionen aus S untersucht.

§ 1.
Hilfssatz 1. Voraussetzung. Fiir die Funktionenfolge
(), fi(x)e S5 a>1, sei

) L@ <C =1, 2,
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1) Der somit bewiesene Satz ist in den Satzen des Herrn Gr. Fichten-
holz enthalten (Gr. Fichtenholz: Sur la notion de la fermeture des systémes
.des fonctions, Rend. Circ. Palermo T. L. 1926; Th. I, Lemme p. 4 und p. 13,
ich wurde von Herrn Saks auf diese Arbeit aufmerksam gemacht). Ich glaube
jedoch, dass die im Tekst angewandte Methode durch ihre Klarheit und Kiirze
bemerkenswert ist; mit dieser Methode kénnen iibrigens die erwihnten Sitze
in derselben A]lgemeinheit, wie bei Herrn Fichtenholz bewiesen werden.

. M) H. Steinhaus: Sur les développements orthogonaux, Bull. Ac. Pol, 1926.
Diese Arbeit wird weiter als: Steinhaus, Développements orth, zitjert,

Orthogonalentwicklungen. 7

Behauptung. Es gibt eine Teilfoloe ¢ 3 d ei
Funktion f(x)e.S5“ so dass 0 Un @) und cine

@ i [ (98 dx = [709.¢ (9
fiir jede Funktion g(x)&.S? und
) lm| ,, ()L >0,

Beweis. Fiir endliches ¢ wurde der Beweis dieses Satzes
von Herrn F. Riesz?) geliefert.

Fiir = oo wird der Beweis ganz ihnlich erbracht:

Man findet eine Teilfolge {f;, (%)}, so dass fiir jedes inte-
grierbare g (x) :

1
tim [£,09g () dx

existiert. .
" Insbesondere existiert also fir jedes x aus <0, 1>

im f Four () di = F ().

Aus (1) folgt dass F'(x) der Lipschitz-Bedingung geniigt, also
gibt es eine beschrinkte Funktion f(x), fiir welche

Flx)= f () dx.

Von djesem f({x) beweist man leicht, dass die Bezichung (2)
fir jedes g(x)eS* gilt.

Angenommen, die Beziehung (3) gelte nicht fiir die Folge
{fi; ()} d. h. es sei ’

o @l <L <1 £

fur unendlich viele Indizes p; aus der Folge {n;}.

2) F, Riesz: Untersuchungen iiber Systeme integrierbarer Funktionen

Math, Ann. 69. (1910) vgl. pp. 464—468. ° :
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Wir setzen

s =S ver

E(x) =0 . x&eCE
wo E die Menge derjenigen Punkte bedeutet, in welchen

| /@) | > /) e — e
Es ist

1

ff () 23 dx f\d, flf 7w de >/ @L — ¢

fiir beh’ebiges .> 0 woraus mit Riicksicht auf (2).
I, <L

folgt, was der Voraussetzung widerspricht.
Hilfssatz 2. Voraussetzung. Gegeben ist ein Bereich

S¢(@>1) und ein in S vollstindiges®®) O S{y:(x)}, pn (x)&.S%

I sei ein normierter, vollstindiger Vektorbereich, dessen
Elemente Zahlenfolgen y={c;} sind. Wir setzen voraus, dass jedes
{c:} Koeffizientenfolge einer Funktion aus .S* ist.

Mit.y gehdre auch y™=(cy, ¢3,... ¢, 0, 0,...) dem Be-
reiche I an. Die in diesem Bereiche definierte Norm habe die
folgenden zwei Eigenschaften: erstens

4 wenn lim|7.—y]|=0,
n-—>0o "
wobei Y= {cﬁ") by ={c:},
so sei lim ¢ = ¢ i= 1, 2,..., zweitens
n—>m .
) lim|y®W—y|=0

fiir jedes yeT.
Mit U(7) bezeichnen wir die'Operation, welche einer jeden

Zahlenfolge y I diejenige Funktion aus.S® zuordnet, deren Koef-
fizientenfolge y ist.

- .“) Aus der Voraussetzung" der Vollstéindigkeit in S¢ folgt nach unserer
Definition die Existenz der Koeffizienten einer jeden Funktion aus S

: : + wag be~
kanntlich mit der Tatsache, dass alle ¢n (x) in S8 enthal

ten sind, Aquivalent ist.

Orthogonalentwicklungen. 9

'IBehauptung. Die Operation U(y) ist in I stetig und
es giit

l
6) lim

n->e0

;- f

3
2 e g —f) | =o.
el Ia

Beweis. Es geniigt die Stetigkeit -von U(y) zu beweisen,
da (6) schon daraus und aus (5) folgt.

U(y) ist eine additive Operation, es geniigt also nach einem
Satze des Herrn S. Banach) zu beweisen, dass fiir jedes yeI
die Beziehung

nli’g ” y11‘7’|'z¢ = O
die Ungleichung
(7) Lim [ UG =100,

L =00
zur Folge hat,

Angenommen (7) sei nicht erfillt fir ein yeI. Dann gibt
es eine Folge {7} fiir welche

lim |1i~7], = 0

') Dieser Satz (Banach, Opérations p. 153) kann allgemein in der fol-
genden Fassung ausgesprochen werden: )
.. Wenn in einem normierten und volistindigen Vektorbereiche ¥ eine ad-
ditive Operation /(X) definiert ist und aus fim || Xn— X||="0 (Xn, XcV)
n—-co
(a) im [U(Xa) [ 2| UX)

n-=»w

folgt, so ist U(X) eine stetige Operation.
Wir geben hier einen Beweis dieses Satzes, welcher iibersichtlicher zu
sein scheint, als der von Herrn S. Banach angegebene.
Fr sei die Menge aller Xel/ fiir welche ||U(X)|<k. Die Mengen Fk
sind wegen (a) abgeschlossen. Es konnen nicht alle % nirgendsdicht sein, da
o
V = 2 F, und V nicht eine Menge der ersten Baire'schen Kategorie sein
e
kann. Eines von den Fi ist also in einer Kugel iiberalldicht; diese Kugel ist
also ganz in Fi enthalten, da Fi abgeschlossen ist. Es gibt also eine Kugel,
in welcher | U(X)| <k, also gibt es auch eine Konstante M, so dass

b) : 10X < M| X]

fiir jedes XeV, woraus schon die Stetigkeit von U(X) folgt. L
Wie leicht zu sehen, kann in der Voraussetzung (a) /im durch lim ersetzt

werden, Wire U(X) eine quasilineare Operation, welche der Bedingung (a) ge-
niigt, so kénnte man ganz analog (B) beweisen, woraus jedoch nicht die Ste-
tigkeit von U(X) gefolgert werden darf; (nur die Stetigkeit von |U(X)| ist dadurch
sichergestellt). : -
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Nach Hilfssatz 1 folgt aus (8) die Existenz einer Teilfolge
U(¥a;)=/fu;(x) und einer Funktion F(x)eS* so dass fiir jedes

g(x) aus dem zu S konjugierten Bereiche

© tim [ fug@dx= [ Fg()dx
(10) i A @LEIFL,

gilt. Wir setzen in (9) g(x) = ¢ (x) und beachten, dass aus (4)
und der Vollstindigkeit des O.S {¢:(x)}

Fl)=f(x)=U®

folgt. Die Bezichungen (8) und (10) enthalten also einen Wider-
spruch.

Bemerkung. Wenn man in den Voraussetzungen dieses
Hilfssatzes ¢ =1 setzt, alle ¢,(x) beschrinkt und anstatt der
Vollstandigkeit des Systems {p:(x)} in S* die Abgeschlossenheit
in C voraussetzt und alle anderen Annahmen unverindert lisst,
so bleibt die Behauptung richtig 19). ,

Hilfssatz 3. Voraussetzung. Gegeben sei eine Doppel-
folge von Operationen {U,,(X)}, welche in einem normierten und
vollstindigen Vektorbereiche V' definiert sind und Werte aus nor-
mierten Vektorbereichen 1/, annehmen.

Jedes Upy(X) ist eine quasilineare stetige Operation.

Fiir jede Zeile p existiert eine Elementenfolge {X:?™} so dass

X, @)<1
(11) lim || Uy (X; V)] = 4 o0,
q-—>w
Behauptung. Es gibt ein Element X&V; fir welches in
jeder Zeile
12) lim [Uy ()= +o  (p=1,2,...).

%) Auf diesen Grenzfall des Hilfssatzes 2 hat mich Herr S, Banach auf-

merksam gemacht. ‘Er wird durch leichte Abiinderung des obigen Gedanken~
ganges bewiesen.

Orthogonalentwicklungen. 11

Beweis. Man beweist diesen Hilfssatz am leichtesten mit
der Methode des Herrn S. Saks so wie sie in der Arbeit der
Herren Banach und Steinhaus?) dargelegt ist.

Bemerkung. Dieser Hilfssatz gilt natiirlich auch wenn die
Doppelfolge {U,;(X)} nur endlich viele Zeilen, evil nur eine

Zeile enthilt.
§ 2.

Mit (T') bezeichnen wir eine zeilenfinite Toeplitz'sche Sum-
mationsmethode (kurz T -Methode) mit der Matrix

b, by, bia,... blq... big,
1)21, 1722, bzs,... bgq... ...52%

by, bpa, bysye.. by ... e bpg,

Die mit dieser T-Methode erhaltene Summe einer Reihe
® o
2 a, bezeichnen wir mit (7) llav.
LI P =

Gegeben sei ein OS5 {¢;(x)}. Wir setzen

n q »
Ki(x, t)= 2 bnq( 2 9 (x) g (t))

g=1 b=1
n
0. [f] = Ebnqsq[f]-
. g=1

In diesem § werden hauptsfichlich O.S behandelt, welche
den folgenden Voraussetzungen geniigen:

(139 [ pa ()| < Ma

(13) (13") f}l’(’,, (x, 9)] dx < A.

Satz 117). Voraussetzung. Das O S{p:(x)} geniigt den
Bedingungen (13).

1) §. Banach - H. Steinhaus: Sur le principe de la condensation de singu-

4 o th, 9. (1927) pp. 50—61. . .
hutés,i!’)ug;;a l\élg'tlzle ?...(5 wul)'dl;rpl gemeinsam mit Herrn Zb. Lomnicki bewiesen.
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Behauptung. Damit die Orthogonalreihe
[*e]
(14) 2 Co Py (X)
. “

Orthogonalentwicklung einer Funktion aus S“(a¢ > 1) sei, ist hin-
reichend und notwendig, dass fiir alle n die Beziehung

(15) ! lon ()]« <C

gelte, wobei 0,(x) das n-te Element der 7- Transformierten

der Folge J ;V_lcw P (x)} bedeutet.

=

Beweis. 1°. Die Bedingung (15) ist hinreichend.

Nach Hilfssatz 1 gibt es eine Funktion f(x) aus S* und

eine Teilfolge {0, (x)}, so dass

1

1
{Z?o On; () i (x) dx = / F(x) @i (x) dx
0 [

A 1
fir jedes k=1, 2,.... Es ist also ¢z = /f(x) o (x) dx.

29, Die Bedingung ist notwendig. Wir nehmen an, dass
@ <o, da der Grenzfall ¢ = oo durch Herrn Steinhaus!¥) er-
ledigt worden ist.

Es ist

olf]= f K. (x, 9(x) dx.

Unter Anwendung der Hélder’schen Integralungleichung
ergibt sich daraus

- [ 1 \;L 1 %
8
;an[f]|<|L[]K(x,i) £ G [ de [ “;K,,(x,t)ydx]
4]
wobei £ die zu « kon]ugxerte Zahl bedeutet.

Indem man diese Ungleichung zur a-ten Potenz erhebt und
nach ¢ integriert, erhilt man

!8) Steinhaus, Développements orth, p- 26, 35; Th. IV, 1v".

Orthogonalentwickl ungen. 13

1
[1a. N

0

0

@
3\ B

1 {7 )
[lK,,(-LﬂHf(x adlj! {-Uf K(X, ldXJ! \\

0

f
R
f’K(x,t)Hf(deA} P

ar [ }fA)I“flK(x,t)Idt} dr<

KK

I

l

1
AT [
0

woraus sofort

(16) , lon A1 <A[f(x)].
folgt. ;
Bemerkung. Im Beweise, dass (15) eine hinreichende Be-
lingung darstellt, wird nur von: der Eigenschaft (13") des O.S
Gebrauch gemacht.

Satz 2. Voraussetzung Das O.S {p:(x)} geniigt den
Bedingungen (13).

Behauptung. Die hinreichende und notwendige Bedin-
gung dafiir, dass (14) die Orthogonalentwicklung einer Funktion
aus S¢ sei (1<{a <o) lautet ‘
a7 lim || (x) — 0a(x) [, = 0

n, m—rw

wabei 0,(x) dieselbe Bedeutung hat wie in Satz 1.
Beweis. 1°. Die Bedingung ist hinreichend. Aus (17) folgt
die Existenz einer Funktion f(x)&S% fiir welche

lim ||a, (x) f@l. =

n >

fiir welche also auch

1
ce=| f(x)p(x)dx.
=
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20, Die Bedingung ist notwendig. Die Beziehu.ng 17)
gilt fiir jede beschrinkte Funktion. Ist namlich |2 (x)| < M, so
folgt aus dem Riesz-Fischer’schen Satze

1

lim | (6a[h) — 6.[A])2dx = 0.

n, m—>% b

Fir n, m > N(J) ist also
1
ﬂ%we%wwﬂ<w“.
0 .

Nur auf einer Menge £ mit | £| < d% gilt also -
|0 [A] — 0a[A]| > .
Fir n, m> N(J) ist ferner

(1 T
H%w—mmm=kﬁmm—%mw&J=

- Ufam[h]— ou[K] ¢ dx +f; 0 [A] — 0, [A] | dx} “ <
E cE

1 1

't

~\<(IEIQ£{‘A[5M“ + d‘a)a < d‘(Qdechu -+ I)Tz-
Es ist also fiir jede beschrinkte Funktion
(18) lim [ on(x) = 0 (x)[, = 0.

Nach -dem Beweise von Satz 1 ist fiir jede Funktion aus
S* die Bedingung (16) erfiillt; daraus und aus (18) folgt die Not-
wendigkeit unserer Bedingung. :

Satz 3. Voraussetzung. Das OS{p:(x)} geniigt den
Bedingungen (13). , ‘

Behauptung. Mit f; seien die Koeffizienten einer Funk-
tion f(x)eS“ bezeichnet; wenn g; Koeffizienten einer Funktion
g(x) aus dem konjugierten Bereich S¢ sind, so ist die Reihe

co

(19) ’ A}: fﬂ* v

re==1

: 1
T - summierbar und ihre 7'~ Summe ist gleich / F(x) g(x) dx,‘ wobei
0

F(x) eS¢ und {fiy die Koef.fizi-entenfolge von f(x) ist.

Orthogonalentwickl ungen. 15

Beweis..‘Die Behauptung folgt fiir @ < o0 unmittelbar aus
Satz félmd fiir @ = o aus den Sitzen 1, 2 und dem Hilfssatze 1.
atz 3. Voraussetzung. Das OS{p:(x)} geniigt den
Bedingung (13). ‘ / g g
Behauptung.. Wenn eine Zahlenfolge {g;} die Eigen-
schaft hat, dass fiir jede Koeffizientenfolge {f;} einer Funktion
f(x) aus S® die Reihe
0
S
T'- summierbar ist, dann ist {g;} die Koeffizie;ltenfolge einer Funk-
tion g(x) aus dem konjugierten Bereiche ,S7.

‘Bcweis. Mit {0 (x)} seien die 7'- Transformierten der Folge

!
{ b 1 v (x) } bezeichnet. Aus der 7-Summierbarkeit der Reihe
Yo ' )

X fogv folgt die Existenz von

LTS

1

lim | 0,(x) f(x) dx

n~—reo

fir jedes f(x)&S“ Nach einem bekannten ‘Satze ist daher
o)< C. '

Nach der Bemerkung zu Satz 1 folgt daraus unsere Be-
hauptung fiir 1< a < co. Der Fall ¢ = o ist in der Arbeit des
Herrn H. Steinhaus?) erledigt werden.

Satz 4. Voraussetzung. Das OS{p(x)} geniigt den
Bedingungen (13). '

Behauptung. Damit eine Faktorenfolge {4} jede Koef-
fizientenfolge {f;} einer Funktion f(x)e.S* wieder in eine Koeffi-
zientenfolge {;f;} einer Funktion aus demselben Bereiche S°
transformiere, ist hinreichend uad notwendig, dass die Faktoren-
folge {1} jede Koeffizientenfolge {g:} einer Funktion g(x) aus

" dem konjugierten Bereiche SF in die Koeffizientenfolge {Z: g:}

einer Funktion aus S transformiert. . )
 Beweis. Die Behauptung folgt unmittelbar aus den Sitzen
3 und 3.

19) Steinhaus, Dévéloppements ort. p. 28, 36 Th. VIIL, VIII".
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Satz 5. Voraussetzung. Das O.S{p; (x); geniigt den
Bedingungen (13). ‘

Behauptung. Die folgenden drei Eigenschaften des
O S {¢: (x)} sind dquivalent:

(a) Vollstindigkeit im Bereiche S¢

(b) Abgeschlossenheit im Bereiche S* (1 <o < o),

(c) die verallgemeinerte Parseval’sche Gleichung

=1

(D2ﬁ9=ﬁwﬂﬂh

Dabei bedeuten fv resp. g» Koeffizienten von beliebigen
Funktionen f(x)eS% resp. g(x)eS?.

Beweis. Die Behauptung folgt unmittelbar aus den die Ab-
geschlossenheit und Vollstandigkeit betreffenden Bemerkungen
der Einleitung und den Sitzen 2, 3.

Die bisher bewiesenen Sitze sind z. B. auf das trigonome-
trische und Haar’sche System, auf die Sturm - Liouville’schen Ent-
wicklungen u. s. w. anwendbar. So erhilt man z. B. fiir das trigo-
nometrische System einen Satz von W.-H. Youn g2%; dass die
Entwicklung einer Funktion aus S“ nach dem Haar'schen System
mit der @-ten Potenz im Mittel konvergiert, bemerkte zuerst Herr
J. Schauder®). ‘

Wir zeigen noch, dass Satz 2, insbesondere die Eigenschaft
(17), nicht fiir jedes System gilt: .

Satz 6. Es gibt ein OS5 {¢.(x)} mit der folgenden Eigenschaft:

Zu jeder zeilenfiniten 7'-Methode und jedem @, 1 < o< o
existiert eine Funktion f(x)e.S% fiir welche

20) lim o[£l = + o,

wobei 0,[f] die n-te 7-Transformierte der Folge {s,[f]} be-
deutet. ‘ :

Beweis. Wir betrachten ein O.S{p;(x)} welches in S* aber
in keinem S“(¢ <2) vollstindig ist und aus beschrinkten Funk-
tionen ¢.(x) besteht. Die Existenz eines solchen O.S ist z. B.

) }\Z/gl. EEr“]cyklop}'alidfie Ié C 10 (Hilb-Riesz) p. 1213. .
%) Eine Eigenschaft des Haar'schen Orthogonals stems, Math, Zeit-
schrift, 27 (1928). Was_ das Haar'sche OS betrifit vgzgl. A.y Haar: Zl?r 1'I'he:l}ie
der orthogonalen Funktionensysteme, Math, Ann. 69 (1910) Kap. 111, pp. 361—269.

Orthogonalentiwicklungen. , 17

durch unsere Uberlegungen in der Finleitung sichérgestellt. Jedes
derartige System besitzt bereits die behauptete Eigenschaft.

Angenommen, bei einer gewissen zeilenfiniten 7'~ Methode
und einem gewissen ¢ sei fiir jedes f(x)e .S

@en lo. /M. <LIf] (=1, 2,..).

Wir kénnen @>>2 annehmen. Die Gleichung
1 1
JalAe@de= [aldrede
0 0

gilt fiir ein beliebiges Paar von Funktionen f(x), g(x) aus kon-

jugierten Bereichen. Wenn (21) fiir jedes f(x)&S* stattfindet,

so folgt
1

[algdf@d<Lilg@l (=12 3..)
0 .
fiir beliebige f(x)&S“ Nach einem bekannten Satze ist also
Jonlglls < L' [g] (=1, 2, 3..).
Fir ein f(x)¢S% dessen Entwicklung asymptotisch kon-
vergiert, (eine Folge {;(x)} heisst asymptotisch konvergent gegen
eine Funktion y(x), falls lim |[E(|y.(x) — ¢ (x)|>¢) | =0 fiir

alle £¢>0 ist), folgt aus (21) die Beziehung
lim ou1/1= /11, =

bei jedem J < «?®2). Daraus ersicht man, dass fiir ein gewisses

d> 2, fiir jede beschrankte Funktion % (x)
(22) Lim [lon[R ()] = A ()]s = 0

ist. Aus (22) folgt die Abgeschlossenheit von {;(x)} im Bereiche
S? also die Vollstindigkeit dieses O.S in dem zu S? konjugierten

: d
Bereiche d. h. im Bereiche der mit der —m-ten Potenz _

(()‘ j 1< 2) integrierbaren Funktionen, was mit der vorausge-

setzten Unvollstindigkeit des O.S{¢;(x)} unvereinbar ist.

) Dieser Satz ist mir aus den Vorlesungen des Herrn S. Banach be-
kannt, einen allgemeineren Satz findet man in der Arbeit der Herren S. Kacz-
marz- L. Niklibore: Sur les suites des fonctions convergentes en moyenne, Fund.

Math. 11 (1927) vgl. Satz auf S.161-162.
Studia Mathematica.

2
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Wenn man sich auf positive T-Methoden (d. h. solche mit
nichtnegativen Koeffizienten) beschrénkt, so behilt die Behaup-
tung des Satzes 6 auch fir =1, ¢ = ibre Geltung.

§ 3.

Wir kommen noch einmal auf das Problem zuriick, auf wel-
ches schon in Satz 4 des vorigen § hingedeutet wurde. Wir

‘wollen jedoch von anderen Voraussetzungen ausgehen.

Definition. Eine Zahlenfolge 4= {4} heisse eine Folge vom
Typus (, d) inbezug auf ein O.S {@: (x)}, wenn fiir jede K;oefﬁzien~
tenfolge {f;} einer Funktion f(x)aS“ die Folge {1:f;} die Koeffi-
zientenfolge einer Funktion aus S7 ist.

Die Menge aller Folgen vom Typus (¢, d) inbezug auf ein
O S| ¢:(x)} bezeichnen wir mit T (e, d).

Allgemeiner kann man die Menge 7 (V, V') aller Faktoren-
folgen betrachten, welche die Koeffizienten einer beliebigen Funk-
tion f(x) aus dem Vektorbereiche I/ in Koeffizienten einer Funk-
tion aus dem Vektorbereiche I/* transformieren ).

Satz 7. Voraussetzung. Gegeben sei ein in S” vollstin-
diges O .S {g:(x)].

Behauptung. (23) 7T (o, ) > T(C, C),

(24) T (o, ©) DT(R, R)
wobei mit R die Menge der im Riemannschen Sinne integrier-
baren Funktionen und mit C, wie schon frilher, die der stetigen
Funktionen bezeichnet wird.

Beweis. Wir beweisen nur die Beziehung (24); der Beweis
von (23) verlaiift ganz analog. ' ‘

1% Es liegt in der Natur der behandelten Probleme, dass
zwei im Riemannschen Sinne integrierbare Funktionen als iden-

tisch betrachtet werden, wenn sie nur in einer Nullmenge von-

einander verschieden sind. Wenn wir diese Vereinbarung treffen
und die Addition von Funktionen aus R, sowie auch ihre Multi-

plikation mit einer reellen Zahl im gewdhnlichen Sinne definieren,
so kann R ersichtlich als ein Vektorbereich betrachtet werden.

) Solche Faktorenfolgen, besonders fiir den Fall des trigonometrischen
OS waren schon Gegenstand vieler Untersuchungen. Beriihrungspunkte mit den
Erbrterungen dieses § weist insbesondere eine Arbeit des Herrn M. Riesz auf.
(M. Riesz: Sur les maxima des formes bilindaires et sur les fonctionnelles liné-

aires, Acta Math. 49 (1926) pp. 465—407, vgl. insh. pp. 474—491). In dieser
Arbeit sind auch Literaturangaben zu finden.
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Als Norm wollen wir in R die Norm der beschrinkten Funktionen
verwenden, d. h. |g(x)[r =g (x)|,, fir g(x)eR setzen.
" Das einzige, was eines Beweises bedarf, ist, dass der Be-
reich R bei dieser Normierung vollstindig ist.
Herr C. Carathéodory?) hat eine hinreichende und not-
wendige Bedingung dafiir angegeben, dass fiir eine beschrinkt-
messbare Funktion % (x) eine im Riemannschen Sinne integrier-

bare Funktion g(x) existieren soll, welche mit A (x) dquivalent
ist, d. h. fir welche

h(x) =g (x).

%(x) sei die grdsste??) nach unten halbstetige Funktion
welche der Bedingung ‘

7 (x) < h(x)
geniigt, ;
X(x) die kleinste20) nach oben halbstetige Funktion, fiir
welche
- X (x) =R (x)
gilt. :
Die Bedingung des Herrn Carathéodory lautet nun
7 () = X (x).
Wenn man fiir die beschrankten Funktionen A; (x), As(x), A(x)=
= h; (x) +hy (x) die entsprechenden Funktionen ;5 (x}, X, (x), %z (x),

Xp (x), %(x), X(x) bildet, so gelten, wie leicht einzusehen, die Un-
gleichungen -

(25) X)) <X )+ X
(26) 700 = (x) + 2 (x).

Nun sei {g:(x)} eine Folge von Funktionen aus R welche die Be-
dingung von Cauchy erfiillt:

(27) ) lq"’_’;‘wugp (x) — g, (0|, = 0.

. %) C. Carathéodory: Uber die Fourierschen Koeffizienten der nach Rie-
mann integrierbaren Funktionen, Math. Zeit. 1 (1918) pp. 309—320. .

2%5) Die grosste® bedeutet hier Folgendes: Jede nach unten halbstetige
Funktion ¢(x) fiir welche ¢ (x) < k(x) gilt, erfilllt die Ungleichung O (x) <y (x)
iberall ) o L .

) Die kleinste® in demselben Sinne wie vorhin die grosste d. h. fiir
jede nach oben halbstetige Funktion §(x) welche der Bedingung A (x)<{d (x)
geniigt, gilt X (x)<¢(x) iberall

e
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Die Funktionen %(x) und X(x) fir gu(x) bezeichnen wir
entsprechend mit 7, (x), Xn {x).
Fiir p,g> N(e) ist
|gp (x) — g4 () | <.
Daraus folgt unter Beriicksichtigung der Definition und der
Eigenschaften (25), (26) der Funktionen ¥ (x), X(x)
X, (x) — X, (x) |<e
e () ~ A () <
fiir p, ¢ > N(e) und jedes X (nicht nur fast iiberall). Die Folge
{7:(x)} konvergiert also gleichmissig gegen eine nach unten halb-
stetige Funktion 7(x) und ebenso die Folge (Xi(x)} gegen eine
nach oben halbstetige Funktion X(x). Nach dem angefithrten
Satze des Herrn Carathéodory ist

A (%) == g () == X, ().

Andererseits folgt aus (27) bekanntlich die Existenz einer solchen
beschrankten Funktion A(x), dass

lim |gn ()= ()] =0.

Es ist also
% () 2= R () = X (x)

also existiert nach der Carathtodory’schen Bedingung eine im
Riemannschen Sinne integrierbare Funktion g(x), fiir welche

R (x)==g (%),
also auch
lim [ g (x) = g = 0.

2°. Es sei {4}eT (R, R). Der Funktion g(x)eR mit den
Koeffizienten g, entspricht dann eine einzige Funktion «[g(x)]
aus R mit den Koeffizienten 1,g,. Es ist also in R eine additive
Operation 4[g(x)] erklart, deren Werte dem Bereiche R an-
gehdren. '

Wir behaupten, dass diese Operation stetig ist. Es geniigt
zu zeigen, dass die Voraussetzung des angefiihrten Satzes von

Herrn S. Banach?®) erfiillt sind.

1) Vgl ),
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Anderenfalls gibt es nimlich in R eine Folge {g:(x)} und
eine Funktion g(x), so dass

(28) 1!_73; lgn(®) — g, =0
(29) lim | Aga (@] <] Lg (N
Aus (28) folgt |
1 1 .
(30) f A[g(x)] @ (x) dx = lim e | ga(x) pr (x) dx =

0 .
1

N nll:l f A[gn (x)] i (x) dx.
0

Anderseits existiert wegen (29) nach Hilfssatz 1 eine beschrinkte
Funktion A(x), so dass fiir jedes f(x)eS?

. 1 1

(31) lim [ lg, (A1 () dx = [r@ 10 ax
0 0

(32) lim | 4[ge, (9> 1A @]

Aus (31) und (30) folgt hnlich wie bei dem Beweise des Hilfs-
satzes 2 die Unméglichkeit von (29). — Es gibt also eine solche
Konstante M, dass fiir alle g(x)&R die Ungleichung
(32) |4lg (N < Mg )
gilt. : :

Es sei h(x) eine beliebige beschrinkte Funktion. Dann gibt
es bekanntlich eine Folge {g:(x)} von Funktionen aus R (die
sogar stetig sind), fiir welche die folgenden Beziehungen gelten

[ lanl<IRL
(33) | lim g(d) =R

n—>w0

Nach (32) und (33) sind die Normen | 4[g. (x)]||., beschrénkt,

man kann also eine beschrinkte Funktion 4(x) angeben, so dass
1 ' 1
lim [ g, (17dx= [b07 (0 d
>0 b

fiir jedes f(x)&S". Setzt man hier f(x) = g (x), so beweist man
nun leicht mit Hilfe von (33), dass
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1 1
f b () gr () dx = f h () g (x) dx
0 0

d. h. A[h(x)] = b(x).

Satz 8. Voraussetzung. Gegeben sei ein in C abge-
schlossenes OS{¢;(x)} von stetigen Funktionen.

Behauptung. (34) T(C,C)=T (0, o).

Beweis. Analog wie bei Satz 7 beweist man, dass fiir
{&}eT (0, ) die Operation U[h(x)] = 4[4 (x)] mit dem Defini-
tionsbereich S” und dem Wertebereich S” stetig ist. Jedes Or-

thogonalpolynom w (x) = -M » @, (x) wird durch die Faktorenfolge

v==1

{4} in ein stetiges Orthogonalpolynom [w(x)] transformiert.

Wegen der Abgeschlossenheit des O.S {¢;(x)} in C gibt es eine

Folge von Orthogonalpolynomen {w;(x)}, so dass
lim (9~ £ = 0,
also wegen der Stetigkeit von U[A(x)] = 4[A (x)]
lim | 4T (3] ~ ALz (], = 0.

Fir 4[g(x)] kann daher eine stetige Funktion gewahlt
werden. Folglich ist {4}eT(C,C), also T(w, o) C IT'(C, C).

Nach dem vorhergehenden Satze ist 7(C,C) C T(o0,®) also

gilt (34).

Satz 9. Voraussetzung. Gegeben sei eine Zahl ¢,
1 <a< o, ferner ein in S* vollstindiges O.S{¢:(x)}, dessen
Funktionen ¢,(x) mit der Potenz ¢ (und wegen der Vollstin-
keit in S* auch mit der konjugierten Potenz () integrierbar sind.

Behauptung. (35) T(¢,@) C T(5,0).

Satz 10. Voraussetzung. Das OS{p:(x)} erfille die
loraussetzung von Satz 9 mit einer solchen Zahl «, dass
1<eg2

Behauptung. (36) T(z, o) = T (8,0)

37) T@©,0) > T(ea)
fiir jedes d zwischen ¢ und g.

Satz 11. Voraussetzung. Gegeben sei ein in C abge-
schlossenes O S {¢; (x)} von beschrinkten Funktionen.
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Behauptung. (38) 7(1,1) =T (w0, )
39 T@,9) > T1)
fiir jedes J zwischen 1 und oo,

Beweis 1°. Durch eine der vorhergehenden analoge Schluss-
weise beweist man unter Beriicksichtigung der Beweismethode
des Hilfssatzes 2, resp. der Bemerkung zum Hilfssatz 2 Folgen-
des: Fiir ein gegebenes {1} ¢7T (a,a) gibt es eine solche Kon-
stante M, dass

(40) | Lf Gl < M f ) [,

Auf Grund dieser Ungleichung hat man also fiir jedes
g(x)e S

1

[atr e de< Mg @£

0
Es ist also (im Falle 1 Le< o )fﬁd[f(x)]g(x) dx eine in

S¢ definierte additive stetige Operation, deren Wertebereich die
reellen Zahlen bilden. Es existiert also eine Funktion 4*[g (x)]¢.S7,
fir welche

1 1

[ 1e01f @ de = [atf@g @ d
S0 ’ 0
Indem man f(x) = @i (x) setzt, findet man

1 1
[l o g de = e [ 5 (192 ()

0

20 Uber den Beweis, dass T (w0, ®) C T'(1,1) wollen wir
folgendes bemerken: Wenn {4}&7 (%, @), so gilt (40) fir ]edeoso
h (x) & S (wobei in (40) @ = oo zu setzen ist). Fiir jedes h(x)aS

und ein bestimmtes f(x) & S! ist also

@y f AT () de < MR G 1/

Die Menge der Orthogonalpolynome ist iiberalldicht in 31
Angenommen, es sei ;
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(42) lim | wn () = fOh =0

n —roG
N(n)
w, (x) = 2w, @ 9, (%),

Da

1

f A[h ()] wa (x) dx = f A* [z;n ()]~ () dx

i) 0

N(n)
A¥[wa (D] = Xk 10 Opa(0)

r=1

so folgt aus (41) und (42) fiir jedes A (x) &S die Existenz des
Grenzwertes

lim | A% [w, (x)] A (x) dx.

n-—»w0

Nach einem Hilfssatze des Herrn H. Steinhaus 28) existiert
also eine Funktion «* [f(x)] = f(x) &S}, fiir welche

1 1
lim | 4*[w, )] A (x) dx = f L[ (9)] A (%) dx.
n->% F

Indem wir in dieser Gleichung A (x) = @i (x) setzen, erhal-
ten wir mit Riicksicht auf (42) :

f A*[f (O] @ (x) dix = X j @) o () dx.

30 (37), (39) folgt unmittelbar aus einem Satz von Herr:
M. Riesz29).

Von den Mengen T (¢, @) mit beliebigem « ist zur Zei
nicht viel positives bekannt. Als ein abschliessendes Ergebni:
wire erst die Kenntnis der die Menge T (e, @) fiir ein gegebenes
OS {g: (x)} charakterisierenden Bedingungen zu betrachten. Nur
im Sonderfalle o = 2 kann dieses Problem als vollstindig erle-
digt gelten. Aus dem Riesz-Fischer’schen Satze folgt nimlich
unmittelbar, dass eine Folge dann und nur dann in T(2,2) (fiir

%) Steinhaus, Devéloppements orth. p. 14. ‘
) (Vgl die unter ) genante Arbeit, Théor. VI. p. 481,
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ein beliebiges OS) enthalten ist, wenn sie beschrinkt ist. Wenn
also ein OS {9:(x)} die Voraussetzungen von Satz 10 resp. 11
erfiillt, so wissen wir jedenfalls, dass T (¢, @) nur aus beschrénk-
ten Folgen besteht. Man kann jedoch fragen, wann es eine be-
schrénkte Folge gibt, welche der Menge 7 (¢, @) nicht angehdrt.
Diese Frage werden wir nur in einem einfachen Falle beant-
worten. )

Satz 12. Voraussetzung. Das OS|¢:(x)! besteht aus
beschriankten Funktionen und ist in S vollstindig.

Behauptung. Es gibt eine gegen Null konvergente
Zahlenfolge, welche in T (o0, %) nicht enthalten ist.

Beweis. Angenommen, essei 7 (c0,®) > I'*. Wir betrach-
ten eine bestimmte beschrinkte Funktion A (x); ihre Koeffizien-
ten seien A, Wir definieren eine Operation U[{4; hil] = Ay (%),
wobei A (x) diejenige beschrinkte Funktion bedeutet, in welche
h (x) durch die Faktorenfolge {4} ¢ I' transformiert wird; A; (x)
hat also die Koeffizienten {4; A}, — U[{% A:}] ist also eine addi-
tive Operation, deren Definitionsbereich die Menge aller Folgen
{4 h:} ist (wobei {4} beliebig in I'* variert), und deren Werte-
bereich in S° enthalten ist. Aus dem Hilfssatz 2 folgt die Ste-
tigkeit dieser Operation falls man die Norm von {4; ;} als max | 45,|
definiert wobei n; alle, der Bedingung /., == 0 geniigende Indices
bedeuten. Daraus folgert man, dass fiir jede Folge (L} ¢ I'" die
Beziehung

(43) lim “ X ke, ()= () =0
n—»0 =1 {
gilt.
Aus der Stetigkeit unserer Operation und dieser Beziehung
folgt :

a) OS {g: (x)} ist vollstindig in S?;

b) es existiert eine solche Menge M vom Mass 1, dass
die Entwicklung einer beliebigen beschrankten Funktion
fiir jedes x &M (sogar absolut) konvergiert *°).

30) Die Existenz einer solchen Menge kann folgendermassen uac.hge-
wiesen werden: {M;} sei eine Folge von Mengen mit den folgenden Eigen-
schaften:

) | lim Ma|=1;

n-—+%
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- Da sich jedoch leicht zeigen ldsst ), dass ein OS {g; (x)}
nicht gleichzeitig beide Eigenschaften a) und b) aufweisen kann,
so sind wir zu einem Widerspruch gelangt.

Mit Hilfe der Theorie der linearen Operationen kénnen
noch manche andere Probleme behandelt werden, welche Fakto-
renfolgen aus verschiedenen 7'(V, V) betreffen.

Es ist z. B. bekannt, dass fiir das Haar’sche OS jede mo-
notone Folge, oder allgemeiner jede Folge mit beschrinkter

o
Variation (d. h. mit 3" |4, — 4 4| < - o) zur Menge T (o0, 0)
v=1
gehdrt, wahrend dies fiir das trigonometrische OS nicht mehr
gilt. Nun kann man leicht folgendes zeigen: Fiir ein in 5% voll-

standiges OS {¢;(x)}, das aus beschrdnkten Funktionen besteht,"

gehort jede Folge mit beschrinkter Varation dann und nur dann
zur Menge 7 (e, ®), wenn

1

fbt;\z’q?v(x)gov(t)]dxk%l (n=1,2...)

0 V=1

"Gerade diese Bedingung ist zwar fiir das Haarsche, nicht
aber fiir das trigonometrische OS erfiillt.

Ein anderes Beispiel: Wir betrachten ein aus beschriink-
ten Funktionen bestehendes (nicht notwendig vollstindiges)
OS (@i (x)}. Angenommen wir hitten fiir abzihlbar viele Zahlen
@ (1 <@, <) je eine beschrinkte Faktorenfolge {A; (“">} ge~
funden, welche zur entsprechenden Menge T'(a,, @) nicht ge-
hért. Dann kann der folgende ,,Verdichtungssatz® ausgesprochen
werden: Es gibt eine beschrinkte Faktorenfolge {4}
welche keinem T (¢4, @) angehért. Unter der zusitzlichen

b) der Durchschnitt von Mn mit einem belichigen Intervall ist leer
oder von positivem Masse ;

¢c) jede Eunktion'tpi (v) ist in jeder Menge Ma stetig.

Die Existens einer solchen Folge {M;} kann leicht mit Hilfo des be-
kannten Luzinschen Satzes (Vgl. z. B. Fund. Math. III (1922) W. Sierpifiski:
Démonstrations de quelques théoremes...) sichergestellt werden. Aus (43), b), ¢),
folgt nun, dass die Entwicklung einer beliebigen beschriinkten Funktion in jeder
Menge My also auch in M = lim My absolut konvergiert, ‘

n—+ow

3) Vgl. W. Orliez: Zur Theorie der Orth el
1927, 598 Bomrkarez? oZur Th rie der Or ogonalrmhgn, Bull Ae. Pol.
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- Voraussetzung der Abgeschlossenheit in C von OS {¢; (x)} kann

auch der Fall ¢ = 1 zugelassen werden.
§ 4.
Gegeben sei ein OS {g:(x)]. Wir setzen voraus, dass fiir
jedes f(x) aus S” die Koeffizienten der Entwicklung nach {g; (x)}
einem Sinn haben. Die Gesammtheit der entsprechenden Koeffi-

zientenfolgen nennen wir 2 (d).
Man kann u. a. fragen, fiir welche OS zwischen I und £

" eine der folgenden Beziehungen besteht. Wir bezeichnen wie

gewdhnlich mit @, £ konjugierte Exponenten und es soll dabei,
wie iiberall im folgenden & < g sein, so dass 1< <(2,5>2.
it Q(a) ¢ I,
L Q@) >I-
1, Q) c 1?
aber fiir jedes 1< d <@
Q) g I
II; Q@) >I*
" aber fiir jedes d >«
Q@) v I
M, a) L) ¢ I~
b e@aer
fiir jedes 1 << d < 2.
% M, a) 2 »I%
b) 2(e) » Tt
fiir jedes 6 > 2.

Kein einziges dieser Probleme wurde bisher vollstindig erle-
digt. Die Problemel sind fiir den Spezialfall & = g = 2 durch den
RieszFischer'schen Satzgeldst. Indem Spezialfall a=1,4 =
ist die gleichmissige Beschrinktheit der ¢.(x) als notwendige

i i ivi hinrei-
inreichende %2) Bedingung fiir I, ‘und als (}rwxale)_
lclggndl;mr];:éigzung)fﬁr I bekannt. Diese Bedingung ist nach

F. Riesz') auch hinreichend fiir beliebige konjugierte «, g. Ob

i Hahn, Satz
# di ter 9 genannte Arbeit des Herrn H. ,
XVilla ]))Yl%l l:lza‘\;u J. x?v[:rt;:: Lgndon Phil. Trans. A 211 (1912) pp. 111118,

3) F. Riesz: Uber eine Verallgemeinerung der Parsevalschen Formel,

Math, Zeit 18. (1923) pp. 117—124.



Polska Biblioteka Wirtualna ICM

28 W. Orlicz.

das Problem Il. Gegenstand von Untersuchungen war, ist uns
nicht bekannt. Die Eigenschaften Ill, und Illl, wurden fir einige
OS wie z. B. fiir das trigonometrische OS?*) und das Haarsche
OS %) bewiesen. Einige Bemerkungen iiber Ill; a) findet man in
der unter 3%) zitierten Note. '

In diesem § befassen wir uns hauptsichlich mit den Be-
zichungen zwischen diesen verschiedenen Problemen. Obgleich
die Existenzfragen nur zum kleinen Teil erledigt sind, bietet die
Untersuchung dieser Beziehungen ein gewisses Interesse.

Satz 13. Voraussetzung. Gegeben sei ein OS{¢; (x)},

dessen Funktionen mit der g-ten Potenz integrierbar sind, und
fir welche
Q) c rt (Eigenschaft Iy).
Behauptung. 1% Es gibt eine Konstante K >0, so
dass fiir jedes f(x) aus S* '
(49) Kt < K[ £ ()
gilt.
20, Es ist
L@ o> re
dh. aus [; folgt L.

Beweis. 1°. Die Operationen

(Eigenschaft I5)

{
Unlf (0)]= iL 3

v=1

],1
‘*Iﬁ n=1,2..)
) N

1 o
[#@9,6 dx
0 .
sind quasilinear und stetig in S*% Aus 2 (¢) ¢ I'¥ und Hilfssatz

3 (angewandt auf die Folge {U;[f]}) folgt (44).
2% Fiir ein beliebiges {g:} aus I und ein beliebiges {f£} aus

£2(a) folgt wegen I, die Konvergenz von 3 g, f,, was nach dem
v=1

Satze 37%) Q(g) 5> ™ ergibt.

%) T. Carleman: Uber dié Fourie;koeffizient n ei i i
‘ tetigen F
Acta Mathematica 41 (1918) pp. 377384 G. H. Hardy — J. Ecﬂi»glucml? :

?ggn:éé)éoblems of Diophantine approximation, Acta Math.~ 37 (1914) pp.

) |, e. ) p. 105.

%) Man bemerke, dass die Behauptung' des Satzes 3 fiir ein gegobenes o

schon dann gilt, wenn man nur 3 i i
Potons iy weun voraussetzt, dass die qn (x) mit der f-ten
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Satz 14. Voraussetzung. Gegeben sei ein in S° voll-
stindiges OS {¢; (x)} dessen Funktionen in S? enthalten sind.

Es sei ausserdem

L) o> I+ (Figenschaft I,).

Behauptung. 1% Es gibt eine solche Konstante K’ > 0,
dass ‘
(45) lg Ceylp < K'[ {gi |

20, Es gilt

Q(a) ¢ I?

d. h. aus I; folgt I.

Beweis. 1°. Um den Hilfssatz 2 anzuwenden, wiahlen wir
fir I' den Bereich I'* und ersetzen den dort vorkommenden
Bereich S* durch S° was zulissig ist, da doch in Hilfssatz 2
@ eine beliebige Zahl > 1 sein darf. Nach Hilfssatz 2 ist also die
entsprechend definierte Operation U (y) stetig, woraus (45)
folgt 37).

20, f(x) sei eine Funktion aus S* und {g:} ¢ I'* die Koef-
fizientenfolge einer Funktion g(x) &SP,

Aus (6) ergibt sich sodann

1

v [oe]
lim [ f(x)s.[lg@] dx= 3 f &
n J '
fiir jede Folge {g:} ¢ I*®. Nach einem bekannten Satze von Herrn

Landau ist also

(Eigenschaft I,)

v=1

o0
SAIP<+ o
y=1 ‘

oder {fi} ¢ T8 ),

") Wenn wir in Satz (14) die Voraussetzung der Vollstandigkeit des
OS {o; (x)} weglassen, dann folgt aus 2(B) DI nur die Exisiel.m einer so%-
chen Konstante K, dass es fiir jede Folge {g;} =Q () eine Funktion g (x) mit
1
gy = 5 2 (x) p, (x) dx gibt, fiir welche (45) gilt. Bei uns ist dagegen g(x)
0 .

einzig. .
38) Wenn fiir ein in S8 volstindiges OS {g; (x)} mit ¢, (x) = Sﬁ z .B.d I
1 h 1, gilt, dann sind, wie man leicht nachweist, die kl’el_nster{ in den
?)i;le?:}fuuglengl(llél) und (45) anwendbaren Konstanten K und K’ identisch.
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Satz 15. Voraussetzung. Das OS [9:(x)} bestehe aus
mit der Potenz ¢ integrierbaren Funktionen und es sei
Q(a) c ¥
jedoch fiir 1Lo<p
Q@) ¢ T
Behauptung. Es gibt eine Funktion f(x)&.S5% so dass fiir
jedes d mit 1 <{J < § die Bezichung

(Eigenschaft II;)

Der Inhalt der Siatze 13 und 14 ist im Falle gleichmissig besehrankter
OS in dem oben erwdhnten Satze von F. Riesz enthalten, Ob es nicht gleich-
massig beschrankte OS gibt, welche eine der Eigenschaften I;, I, besitzen ist
mir nicht bekannt. '

Fiir o = 1, § = oo folgt aus Satz 14:

Ein in 5% vollstindiges, aus beschrinkten Funktionen bestehendes OS5
besitzt dann und nur dann die Eigenschaft I, wenn seine Funklionen gleich-
missig beschrankt sind.

Es ist leicht ein Beispiel eines (sogar in C abgeschlossenen) OS5 zu ge-
ben, welches fiir kein « die Eigenschaften I, I, besitzt. Ein derartiges OS ist
z. B. das Haarsche System. Wir beweisen dies nach Herrn Z. Lom-
nicki folgendermassen:

Sind die Funktionen' des Haarschen OS, wie bei ihrer Konstruktion, zu

Gruppen von je 2" aufeinanderfolgender Funktionen zusammengefasst, so setzen

271
Gruppe ist und sonst a, = 0. Man hat

1\ ——=
wir ay = (—) 2§ wenn v der Index der vorletzsten Funktionen der n-ten

ey 2rl
v=1 ve=1

o] oS ¢
o M R
Ela\ﬂ:)’(—“) 2 <+ o,
Ist m der Index einer Funktion der N-ten Gruppe so ist

poom N 1.1 »
[lz7avwv(-r)ﬁdx=z'f](i)2 79?0 =
n .

3 v=1 n=1 in
N -1 N
B B
n=1 2" 2 n=1
1 n
iy — { 3
Daher ist 77, 5 ] 2 ay 7y (%) |”dx =+ o0, also folgt nach Satz 1, dass die
n—w 0 y=1
N [+
Orthogonalentwicklung keiner Funktion aus S? mit ay @y (x) identisch
V=1

ist. Das Haarsche O.S besitzt fol

lich nicht die Fi haf .
13 auch nicht die Eigenschaft Lg igenschaft I, also wegen Satz
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® )
(46) A=A+
' V=1 ‘

gilt.

Von einem OS, fiir welches eine solche Funktion f(x)
existiert, wollen wir der Kiirze wegen sagen, das System weise
die Singularitat C; auf.

Beweis, Wir wihlen eine Zahlenfolge {d;}, 1 <d, <5,

lim d,=p. Wir erklaren die quasilinearen in S* stetigen Ope-
n-—»0

rationen
1

a } 1
d 3
Untf = ( 2| [r s, e "),
' v=1 0
Aus unseren Voraussetzungen folgt mit Hilfe des Hilfssatzes
3 die Existenz einer solchen Funktion f(x)&.S”, dass fiir jedes p

lim Uy, [f @] =+ .

g—>0

Dieses f(x) hat also schon die Eigenschaft (46).

Satz 16. Voraussetzung. Das OS {g; (x)} geniigt der
Bedingung :

" Q@) > I
aber es ist fiir jedes 0 > @

2@ v I°.

Behauptung. Es gibt eine Folge (e, welche nicht zu

Q (8) gehort und fiir welche

(Eigenschaft II).

“7n Mlap< o
v=1
bei jedem ¢ > a. o

Von einem OS, fiir welches eine solche Folge {c;} existiert,
wollen wir sagen, es weise die Singularitit H‘z auf.

Beweis. Da wir die Vollstindigkeit des OS {¢:(x)} nicht
voraussetzen, kann einer gegebenen Zahlenfolge {e;} aus £ (p)
mehr als eine Funktion entsprechen, deren Koeffizienten die ¢,
sind. Wir bezeichnen mit 7*(x) diejenige dieser Funktionen,
fiir welche | £ (x) [ mglichst klein ist. Die Existenz einer eiflzi—
gen solchen Funktion folgt leicht mit Benutzung des Hilfs-

satzes 1.
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Es bedeute F\" die Gesamtheit derjenigen Zahlenfolgen aus

T% welche 2(8) angehdren und der Bez‘iehqng
I f@k<n

geniigen. Man beweist leicht auf Grund des Hilfssatzes 1, dass
die Mengen Fs™ abgeschlossen sind.

Fiir ein gegebens 0 (0> @) ist jedes " nirgends dicht
in I'? (wobei natiirlich der Begriff einer nirgends dichten Menge im
Sinne der fiir I'® festgesetzten Normierung zu verstehen ist).

Wire nimlich eine dieser Mengen nicht nirgends dicht, so wire
sie iiberalldicht in einer Kugel, wiirde also (da sie abgeschlossen
ist) diese Kugel enthalten und da ¥ FB(V) ein Vektorbereich ist
P
wire ganz I'% in 2 () enthalten, gegen die Voraussetzung.
Wir wihlen eine monotone Folge {d;} mit J, > «,
lim 0, = a. ‘ ‘

Die Menge Ff ist nirgendsdicht in T% es gibt also eine
Zahlenfolge 7, eI’ und ein r 0 < rn <1) so dass
, ne [T T
>
und keine der Bedingung
“7 - " ”51 <n

geniigende Zahlenfolge y aus I'®t der Menge Féi) angehort. Wir
bezeichnen die Gesamtheit der letzteren Zahlenfolgen mit Xj.
Die Menge K;. I enthilt offenbar eine Kugel mit dem Mittel-

punkt . Da Fg? nirgends dicht in I'% ist, gibt es eine in
dieser Kugel enthaltene Zahlenfolge 7, (7, ¢ T®) und eine Zahl

<2

En N
r, 0< ()™ < 3. so, dass

ygsﬂl‘a

g >a
’ r
I =nls <5
und dass keine Folge 7 aus I'®, fiir welche
ly — 7. 8 K o,
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@ . . .
der Menge Faﬁ ange.hort. Die Gesamtheit der letzteren Zahlen-
folgen bezeichnen wir mit K,. So fortfahrend erhalten wir drei

Folgen {7}, {r}, {Ki} welche nach Definition folgende Eigen-
schaften besitzen:

(@  yae JJT°

o>

®) 7avr =mls, <5 (n=1,23...)

n=1,2,3...)

() K. bedeutet die Gesamtheit der Zahlenfolgen 7, die
der Ungleichung
“ Y —¥n Han < ra
geniigen. Es ist dabei
KoCI®™, Kuiy1 CKiy, KoFP=
(n=1,2,3...)

[:4

@ Cae)n < (n=1,2...).
Die Reihe

l7illa, + 172 = nllon + s — [
ist wegen (b), (c) und (d) fiir alle n konvergent. Es gibt also

ein ye¢ I7 Ta, so dass

3> a

1 11

”}/-——-yﬂuan <. 77‘,1 + ?T (rn+rn+1+...)<rn.
2%

D. h. die Folge y ist in simtlichen K, enthalten. Dagegen ge-
hért ¥ der Menge £ () nicht an. Denn andernfalls miisste diese
Folge fiir ein festes V simtlicheanéiv’ angehdren, was mit der
Eigenschaft K, .Fa(,':) =0 (n=1,2,...) unvereinbar ist. Diese
Folge 7 besitzt die behaupteten Eigenschaften.

Satz 17. Voraussetzung. Fiir das OS5 {g; (»)} ist

Q@) ¢ I’ (Eigenschaft III; b))

bei jedem d, mit 1 < J < 2.

Behauptung. Es existiert eine Funktion f(x) ¢ S8, so dass
fiir jedes 9, 1< d <2 die Bezichung

Sipf=+e
[N
gilt.

Studia Mathematica.
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Der Beweis ganz analog wie bei Satz 15.

Von einem OS, fiir welches eine solche Funktion f(x)

existiert, sagen wir, es weise die Singularitat CP auf. Wenn es

fir das OS{g:(x)} nur eine solche Funktion f (x) s SP gibt, dass

s | £ |u = + o *(Eigenschaft 1ll;a)), so wollen wir sagen,
ve=1

das System weise die Singularitit ¢’ auf. ‘

Satz 18. Voraussetzung. Gegeben sei eine Zahl e > 1
und ein OS {®; (%)} von mit der Potenz § integrierbaren Funktio-
nen, welches fiir alle d > 2 der Bedingung.

Q) p Io (Eigenschaft Il b) fire > 1)
geniigt.

Behauptung. Es gibt eine solche Folge {c;} welche nicht
zu £2(¢) gehort, dass fiir jedes 0 > 2 die Beziehung

j‘[cv P<+ oo
v=1
gilt.

Satz18. Voraussetzung. Das OS{p; (x)} besteht aus be-
schrinkten Funktionen, ist im Bereiche C abgeschlossen und be-
sitzt fiir ¢ = 1 die Eigenschaft Ill, b).

Behauptung. Die Behauptung des Satzes 18 gilt auch
fir den Grenzfall a = 1. »

Wenn fiir ein OS eine solche Folge {c;} existiert, sagen
wir, das OS weise die Singularitit H*auf. Wenn eine Folge {c}
existiert, welche nur die Eigenschaft {c}} ¢ I'? besitzt und zum  (e)
nicht gehdrt, so sagen wir, das OS{p: (x)} weise die Singu-
laritdt A“ auf (Eigenschaft IIl, a)).

Satz 19. Voraussetzung. Das OS {p; (x)} besteht aus
mit der Potenz ¢ integrierbaren Funktionen und besitzt die Ei-
genschaften I; und I,.

Behauptung. Das OS{p: (x)} besitzt auch die Eigen-
schaft If;.

Beweis. Angenommen II; gelte nicht, das heisst, es sei
Q (@) C T® fir ein gewisses d, 1 < <8 Fir jedes f(x) & S*
konvergiert also die Reihe

o]
2 fv &y

=1

Orthogonalenz‘wickl&ngen. 25

wob;:i {g:} eine beliebige Folge aus dem zu I konjugierten Bereich
(
1““5”“? bedeutet; (es ist £T>a). Nach Satz 3' ist 3 800y (%)

. p=1
die Orthogonalentwicklung einer Funktion g (x) & 5% also

§
ro=t c ()

was wegen ll; unméglich ist.

Satz 20. Voraussetzung. Das OS (¢ (x)} besteht aus
mit der Potenz § integrierbaren Funktionen, ist in 5P vollstin-
dig und besitzt die Eigenschaft II;.

Behauptung. Das OS{g;(x)} besitzt auch die Eigen-
SChaft “2.

Beweis. Da 2 (¢) ¢ I so ist auch nach Satz 13
£ (8 > r'“. Angenommen das OS{p;(x)} besitze die Eigen-
schaft Il nicht, d.h. es sei Q@) > T O fir ein gewisses 0> c.
Auf Grund des Hilfssatzes 2 zeigt man, #hnlich wie im Beweise
von Satz 14, dass die Reihe

o]
(48) 3 fu g
ve==1
fir jede Folge {gi}¢T'® und eine beliebige Koeffizientenfolge
{f:} € 2 () konvergiert (sogar absolut konvergiert). Daraus folgt
S0y ) o
{fy el 01 ILE_”J[ < ﬁ}l also 2 (@) ¢ I'%', was der Eigen-

schaft [I; widerspricht,

Satz 20’. Voraussetzung. Das OS {¢:(x)} geniigt der
Bedingung (13), wobei die in (13) zugrundegelegte 7-Methode als
positiv vorausgesetzt wird 39), und besitzt die Eigenschaft IL.

Behauptung. Das OS{(g:x)} besitzt auch die Eigen-
schaft Il,. ‘

Beweis. Es ist wieder (8) D ' Wire 2(8) > I'% fir
ein 0 > @, so wire nach Satz 3 die Reihe (48) bei beliebigem
{g:} 7% und ebenfalls beliebigen {f;} &£ (¢) summierbar mit
der gegebenen positiven T-Methode, also auch konvergent im
gewdhnlichen Sinne. Der Beweis wird nun genau wie bei Satz 20
zu Ende gefiihrt.

#) Eine 7-Methode heisst positiv, wenn ihre Koeffizienten b,, > 0 sind.
3%



Polska Biblioteka Wirtualna ICM

36 W. Orliez.

Korollar. Aus den Sitzen 15, 16 einerseits und den Sitzen
19, 20, 20’ andererseits folgert man leicht:

Unter den Voraussetzungen des Satzes 19 hat die Singu-
Iaﬁtéit Hg die Singularitit C ch zur Folge. Ebenso folgt unter den

Voraussetzungen des Satzes 20 resp. 20’ aus der Singularitit C /i‘
)

die Singularitit Hg
Satz 21. Voraussetzung. Das OS [ (x)} besteht aus

mit der Potenz § integrierbaren Funktionen. und besitzt die
Eigenschaft IIl; a). , -

Behauptupg. Das OS {¢: (x)} besitzt die FEigen-
schaft III; a).

‘ Satz 22. Voraussetzung. Das OS {9 (x)} besteht aus
mit der Potenz £ integrierbaren Funktionen und besitzt die Ei-
genschaft [l b).

Behauptung. Das OS {§ (x)} besitzt auch die Ficen-
schaft IlI; b). ' } - le' =

Die Beweise dieser Sitze verlaufen ganz analog wie bei
Satz 19.

' Satz 23. Voraussetzung. Das OS {¢: (x)} ist im Be-
reiche S vollstindig und besitzt die Eigenschaft III, a) mit
einem « > 1. '

Behauptung. Das OS {¢ besitzt auc ie Ei
ehate o) {9:(x)} besitzt auch die Eigen-

) .Satz 24. Voraussetzung. Das OS{% (x)} ist in S voll-
stindig und besitzt die Eigenschaft I, b) mit einem a > 1.

Behauptung. Das OS{g:(x)} besitzt auch die Eigen-

- schaft 1l b). ,

S"atz.24'. Voraussetzung. Das OS {9: (%)} besteht aus
bes?hranlften Funktionen, ist im Bereiche C abgeschlossen und
besﬁz}’; d;}e Eigenschaft IIl; a) [resp. I, b)] im Grenzfalle o= 1

ehauptung. Das OS{p;(x)} besitzt ie Ficen-
schaft lll, a) [resp. Ill, b)]. ) besitat anch dic Higen-

Satz 24”. Voraussetzune. D

. g- Das OS5 {9;(x)) geniigt d
Bedmgu.n.g (13), wobei die in (13) zugrundegelegte g}‘-rl{;llegthoc?;
als positiv vorausgesetzt sei, ferner besitzt es die Eigenschaft

Ill; a) [, b)]).

_*) Wir wollen noch den Unterschied i
Vollstandigkeit resp. Abgeschlossenheit eines Z)“gsz}«;zn(x)d}erul\lﬁ) r?ilzsrsegg;g: dor
sse-
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pehauptung. Das OS {¢: (x)} besitzt auch die Eigen-
schaft 1ll; a) [lll. b)].

Die Beweise dieser Sitze verlaufen ganz zhnlich wie die
vorhergehenden und stiitzen sich auf Satz 3, resp. Hilfssatz 2
(Bemerkung dazu). )

Korollar. Ohne in jedem einzelnen Falle die Voraussetzun-
gen genau aufzuzdhlen, kann man im Allgemeinen auf Grund
der Satze 17, 18, 18 einerseits und der Sitze 21, 22 resp.
23—24" anderseits den folgenden Zusammenhang feststellen:
Wenn ein OS{y: (x)} die Singularitit 2% (resp. H%) aufweist, so
weist es auch die Singularitit ¢’ (resp. C”) auf und umge-
kehrt 47). '

Satz 25. Voraussetzung. Die Funktionen des OS {¢.(x)}
sind gleichmassig beschrankt (mit Ausschlus einer Nullmenge).

Behauptung. Das OS {p; (x)} weist die Singularitit

¢ auf.

o
Beweis. Nehmen wir an, dass die Koeffizientenreihe X g
p=1

tzung (13) erliutern. Ein OS kann der Voraussetzung (13) geniigen und nicht

einmal in S% vollstindig sein, wie z. B. das aus dem Haarschen durch die

Entfernung der ersten Funktionen entstehendes O.S. Wenn anderseits ein 05 {g;(x)}
die Voraussetzung (13) mit einer positiven 7-Methode e:fiillt und in S® (also
auch in S?) vollstandig ist, so kénnen die ¢, (x) immer so umgeordnet werden,
dass das neugebildete OS der Voraussetzung (13) nicht mehr geniigt (vgl.
L c. #) p. 99, (21).

Ferner bemerken wir, dass fiir ein aus beschrinkten Funktionen beste-
hendes OS aus der Abgeschlossenheit in C die Vollstindigkeit in S' folgt,
jedoch nicht umgekehrt. Als Beispiel diene das trigonometrische OS, welches
vollstindig ist in S', aber nicht ahbgeschlossen in C. Allerdings ist das trigono-
metrische O im Bereiche der periodischen stetigen Funktionen abgeschlossen.
Man kann leicht das Beispiel eines in S* vollsténdigen OS {p; (x)} ange-
ben, welches die Eigentiimlichkeit hat, dass keine von Null verschiedene ste:ige
Funktion gleichmissig (also nach der in C geltenden Norm) durch Orthogonal-
polynome angenihert werden kann: Wir zerlegen das Intervall < 0, 1 > in
abzihlbar viele punktfremde Mengen < 0, 1> = 4; + A+ A4+ ...
u, zw. so, dass jede Menge A; mit jedem Teilintervall § von <0, 1> eine
Durchschnittsmenge von positivem Masse hat. In jeder der Mengen A4, definie-
ren wir ein inbezug auf diese Menge An orthogonales und normiertes, im Be-
reiche der in A4, definierten und integrierbaren Funktionen vollstandiges Funk-
tionensystem. Indem wir die Funktionen dieses Systems iiberall in < 0, 1 >
ausser 4, gleich Null setzen, erhalten wir ein in < 0, 1 > definiertes OS.
Die auf diese Weise erhaltenen abzahlbar vielen Systeme ordnen wir in eine

Folge und erhalten so ein OS mit den behaupteten Eigenscl;aftgn. '
1) Uber den Satz, dass aus dem Bestehen vou C* die Existenz von

H' unter den Voraussetzungen (13) folgt, vgl. H. Steinhaus: Développements
p. 30. Théor. XI
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einer jeden beschrinkten Funktion g(x) absolut konvergiert.
Dann ist
o 2 & d,

p=1

konvergent fiir jede beschrinkte Folge {di}. Nach dem mehrfach
erwihnten Hilfssatze des Herrn Steinhaus folgt hieraus die
Existenz einer integrierbaren Funktion f(x) deren Entwicklungs-
koeffizienten die d, sind, also im allgemeinen nicht gegen Null
streben, was nach einem Satze des Herrn Mer cer #%) unmdoglich ist,

Setzt man noch die Abgeschlossenheit in C von {g; (x)} -

voraus, so folgt nach Satz 24’ die Existenz der Singularitit At 43),
Satz 26. Voraussetzung. Wie in Satz 25. o
Behauptung. Das OS {¢: (x)} weist die Singularitit
Cs auf. '
Beweis. Nehmen wir an, dass die Koeffizientenfolge einer
jeden Funktion f (x) aus S in I'® enthalten ist, wobei 1 < ¢ < .
Dann ist fiir eine beliebige Folge {d;} aus dem konjugiertem

Bereiche I'# und eine beliebige Folge {f} ¢ 2 (¢) die Reihe

(49) 2t dy

y=1

absolut konvergent. Wir setzen fiir beliebige voneinander ver-
schiedene p,, ps,... pn

n

sﬁ:pzi;cjpn = ‘E’ dpq, op, (x).

. ‘ Y=1
Aus der Konvergenz der Reihe (49) folgt leicht
(50) | s < K

wo K eine nur vom System abhingige Konstante ist. Dabei ist

natiirlich die Nullmenge, in welcher diese Ungleichung nicht er-
fillt ist, von den Zahlen p;, p;... p, abhingig.

:g ggl. gie unter ®?) genannte Arbeit.
ie. Existenz der Singularitit A' unter den obigen Vorausset:

wurde zum ersten Male von Herrn S. Banach bewiesen. g rassetngen

Die Existenz der Singularitit folgt iibrigens schon,

der Abgeschlossenheit in C, noch voraussetzt, dass fiir ein

Ungleichung | gn (x) | < ® (x) fiir alle n gilt,

wenn man, ausser
messhares I (x) die

Orthogonalenz‘wicklungen. 39

Aus (50) folgt die absolute Konvergenz von

S d,g,

Y=z

fast tberall #4). Aber hieraus folgt die absolute Konvergenz

von b d,4%). Es miisste also # = 1 sein gegen die Voraus-
p=1

setzung. Nach dem obigen besitzt das OS {p;(x)} die Eigen-

schaft 1. Nach Satz 15 weist also das’ OS {¢: (x)} die Singu-

laritit C, . '
Als Korollar folgt aus Satz 26 und 20, dass jedes gleich-

missig beschrinkte und in S vollstindige OS die Singularitit

H? aufweist.

1) Vgl. ),
a8 1, e, o) p. 109—111 Sitze 10, 11.

‘(Regu par la Rédaction le 25. III. 1928).





