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Introduction

Soit ρ un élément primitif d’un corps cubique K de discriminant négatif.
Considérons les puissances binomiales de ρ définies par l’équation

(i) ρn = xρ+ y ,

où n ∈ Z et x, y ∈ Q, et posons f(X) = X3 − SX2 −QX −R, où f désigne
le polynôme minimal de ρ. Dans cet article nous montrons (Thm. 1), sous
l’hypothèse que S ou Q est non nul, que le nombre de solutions en n de
l’équation (i) est au plus égal à quatre, sauf dans trois cas où il y a cinq
ou six solutions. A titre d’illustration, nous présentons dans la Table 3
une liste de seize exemples où l’équation (i) a au moins quatre solutions.
Il n’est pas possible de dire si cette liste est exhaustive ou non; Cor. 6 et
Cor. 7 apportent quelques précisions relatives à l’existence et à la forme des
solutions non triviales.

Le Théorème 1 étend les résultats de Nagell et de Delone et Faddeev,
[10, §75] sur les unités binomiales d’un ordre cubique. D’après (i), chaque
couple (x, y) est solution d’une équation de Thue–Mahler de degré trois,
NormK/Q(xρ + y) = Rn; en degré r ≥ 3, voir l’article de Bombieri et
Schmidt [7].

Dans Cor. 1, nous obtenons, via Déf. 1 et Rem. 1, que la zéro-multiplicité
d’une suite récurrente linéaire cubique de nombres rationnels, non-dégénérée
et possédant deux zéros consécutifs, est égale à quatre, avec trois exceptions.
D’après Rem. 1, les résultats de ce travail s’adaptent, en se simplifiant, au cas
où le polynôme f n’est pas irréductible, en supposant que f est non-dégénéré
et R non nul. Les questions de multiplicité des récurrences linéaires, d’ordre
r ≥ 2, sont analysées dans le rapport de van der Poorten [31, §5], voir aussi
Tijdeman [29]. Dans un article à parâıtre, Beukers [4] résoud une conjecture
fameuse de Ward [37] et de Kubota [15, p. 99], en démontrant que la zéro-
multiplicité d’une récurrence ternaire non-dégénérée de nombres rationnels
est égale à six; l’historique de cette conjecture est rappelé dans [31, §5.3].
Les suites possédant quatre zéros et plus faisant figure d’exception, on peut
étudier la forme et le nombre des zéros en fonction des coefficients de la
récurrence ou des premiers termes de la suite.

A une translation près, la connexion est immédiate entre les solutions en
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n de l’équation (i) et les zéros d’une suite récurrente linéaire qui s’annule
deux fois consécutives. Pour n ∈ N, les suites coordonnées de ρn dans
la base ρ2, ρ, 1 du corps K sont définies par une relation de récurrence et
chaque zéro de la première coordonnée Un est une solution de l’équation (i),
la réciproque étant vraie dans les conditions de Cor. 2. Bien auparavant,
Lucas [18, §173], a mis en évidence l’intérêt que présentent les fonctions
récurrentes fondamentales. Les propriétés de la suite Un sont détaillées dans
Prop. 1, le terme d’indice n + 2 est la nième fonction symétrique complète
des racines ρ, ρ′, ρ′′ du polynôme f , que Ward [35, 36] désigne sous le nom de
somme des produits homogènes de poids n des racines de f ; d’après Déf. 2,

(ii) Un+2 =
∑

i+j+k=n

ρiρ′jρ′′k .

Lorsque les trois racines de f sont réelles, il est bien connu que les récurrences
ternaires et, en particulier, la suite Un, ont au plus trois zéros, voir Smiley
[28], Scott [27], Ward [34], Picon [25], Beukers [4], et dans le cas où les
racines de f sont des entiers rationnels, Ward [37] conjecture que l’équation
diophantienne Un+2 = 0 n’a pas de solutions pour tout n > 1 et pour
tout polynôme f . Des progrès récents sur cette question difficile sont dûs
à Apostol [1] et à Turnwald [30]. Lorsque le polynôme f a des racines
complexes conjugées, le terme général de la suite Un s’exprime d’une part
sous la forme d’une somme d’exponentielles, d’après (4), d’autre part sous
une forme diophantienne, d’après (13),

(iii) Un+2 =
∑

i+2j+3k=n

(i+ j + k)!
i!j!k!

SiQjRk ;

pour raison de congruences, nous utilisons cette dernière expression. Au vu
des résultats de Lewis et Turk [17], de Beukers et Tijdeman [5] et de Beukers
[4], on peut se demander si la zéro-multiplicité de la suite Un ou d’une suite
quelconque de nombres rationnels définie par la relation (2) n’est pas égale
à trois, avec une liste exhaustive d’exceptions (voir Rem. 6).

Dans le paragraphe 1, après avoir énoncé le résultat principal, Thm. 1 et
son corollaire, et introduit les notations et définitions utilisées dans la suite,
nous démontrons Thm. 1. Dans les paragraphes suivants, nous établissons
les résultats intermédiaires dans l’ordre où ils apparaissent dans la preuve
de Thm. 1. Le problème ayant été réduit aux conditions de l’hypothèse 2,
nous supposons que ρ est un entier primitif du corps K et que ρ et ρ3/R
ne sont pas des unités algébriques, ces deux cas étant traités dans [10, §75]
et dans [11]. Nous discutons alors la forme et le nombre des solutions en n
de l’équation (i), en fonction des diviseurs premiers de deux indices reliés
à f (Déf. 5), l’indice F2 = −(QS + R) pour les solutions modulo deux,
et l’indice F3 = Q2(S2 + Q) − RS3 pour les solutions modulo trois. Pour
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chaque diviseur premier p de F2, respectivement de F3, qui ne divise pas R,
nous étudions l’équation (i) par une méthode p-adique, d’après Mahler [21]
et Robba [26]. Voir le livre de Cassels, [8, chap. 4 et 5]. Nous étendons ainsi
à des unités semi-locales (Déf. 6) un procédé que Delone et Faddeev utilisent
avec des unités algébriques (voir [10] et [12]). Pour les diviseurs communs
de R et F2 ou de R et F3, nous étudions au moyen de congruences, via (iii),
l’équation diophantienne Un = 0 (Prop. 3 et Prop. 8). Les deux derniers
paragraphes traitent des équations (i) possédant au moins trois solutions en
n : 0, 1, 4 ou 0, 1, 3, et qui nécessitent une étude particulière mettant en
œuvre les résultats des paragraphes précédents (critères F2 et F3, Cor. 3 et
Cor. 5). Les remarques 1, 3 et 5 concernent le cas où f n’est pas irréductible.

D’après un argument de Ward [33], si une suite non-dégénérée de nom-
bres rationnels, définie par la relation (2), s’annule en 0 et n alors, via (10),
n vérifie l’équation

(iv) ρn = xθ + y ,

où θ dépend des premiers termes de la suite. On peut étudier la forme et le
nombre des solutions en n de l’équation (iv), en fonction des indices Fk et
de l’indice de θ relatif à ρ, et en utilisant les résultats de Beukers [4].

§ 1. Résultat principal

Hypothèse 1. Soient ρ un élément primitif d’un corps cubique K de
discriminant négatif et f le polynôme minimal de ρ. Posons f(X) = X3 −
SX2−QX −R, S ou Q étant non nul. Notations : Soit F la forme cubique
binaire telle que F (X,−1) = f(X). Posons F (X,Y ) = RY 3 − QY 2X +
SY X2 + X3 et g(X) = R−1F (−R,X); ω = R/ρ désigne une racine du
polynôme g. Les nombres ρ et ω sont des racines, respectivement gauche et
droite, de la forme F .

Théorème 1. Sous l’hypothèse 1, le nombre de solutions en n de l’équa-
tion

(1) ρn = xρ+ y ,

où n ∈ Z et x, y ∈ Q, est au plus égal à quatre, avec trois exceptions. Il y
a cinq solutions si ρ/λ, avec λ ∈ Q∗, est une racine de X3 +X2 − 1 ou de
X3 + 2X2 − 4, et six solutions dans le cas de X3 − 2X2 + 4X − 4. Voir
Table 3. La relation n + m = 1 donne trivialement les solutions en m de
l’équation ωm = xω + y.

Le paragraphe 1 s’achève par la preuve de Thm. 1. Il existe une étroite
connexion entre les solutions en n de l’équation (1) et les zéros de certaines
suites récurrentes, qui est à la base de ce travail (voir Ward [33]).
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Définition 1. Soit un une suite de nombres rationnels définie par la
donnée de u0, u1, u2 non tous nuls, et par la relation de récurrence

(2) un+3 = Sun+2 +Qun+1 +Run , n ∈ N ,

où (S,Q,R) est un triplet fixé de nombres rationnels, avec R non nul. La
suite un est une suite récurrente linéaire cubique, non triviale. Un zéro de la
suite un est un indice k tel que uk = 0. La zéro-multiplicité de la suite un est
le nombre maximum de ses zéros. Posons f(X) = X3−SX2−QX−R; f est
le polynôme auxiliaire de la récurrence. Un polynôme est non-dégénéré si le
rapport de deux quelconques de ses racines n’est pas une racine de l’unité.
La suite un est non-dégénérée, ainsi que la récurrence, lorsque le polynôme
f est non-dégénéré; dans ce cas la suite a un nombre fini de zéros, d’après
un théorème de Mahler [20, p. 48]. Les “indices” de la récurrence sont les
nombres rationnels Fk dont le carré est égal au rapport des discriminants
de ρk et de ρ pour k ≥ 1, ρ étant une racine de f et discr(ρ) = discr(f).

Corollaire 1. Si une suite récurrente linéaire cubique, non triviale, de
nombres rationnels, a deux zéros consécutifs : k, k+ 1, et si f , le polynôme
auxiliaire de la récurrence, vérifie l’hypothèse 1, alors la zéro-multiplicité de
la suite est égale à quatre, avec trois exceptions. Dans deux cas, la suite a
cinq zéros, lorsque k ≥ 2 :

k − 2, k, k + 1, k + 5, k + 14 pour f(X) = X3 + λX2 − λ3 ,

k − 2, k, k + 1, k + 6, k + 22 pour f(X) = X3 + 2λX2 − 4λ3 ;

et dans le cas de la récurrence de Berstel et Mignotte, la suite a six zéros :

k, k+1, k+4, k+6, k+13, k+52 pour f(X) = X3−2λX2 +4λ2X−4λ3 .

L’énoncé est analogue lorsque g est le polynôme auxiliaire de la récurrence.

P r e u v e. Soit un la suite récurrente. L’hypothèse uk = uk+1 = 0 et
les résultats de Prop. 1 montrent que uk+m = uk+2Um et Rm+2uk−m =
uk+2W

′
m+2, d’après (10) avec W ′m+2 = R2U ′m+1. Les zéros de la suite un de

la forme k±m correspondent aux zéros des suites Um ou U ′m+1, c’est-à-dire,
aux solutions en ±m de l’équation (1), d’après les formules (3) et (7).

Définition 2. D’après Macdonald [19, p. 14], pour n ≥ 0, la n-ième
fonction symétrique complète des variables x, y, z est la somme de tous les
monômes de degré total n,

∑
i+j+k=n x

iyjzk.

Proposition 1. Sous l’hypothèse 1, soient ρ, ρ′, ρ′′ les racines du poly-
nôme f .

(i) Le polynôme f est non-dégénéré. Pour k ∈ N∗, les nombres ρk et ωk,
avec ω = R/ρ, sont des éléments primitifs du corps K vérifiant l’hypothèse 1.
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(ii) Pour n ∈ N, les suites-coordonnées de ρn dans la base {ρ2, ρ, 1} du
corps K vérifient la relation de récurrence (2). Posons

(3) ρn = Unρ
2 + Vnρ+Wn .

Alors le terme général de la suite Un a l’expression suivante :

(4) δfUn = (ρ′ − ρ′′)ρn + (ρ′′ − ρ)(ρ′)n + (ρ− ρ′)(ρ′′)n ,
où δf = −(ρ′−ρ′′)(ρ′′−ρ)(ρ−ρ′) et δ2f = disc(f) = Q2S2−18QRS+4Q3−
4RS3 − 27R2.

(iii) Soit g le polynôme minimal de ω = R/ρ, g(X) = X3 + QX2 +
RSX−R2. Pour n ∈ N, les suites-coordonnées de ωn dans la base {ω2, ω, 1}
du corps K vérifient la relation de récurrence ayant g comme polynôme
auxiliaire. Posons

(5) ωn = U ′nω
2 + V ′nω +W ′n .

Pour n ∈ N, l’expression de ρn dans cette base et celle de ρ−n dans la base
{ρ2, ρ, 1} sont données par

ρn = (1/R)(Un+1ω
2 + Vn+2ω +Wn+3) ,(6)

ρ−n = (1/Rn)(U ′n+1ρ
2 + (1/R)V ′n+2ρ+ (1/R2)W ′n+3) .(7)

(iv) Soit un une suite de nombres rationnels vérifiant la relation (2). Les
deux expressions suivantes sont équivalentes :

un = u2Un + u1Vn + u0Wn ,(8)
un = Aρn +A′(ρ′)n +A′′(ρ′′)n ,(9)

où A = (u0ρ
2 + (u1 − Su0)ρ + (u2 − Su1 − Qu0))/f ′(ρ) et A′, A′′ ont des

expressions analogues en termes de ρ′, ρ′′. Plus généralement , on a pour
m ∈ N, {

uk+m = uk+2Um + uk+1Vm + ukWm , k ∈ N,
uk+2−m = (1/Rm)(ukR2U ′m + uk+1RV

′
m + uk+2W

′
m) ,

k + 2−m ∈ N;
(10)

ukm+r = u2k+rUm + uk+rVm + urWm , k, r ∈ N ,(11)

où Um,Vm,Wm sont les coordonnées de ρkm dans la base {ρ2k, ρk, 1} du
corps K.

(v) Suivant Déf. 2, Un+2 est la n-ième fonction symétrique complète des
racines de f , et pour tout λ ∈ Q,

(12) Un+2(λρ) = λnUn+2(ρ) .

La suite Un est alors définie explicitement en fonction des coefficients S,Q,R
de f , par U0 = U1 = 0 et pour n ≥ 2,

(13) Un =
∑

i+2j+3k=n−2

(i+ j + k)!
i!j!k!

SiQjRk .
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P r e u v e. (i) Soit N = Q(ρ, ρ′, ρ′′). N est une extension galoisienne
sur Q, de degré six et de groupe de Galois S3, qui contient trois corps cu-
biques distincts, l’un réel et les deux autres complexes conjugués, et une
extension quadratique Q(δf ) où δ2f = disc(f). Supposons que le polynôme
f est dégénéré (Déf. 1), et montrons que S = Q = 0. Soit ζ une racine de
l’unité égale à l’un des rapports ρ′/ρ, ρ′′/ρ ou ρ′/ρ′′. ζ n’est pas égale à
±1, les corps cubiques contenus dans N étant distincts. ζ est une racine
primitive de l’unité, d’ordre h, Q(ζ) est une extension abélienne sur Q, con-
tenue dans N et de degré ϕ(h) (ϕ fonction d’Euler). Pour h > 2, ϕ(h)
est pair et divise 6; le groupe S3 n’étant pas abélien, Q(ζ) ne peut être
égale à N , ϕ(h) est donc égal à 2. ζ appartient à l’extension quadratique
Q(δf ), invariante par le groupe A3 des permutations circulaires. La con-
dition σ(ζ) = ζ pour tout σ ∈ A3 se traduit par ρ3 = R, (ρ′)3 = R et
(ρ′′)3 = R, le polynôme f est donc de la forme X3 − R, et on a bien
S = Q = 0; le corps K est un corps cubique pur, ainsi que chacun des corps
cubiques conjugués.

Lorsque S ou Q est non nul, s’il existait k ≥ 1 tel que ρk ou ωk ap-
partienne à Q, avec ω = ρ′ρ′′, alors, Q étant invariant par S3, chacun des
rapports ρ′/ρ, ρ′′/ρ et ρ′/ρ′′ serait une racine de l’unité d’ordre k, ce qui est
impossible, le polynôme f étant non-dégénéré.

(ii) Par définition, f est le polynôme caractéristique de l’endomorphisme
mρ de la multiplication par ρ dans le corps K, f(X) = det(X1K − ρ). Soit
M la matrice de mρ dans la base {ρ2, ρ, 1} du corps K. Pour n ∈ N, les
puissances de ρ sont définies par

Mρn = ρn+1 avec M =

 S 1 0
Q 0 1
R 0 0

 .

Les suites-coordonnées de ρn, définies par la formule (3), vérifient la relation
de récurrence (2). Fixons un plongement du corps K dans C3, en posant
ρ̂ = (ρ, ρ′, ρ′′), et soit V la matrice ayant pour colonnes les vecteurs ρ̂2, ρ̂, 1̂.
Le déterminant de cette matrice est égal à δf , donné dans l’énoncé; δf
est non nul par hypothèse. Chacune des racines du polynôme f vérifie la
formule (3) :

(14) ρ̂n = Unρ̂2 + Vnρ̂+Wn1̂ .

Le terme général de la suite Un est le quotient de deux déterminants :
δfUn = det(ρ̂n, ρ̂, 1̂), ce qui donne la formule (4), et δ2f = disc(ρ), par
définition du discriminant de ρ. La description des suites Vn et Wn est
analogue.

(iii) Par définition, g(X) = det(X1K − ω). L’assertion se déduit de (ii)
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en remplaçant ρ par ω, puis en utilisant les formules de changement de
bases :

(15)

ω = ρ2 − Sρ−Q et ω2 = −Qρ2 + (QS +R)ρ+ (Q2 −RS) ,
ρ = (1/R)(ω2 +Qω +RS) et
ρ2 = (1/R)(Sω2 + (QS +R)ω +R(S2 +Q)) .

(iv) La série génératrice de la suite un est une fraction rationnelle :∑
n≥0

unX
n =

X2(u2 − Su1 −Qu0) +X(u1 − Su0) + u0

(1−Xρ)(1−Xρ′)(1−Xρ′′)
.

La décomposition en éléments simples de cette fraction donne l’expression
classique (9) du terme général de la suite un, sous la forme d’une somme
d’exponentielles. Les constantes complexes A,A′, A′′ sont déterminées par
les premiers termes de la suite : (A,A′, A′′)V = (u2, u1, u0), où V est la
matrice définie ci-dessus. Le déterminant de V étant non nul, les expressions
(8) et (9) sont équivalentes, via (14). La première formule de (10) s’obtient
à partir de (3) et de (8), en utilisant la décomposition de ρk+m en ρkρm,

ρk+m = Umρ
k+2 + Vmρ

k+1 +Wmρ
k

⇔

{Uk+m = Uk+2Um + Uk+1Vm + UkWm ,
Vk+m = Vk+2Um + Vk+1Vm + VkWm ,
Wk+m = Wk+2Um +Wk+1Vm +WkWm .

Formons une combinaison linéaire de ces trois identités en multipliant la
première par u2, la seconde par u1 et la troisième par u0; le premier membre
de cette expression est égal à uk+m d’après (8), tandis que le second membre
est égal à uk+2Um+uk+1Vm+ukWm, en appliquant (8) trois fois. La seconde
formule de (10) s’obtient de la même façon à partir de (3), (5), (8) et de la
décomposition suivante :

Rmρk+2−m = ρk+2ωm = R2U ′mρ
k +RV ′mρ

k+1 +W ′mρ
k+2 .

Pour établir la formule (11), considérons les coordonnées de ρkm dans les
deux bases de K, {ρ2k, ρk, 1} et {ρ2, ρ, 1}; d’après (3), elles sont définies par

(16)
{
ρkm = Umρ2k + Vmρk +Wm

ρkm = Ukmρ
2 + Vkmρ+Wkm

⇔


(
Ukm
Vkm

)
=
(
U2k Uk
V2k Vk

)(
Um
Vm

)
,

Wkm = W2kUm +WkVm +Wm .

D’après (10), ukm+r = ur+2Ukm + ur+1Vkm + urWkm; après substitution,
via (16), ukm+r = (ur+2U2k + ur+1V2k + urW2k)Um + (ur+2Uk + ur+1Vk +
urWk)Vm + urWm, et la formule (10) appliquée deux fois donne le résultat.
Voir Bell [2].
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(v) Effectuons le produit des séries géométriques figurant au second mem-
bre de la série génératrice de la suite un (voir (iv)). Dans le cas de la suite
Un, U0 = U1 = 0 et U2 = 1, une simple vérification montre que Un+2

est la nième fonction symétrique complète des racines de f et la formule
(12) se déduit de Déf. 2. D’après Macdonald [19, p. 20] ou Lascoux [16],
Un+2 = det(e1−i+j)1≤i,j≤n où e0 = 1, e1 = S, e2 = −Q, e3 = R et ek = 0
autrement. La formule (13) provient du développement de ce déterminant.

R e m a r q u e 1. La validité des résultats de Prop. 1 est inchangée lorsque
le polynôme f n’est pas irréductible, en supposant que f est non-dégénéré et
R non nul; ρ̂n étant défini par (ρn, (ρ′)n, (ρ′′)n), les vecteurs ρ̂2, ρ̂, 1̂ forment
une base de C3 et Un, Vn, Wn sont les coordonnées de ρ̂n dans cette base,
[10, §1]. L’équation (1) est remplacée par l’équation

(17) ρ̂n = xρ̂+ y1̂ .

Posons f(X) = (X−ρ)(X2−AX+B) et considérons la suite an définie par
a0 = 1, a1 = ρ, et par la relation de récurrence binaire an+2 = Aan+1−Ban.
D’après (4),

Un = 0⇔ an = an1 , avec an =
(ρ′)n(a1 − ρ′′)− (ρ′′)n(a1 − ρ′)

ρ′ − ρ′′
.

Après normalisation, en posant bn = an/a
n
1 , la zéro-multiplicité de la suite

Un est égale à la 1-multiplicité de la suite bn telle que b0 = b1 = 1 et
bn ∈ Q(ρ). Voir Kubota [15], Beukers [3, 4], Beukers et Tijdeman [5], Lewis
et Turk [17].

Définition 3. Soit (S,Q,R) un triplet d’entiers rationnels, avec R non
nul. Le triplet est “réduit” si R est positif et si pour chaque λ ∈ Z∗ tel que
λ |S et λ2 |Q on a λ3 -R.

Définition 4. Soient A et B deux entiers rationnels, “A a la propriété
P(B)” si tout diviseur premier de A est un diviseur de B.

Proposition 2. Soient (S,Q,R) un triplet “réduit” vérifiant l’hypo-
thèse 1, δ le pgcd de Q et de R, Un et U ′n les suites définies dans Prop. 1.

(i) Il existe des entiers positifs a, b, χ tels que δ = a2bχ, où a et b sont
premiers entre eux et sans facteurs carrés, (χ, S) = 1, ab |S et (a,R/δ) = 1.
Si “δ a la propriété P(S)” alors χ = 1.

On suppose maintenant que “δ a la propriété P(S)”.

(ii) La suite Un n’a pas de zéros de la forme n = 3m + 2 à moins que
(aS,Q) = δ et δ2 divise R.

(iii) Si R ne divise pas Q alors, pour n 6= 0 et n 6= 1, la suite U ′n n’a pas
de zéros.
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P r e u v e. (i) Le triplet étant “réduit”, si p est un diviseur premier de
(δ, S), avec δ = (Q,R), alors p3 - δ. Posons a =

∏
p tels que p2 ‖ δ et p |S,

et b =
∏
p tels que p ‖ δ et p |S. Alors δ = a2bχ et les propriétés de l’énoncé

sont vérifiées.
(ii) Supposons qu’il existe un nombre premier p tel que p|(aS,Q) et p -

R/δ. Le triplet (S,Q,R) est alors de la forme (upα+β+t, vp2α+β+t, wp2α+β)
avec p - (u, v) et p -w, α et β étant des entiers tels que α+ β = 1 si t = 0 et
0 ≤ α+ β ≤ 1 sinon. D’après la formule (13), pour m ≥ 0

p−m(2α+β)U3m+2

=
∑

0≤k≤m

wkpα(m−k)
( ∑
i+2j=3(m−k)

(i+ j + k)!
i!j!k!

uivjpt(i+j)+β(i+j+k−m)
)
,

avec i + j + k − m ≥ 1 et i + j ≥ 2 dès que k < m. Nous en déduisons
que p−m(2α+β)U3m+2 ≡ wm (mod pα+β+2t); comme p -w et α+ β+ 2t ≥ 1,
alors U3m+2 6= 0 pour m ∈ N.

(iii) Soit p un diviseur premier de R/δ, lorsque R 6= δ. Le triplet (S,Q,R)
est de la forme (peu, pev, pe+tw), avec p - vw, t ≥ 1 entier, e = 1 si p | δ et
e = 0 sinon. D’après la formule déduite de (13), en remplaçant le triplet
(S,Q,R) par (−Q,−RS,R2), on obtient pour n ≥ 0

p−enU ′n+2 =
∑

i+2j+3k=n

(i+ j + k)!
i!j!k!

(−v)i(−u)jwj+2kptj+(2t−e)k ,

avec j + k ≥ 1 dès que n − i ≥ 2, et 2t − e ≥ t. Nous en déduisons que
p−enU ′n+2 ≡ (−v)n (mod pt); comme p - v et t ≥ 1, alors U ′n+2 6= 0 pour
n ∈ N.

Hypothèse 2. Soient ρ un entier algébrique d’un corps cubique K de
discriminant négatif et f le polynôme minimal de ρ, f(X) = X3 − SX2 −
QX − R. On suppose que le triplet (S,Q,R) est “réduit”, que R ne divise
pas Q avec R ≥ 2 et que le pgcd δ de Q et de R “a la propriété P(S)”.
Notations : posons δ = a2b où a et b sont des entiers positifs, premiers entre
eux et sans facteurs carrés; le triplet est alors de la forme (abs, δq, δr) où
s, q, r sont des entiers rationnels tels que (aq, r) = 1 et r ≥ 2.

Corollaire 2. Sous l’hypothèse 2, l’équation (1) est équivalente à
l’équation Un = 0, où Un est la suite définie dans Prop. 1. Les solutions
sont de la forme n = 3m ou n = 3m+ 1 et il n’existe pas de solution de la
forme n = 3m+ 2 à moins que a = 1, b | r et (q, s) = 1.

P r e u v e. L’équation (1) n’a pas de solutions avec n négatif, d’après (7)
et Prop. 2(iii), et d’après (3), chaque solution de l’équation (1) avec n ∈ N
correspond à un zéro de la suite Un. Les conditions (aS,Q) = δ et δ2 |R de
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Prop. 2(ii) se traduisent, via l’hypothèse 2, par (q, s) = 1, ab | r et (a, r) = 1.

Lorsque ρ est un entier algébrique, nous étudions les solutions de l’équa-
tion (1) par des méthodes p-adiques classiques, en choisissant pour p certains
diviseurs premiers des indices F2 et F3 (Déf. 1). Dans le cas général où
ρ est un entier algébrique de degré r, Duboué [13] étudie les propriétés
arithmétiques d’indices analogues.

Définition 5. Soient {ϕ, ρ, 1} et {γ, θ, 1} deux bases du corps K, ρ =
aγ+ bθ+ c et ϕ = a′γ+ b′θ+ c′. Le déterminant a′b−ab′ est “l’indice” de la
première base (ou de ρ si ϕ = ρ2) relativement à la seconde base. Lorsque
ρ est un entier du corps K vérifiant l’hypothèse 1, pour k ∈ N∗, Fk(ρ)
ou simplement Fk désigne “l’indice” de ρk dans la base {ρ2, ρ, 1}. Avec les
notations de Prop. 1(ii), Fk = U2kVk−UkV2k, en particulier F2 = −(QS+R)
et F3 = Q3 +Q2S2 −RS3. D’après Delone et Faddeev [10, p. 102], l’entier
Fk est alors l’indice de l’ordre Z[ρk] dans l’ordre Z[ρ], un ordre du corps K
étant un Z-module qui est un sous-anneau de K contenant le nombre 1.

Lemme 1. La suite des indices Fk est une suite de divisibilité et pour
k ≥ 1, disc(ρk) = F2

k disc(ρ) et Fk = Norm(−(ρ − S)Uk + Vk), où Norm
désigne le produit pris sur les racines du polynôme f .

Dans le cas général, voir l’article de Bézivin, Pethö et van der Poorten
[6].

P r e u v e. Le polynôme f est non-dégénéré d’après Prop. 1(i), donc Fk
est non nul pour tout k ∈ N∗. D’après Duboué [13, p. 208], la suite vérifie
les relations de divisibilité : Fkm(ρ) = Fk(ρ)Fm(ρk) = Fm(ρ)Fk(ρm), pour
k,m ∈ N∗, que l’on peut déduire aussi de (16). Par définition,

δf = det(ρ̂2, ρ̂, 1̂) , δfFk = det(ρ̂2k, ρ̂k, 1̂) ,

où ̂ est le plongement utilisé dans la preuve de Prop. 1; la première égalité
en découle. D’après (3), l’identification de ρ2k et de (ρk)2 entrâıne que

U2k = (S2 +Q)U2
k + 2SUkVk + V 2

k + 2UkWk ,

V2k = (QS +R)U2
k + 2QUkVk + 2VkWk .

Un calcul simple montre alors l’égalité de U2kVk − UkV2k et de la norme :

Norm(−(ρ−S)Uk+Vk) = −(QS+R)U3
k +(S2−Q)U2

kVk+2SUkV 2
k +V 3

k .

Pour résoudre l’équation εn = xθ+ y, lorsque ε est une unité algébrique
d’un ordre cubique Z[θ], de discriminant négatif, Delone et Faddeev [10, §75]
utilisent un algorithme de montée, dont le principe est de substituer à cette
équation une équation analogue

εn1
1 = x1θ1 + y ,
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où x = px1, avec p premier, et d’épuiser les diviseurs de x en répétant cette
opération. Plus précisément, p est un diviseur premier de l’indice de l’ordre
Z[ε] dans l’ordre Z[θ], θ1 = pθ, ε1 = εµ et n = µn1, où µ est déterminé
par le “Petit Théorème” de Fermat dans le corps Q(θ). Voir Nagell [24,
p. 48]. Lorsque ρ n’est pas une unité algébrique, l’algorithme de montée ne
s’applique à l’équation (1) que dans le cas où ρ est une unité semi-locale
pour p.

Définition 6. Soient ζ et θ des éléments primitifs d’un corps cubique
K avec θ entier, et h le polynôme minimal sur Q de ζ. Posons h(X) =
X3 − sX2 − qX − r. Soit p un nombre premier fixé; Z(p) désigne l’anneau
local de Z en p, Z(p) = {(u/v) ∈ Q | p - v}. ζ est un entier semi-local du
corps K, dans le sens de Cassels [8, p. 170], si s, q, r ∈ Z(p), et ζ est une
unité semi-locale si de plus r /∈ pZ(p). Le nombre premier p est appelé un
“diviseur” de l’unité semi-locale ζ dans l’anneau Z(p)[θ] si ζ a l’expression
suivante :

ζ = pαAθ2 + pβBθ + C ,

où α et β sont des entiers positifs, C est une unité de Z(p) et si A ou B est
non nul alors chacun d’eux est une unité de Z(p).

Théorème 2 [12, p. 155]. Supposons que ζ soit une unité semi-locale
du corps K, ayant p comme “diviseur” dans l’anneau Z(p)[θ]. Pour n 6= 0,
l’équation

ζn = (pαAθ2 + pβBθ + C)n = xθ + y ,

avec n ∈ Z et x, y ∈ Q, n’a pas de solutions sous les conditions suivantes :

(i) pour p 6= 2, si α ≤ β ou si β ≤ α < 2β,
(ii) pour p = 2, si 2 ≤ α ≤ β ou si β ≤ α < 2β − 1.

Quand ces conditions ne sont pas satisfaites, l’équation a au plus deux
solutions, sauf dans le cas spécial où p = 3, α ≥ 2, β = 1 et p ne divise pas
la trace de θ; le nombre de solutions est alors au plus égal à trois.

P r e u v e d u T h é o r è m e 1. Chaque solution n de l’équation (1) est
un zéro d’une suite récurrente linéaire (Déf. 1), un zéro de la suite Un si
n est positif ou nul d’après (3), ou un zéro de la suite U ′h+1 si n = −h
est négatif, d’après (7). Ces deux suites sont des fonctions symétriques
complètes (Déf. 2 et Prop. 1(v)); chacune d’elles étant non-dégénérée d’après
Prop. 1(i), leur zéro-multiplicité est finie. Pour tout λ ∈ Q∗, les suites
Un(λρ) et Un(ρ) ont les mêmes zéros d’après (12), ainsi que les suites
U ′h+1(λω) et U ′h+1(ω), où ω = R/ρ. Nous pouvons supposer que ρ est un
entier primitif du corps K vérifiant l’hypothèse 1 et que le triplet (S,Q,R)
est “réduit” (Déf. 3). Si k est une solution de l’équation (1) alors 1 − k
est solution de l’équation ωm = xω + y. Quitte à échanger ces équations,
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supposons que k ≥ 3. Alors Uk = 0 et d’après (13), Sk−2 ≡ 0 (mod δ),
où δ est le pgcd de Q et de R. Chaque diviseur premier de δ étant un
diviseur de S, d’après Déf. 4, “δ a la propriété P(S)”, ce que nous sup-
posons.

Dans le cas où R = 1, ρ est une unité algébrique du corps K. D’après
un Théorème de Nagell figurant dans le livre de Delone et Faddeev [10,
p. 398], l’équation (1) a deux ou trois solutions si disc(ρ) < −44, quatre
solutions si disc(ρ) est égal à −44 ou à −31, et cinq solutions lorsque
disc(ρ) = −23, ρ étant l’unité fondamentale de l’ordre cubique Z[ρ]. Une
démonstration p-adique du résultat de Nagell est donnée dans [12, Cor. 2].
De plus, Delone et Faddeev déterminent les unités binomiales d’un ordre cu-
bique de discriminant négatif, en utilisant un algorithme de montée dont le
principe est brièvement évoqué dans ce paragraphe. Voir [10, §75 et Table,
p. 417].

Nous supposons maintenant que R ≥ 2. Dans [11], nous traitons le cas
où δ = R. Le corps cubique K étant caractérisé par la relation ρ3 = Rε
où ε est une unité algébrique, les solutions modulo trois de l’équation (1)
correspondent à des unités binomiales en ρ ou en ω. Nous montrons [11,
Thm. 3.4] que le nombre de solutions en n de l’équation (1) est au plus égal
à quatre, sauf dans deux cas où il y a cinq ou six solutions. Ce résultat
est obtenu par l’application de certains critères d’arrêt de l’algorithme de
montée, établis par Delaunay [10, p. 410], et par Gordon et Mohanty [14].
Voir [11, Table, p. 42]. Nous retrouvons ainsi [11, p. 30] les six zéros
de la suite de Berstel et Mignotte (voir Cerlienco, Mignotte et Piras [9,
p. 99], Mignotte [22]). Dans [12], nous étendons ces critères d’arrêt à des
unités semi-locales (Déf. 6) par des techniques p-adiques, pour l’essentiel :
Théorème de Strassmann et séries d’interpolation de Mahler [21, pp. 122
et 224]; le résultat principal [12, Thm. 1] est rappelé dans ce paragraphe
(Thm. 2). Comme application, nous étudions les solutions modulo deux
de l’équation (1), c’est-à-dire, les puissances de ρ2 binomiales en ρ ou en
ω, lorsque “l’indice F2 n’a pas la propriété P(R)” (Déf. 4 et Déf. 5) avec
F2 = −(QS + R). Cette hypothèse entrâıne l’existence d’un diviseur pre-
mier de F2 pour lequel ρ est une unité semi-locale et nous montrons [12,
Thm. 2] que le nombre de solutions en n de l’équation (1) est alors au plus
égal à quatre; en particulier, lorsque R = δ avec R ≥ 2 [12, Cor. 3], le
nombre de solutions est égal à deux ou trois, sauf dans huit cas. Dans le
paragraphe 2, après avoir rappelé ce résultat (Thm. 3), nous le complétons
par le critère F2 (Thm. 4), qui donne sous les mêmes hypothèses des con-
ditions nécessaires pour que l’équation (1) ait une ou deux solutions non
triviales.

Dans la suite R et δ sont distincts. Chaque solution en n de l’équation (1)
est un zéro de la suite Un (Cor. 2). Nous supposons désormais que le triplet
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(S,Q,R) vérifie l’hypothèse 2, où sont réunies les conditions précédentes. Il
reste à étudier les solutions modulo deux de l’équation (1) lorsque “l’indice
F2 a la propriété P(R)”, donc en fonction des diviseurs de F2 et de R.
Dans Prop. 3, nous considérons le diviseur d, où d est le pgcd de S et de
R/δ; pour chaque diviseur premier de d, les congruences obtenues via la
formule (13) font apparâıtre des conditions nécessaires pour que la suite
Un ait des zéros distincts de 0 et 1. Le paragraphe 2 s’achève par une
caractérisation des indices F2, lorsque l’équation (1) a plus de deux solutions
(Cor. 3).

Nous étudions ensuite les solutions modulo trois de l’équation (1), via le
système équivalent des équations (20), (22) et (23), en fonction des diviseurs
premiers de l’indice F3, où F3 = Q2(S2 +Q)−RS3. Dans le paragraphe 3,
nous supposons que “l’indice F3 n’a pas la propriété P(R)”; cette hypothèse
entrâıne l’existence d’un diviseur premier p de F3 pour lequel ρ est une unité
semi-locale. Nous montrons (Thm. 5) que dans ce cas, le nombre de solutions
en n de l’équation (1) est au plus égal à quatre et le critère F3 donne des
conditions nécessaires pour que deux solutions soient congrues modulo trois.
Dans la preuve de Thm. 5, nous déterminons d’abord le plus petit entier
positif µ tel que p soit un “diviseur” de ρ3µ relativement à ρ et à ω (Déf. 6),
puis la forme des solutions en fonction de µ. Les solutions des équations
(20) et (23) correspondent à des puissances de ρ3µ binomiales en ρ ou en ω,
tandis que les solutions de l’équation (22) sont de la forme n = 3µm+3ν+2
où ν est fixé (Prop. 4). Cependant, Thm. 2 ne s’applique pas à l’équation
(22); nous montrons que cette équation a au plus deux solutions (Prop. 5),
par extension scalaire à Qp de la première relation (10), où k et m sont
remplacés par 3ν + 2 et 3µm. Par contre, Thm. 2 s’applique à chacune des
équations (20) et (23) avec ζ = ρ3µ; le cas où p = 2 étant traité à part
(Prop. 6). La compatibilité de ces trois équations est ensuite discutée. Il
ressort de la discussion que l’équation (1) a deux ou trois solutions lorsque
l’équation (22) n’en a aucune. Dans Prop. 2(ii) et Prop. 8(ii), nous donnons
des conditions nécessaires pour que l’équation (22) ait au moins une solution.
Dans le cas particulier où une première solution de cette équation est donnée,
la seconde solution correspond à une puissance de ρ3µ binomiale en φ, où
φ s’exprime en fonction de la première solution, et Thm. 2 peut encore
s’appliquer (Cor. 4).

Lorsque “l’indice F3 a la propriété P(R)”, nous étudions les solutions
de l’équation (1) en fonction des diviseurs premiers de F3 et de R. Dans
le paragraphe 5, nous considérons les diviseurs premiers de F3 et de δ pour
lesquels ε = ρ3/δ est une unité semi-locale, l’équation (1) étant équivalente
au système des deux équations (30) et (31), via Prop. 7; cette situation
est l’analogue semi-local de celle de [11] où ε est une unité algébrique.
Pour chaque diviseur premier de (aS,Q)/δ, Thm. 2 s’applique à chacune
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des équations (30) et (31), sauf dans des cas particuliers qui relèvent des
Lemmes 3 et 4, via (35). Nous montrons ainsi (Thm. 6) que le nom-
bre de solutions en n de l’équation (1) est égal à deux ou trois, lorsque
(aS,Q) 6= δ, et le critère F ′3 donne des conditions nécessaires pour que deux
solutions soient congrues modulo trois. On pourrait envisager de traiter le
cas où (aS,Q) = δ en adaptant les résultats de [11, §4.1] et en utilisant la
méthode d’extension scalaire lorsque Thm. 2 ne s’applique pas; mais nous
allons procéder autrement.

Dans le paragraphe 6, nous définissons D, un diviseur de F3 et de R/δ,
par δD = (S2 + Q,R). Nous établissons Prop. 8 et Cor. 5, qui sont les
analogues, pour D et F3, de Prop. 3 et Cor. 3 pour d et F2. Dans le
paragraphe 7 (Thm. 7), nous montrons, sous l’hypothèse que “l’indice F3

a la propriété P(R)” et (aS,Q) = δ, que le nombre de solutions en n de
l’équation (1) est au plus égal à trois, sauf pour les triplets du type (40)
ou du type (41). La preuve de Thm. 7 est élémentaire. Nous pouvons en
effet supposer que chacun des indices F2 et F3 est de la forme indiquée dans
Cor. 3 et Cor. 5, et que le triplet (S,Q,R) est solution du système (42),
qui comporte deux équations par définition des indices. Nous discutons
alors l’existence des solutions de ce système avec les résultats suivants :
lorsque QS = 0, les triplets sont du type (41) et n = 3 est solution de
l’équation (1); lorsque QS < 0 et QS 6= −4R, l’équation (43), déduite
du système (42), est quadratique en −Q3 et son discriminant est négatif,
sous l’hypothèse 2, à moins que le triplet ne soit du type (40) et n = 4 est
solution de l’équation (1); lorsque QS > 0 ou QS = −4R, il y a trois triplets
solutions pour lesquels l’équation (1) a deux ou trois solutions, d’après le
Lemme 6.

Dans les paragraphes 8 et 9, nous traitons les cas non résolus de Thm. 7.
Si le triplet est du type (40) alors, pour n 6= 0, les solutions en n de l’équation
(1) correspondent aux puissances de ρ3 binomiales en ρ3 ((48)). Les critères
F2 et F3, et Cor. 3 permettent de dresser une liste de dix-huit triplets (Ta-
ble 1), et pour chaque triplet l’équation (1) a trois ou quatre solutions. On
vérifie (Table 2) que pour deux triplets seulement il y a quatre solutions
(Thm. 8). Lorsque le triplet est du type (41), pour n 6= 0, les solutions en
n de l’équation (1) correspondent aux puissances de ρ2 binomiales en ρ2,
(51). D’après Thm. 9, l’équation (1) a trois ou quatre solutions en n lorsque
S = 0, et dans deux cas au moins il y a quatre solutions. Cor. 6 et Cor. 7
donnent des conditions nécessaires à l’existence de solutions non triviales.
D’après Rem. 1, les résultats précédents s’appliquent à l’équation (17), dans
le cas où f n’est pas irréductible (voir Rem. 3 et Rem. 5). Un exemple
relié à l’équation de Ramanujan–Nagell est traité par cette méthode. La
Table 3 donne seize exemples où l’équation (1) a au moins quatre solutions.
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§ 2. Solutions modulo deux

Nous étudions les solutions de l’équation (1) suivant leur parité, en fonc-
tion des diviseurs premiers de l’indice F2, lorsque ρ est un entier algébrique
du corps K. Le cas où “F2 n’a pas la propriété P(R)” (Déf. 4) est traité
dans [12]; nous rappelons ce résultat.

Théorème 3 [12, Thm. 2]. Soit ρ un entier algébrique vérifiant l’hypo-
thèse 1. S’il existe un nombre premier p tel que p | F2 et p -R, avec F2 =
−(QS + R), alors le nombre de solutions en n de l’équation (1) est égal à
deux ou trois si p ≥ 5 ou si p2 | F2; sinon il y a au plus quatre solutions.

Théorème 4 (Critère F2). Soit p un nombre premier vérifiant les
hypothèses de Thm. 3. Désignons par µ le plus petit entier positif tel que p
soit un “diviseur” de ρ2µ dans l’ordre Z[ρ]. Suivant Déf. 6, posons

ρ2µ = pαAρ2 + pβBρ+ C .

Si p - disc(ρ) alors µ est la plus petite solution de la congruence (S2/Q)µ ≡ 1
(mod p); sinon µ = p. Les solutions de l’équation (1) sont alors de la
forme n = 2µl ou n = 2µl + 1, avec l ∈ Z. La condition C0 ci-dessous,
respectivement la condition C1, est nécessaire pour que l’équation (1) ait
deux solutions paires, respectivement deux solutions impaires (au plus trois
solutions dans le cas spécial).

cas spécial
p = 2 p = 3, µ = 2, p‖F2 p ≥ 3

C0 α ≥ 2β − 1 32 | (S2 +Q) α ≥ 2β

β = 1
α = β etC1 32 | (S3 + 2QS +R)β ≥ 2 , α = β et pα | (AS +B)

22α−1 | (S3 + 2QS +R)

Le critère F2 est utilisé dans les paragraphes 7 et 8. Deux exemples
extraits de [11, Table, p. 42], illustrent le cas où p ‖F2, avec p = 2 ou p = 3
et µ = 2 : les solutions de l’équation (1) sont égales à 0, 1, 4, 12 pour S = 2,
Q = −4, R = 2 et à 0, 1, 4, 9 pour S = 3, Q = −9, R = 9.

P r e u v e. Suivant le signe et la parité de n, l’équation (1) est équivalente
à l’une des équations suivantes :

(18) ρ±2m = xρ+ y ou ρ±2m+1 = xρ+ y ,

ce qui ressort de la formule (3) pour U2m = 0 ou U2m+1 = 0, avec m ∈ N,
et de la formule (7) pour U ′2m+1 = 0 ou U ′2m = 0, avec m ∈ N∗. D’après (5)
et (6), le système (18) est équivalent à

(19) ρ±2m = xρ+ y ou ρ±2m = x+ yω/R .
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Par hypothèse, p est un nombre premier tel que p | F2 et p -R. Pour
h ≥ 2, la relation Vh = QVh−2 −F2Uh−2 implique V2m+1 ≡ Qm et V2m ≡ 0
(mod p). De même, pour h ≥ 1, la relation Uh = SUh−1 + Vh−1 implique
U2m+1 ≡ SU2m et U2m ≡ S2U2m−2 + Qm−1 (mod p); ce qui donne deux
formules pour U2m modulo p :

U2m ≡ (S2m −Qm)/(S2 −Q) si S2 6≡ Q et U2m ≡ mQm−1 si S2 ≡ Q .
Des congruences analogues s’obtiennent en remplaçant le triplet (S,Q,R)
par (−Q,−RS,R2) : U ′2m+1 ≡ −QmU2m; U ′2m ≡ Qm−1U2m; V ′2m+1 ≡
S2mV2m+1 et V ′2m ≡ 0 (mod p). La condition µ divise m, où µ est défini
dans l’énoncé, est donc nécessaire pour que l’une des suites U2m, U2m+1,
U ′2m ou U ′2m+1 ait un zéro. Les coordonnées de ρ2µ figurant dans (3), re-
spectivement dans (6), vérifient alors les congruences suivantes modulo p :
U2µ ≡ V2µ ≡ 0 et W2µ 6≡ 0; U2µ+1 ≡ V2µ+2 ≡ 0 et W2µ+3 6≡ 0, puisque
Wh = RUh−1 = Vh+1−QUh. Ainsi, p est un “diviseur” de ρ2µ dans l’anneau
Z[ρ], respectivement Z(p)[ω] (Déf. 6). Alors, Thm. 2 appliqué à ζ=ρ2µ, avec
θ = ρ, puis avec θ = ω, montre que chacune des équations de (19) a au plus
deux solutions (au plus trois dans le cas spécial). La compatibilité de ces
équations est discutée dans la preuve de [12, Thm. 2], sur la base des rela-
tions : U2µ+1 = SU2µ +V2µ; V2µ+2 = −F2U2µ +QV2µ. Les conditions C0 et
C1 résultent de cette discussion.

Proposition 3. Soient (S,Q,R) un triplet vérifiant l’hypothèse 2, δ le
pgcd de Q et de R, d le pgcd de S et de R/δ. Posons F2 = δdF ′′2 où
F2 = −(QS +R).

(i) Le triplet étant de la forme (abs, δq, δr) avec δ = a2b, alors d = (bs, r).
Posons d = cd1 où c = (b, r) et d1 = (s, r/c), puis b = cb1, s = d1s1 et
r = cd1r1; alors R = δdr1, F ′′2 = ab1qs1 + r1 avec (ab1qs1, r1) = 1, et
(R,F ′′2 ) = 1 lorsque (d,F ′′2 ) = 1. Si “F2 a la propriété P(R)” alors “F ′′2 a
la propriété P(d)”.

(ii) Soit Un la suite définie dans Prop. 1. Pour n 6= 0, la suite Un n’a
pas de zéros pairs si d 6= 1 et pour n 6= 1, elle n’a pas de zéros impairs si
(d,F ′′2 ) 6= 1.

P r e u v e. (i) Les définitions de d, c, d1 et l’hypothèse (aq, r) = 1 en-
trâınent que d = (abs, r) = (bs, r), (b1s1, r1) = 1, (aq1, r1) = 1 et (b1, cd1) =
1, b étant sans facteurs carrés; les expressions de R et de F ′′2 s’en déduisent
ainsi que les égalités suivantes : (R,F ′′2 ) = (δd,F ′′2 ) = (cd,F ′′2 ) avec c | d, en
particulier, (R,F ′′2 ) = 1 lorsque (d,F ′′2 ) = 1. Si “F2 a la propriété P(R)”
alors chaque diviseur premier de F2 est un diviseur de δd = (R,F2); comme
F ′′2 | F2, chaque diviseur premier de F ′′2 est aussi un diviseur de δd, mais
d’après ce qui précède, c’est un diviseur de cd, donc de d, ainsi “F ′′2 a la
propriété P(d)”.
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(ii) Soit p un diviseur premier de d, lorsque d 6= 1. Le triplet (S,Q,R)
est de la forme (upe+t, vpe, wp2e+t), avec p - v, pe ‖ c et pt ‖ d1, e = 0 ou e = 1
et e + t ≥ 1; F2 = −(uv + w)p2e+t avec p - (uv,w). L’expression de U2h+2,
respectivement celle de U2h+3, est donnée par la formule combinatoire (13),
pour h ≥ 1 ∑

i+2j+3k=2h (resp. 2h+1)

(i+ j + k)!
i!j!k!

uivjwkpe(i+j+2k)+t(i+k) .

Dans le cas de U2h+2, les entiers non négatifs i, j, k vérifient la relation
i+ 2j+ 3k = 2h. Nous montrons que i+ k ≥ 2 et i+ j+ 2k ≥ h+ 1 dès que
0 ≤ j ≤ h − 1 : la relation i + 3k = 2(h − j) entrâıne que i + 3k ≥ 2 avec
i + k pair et non nul, l’inégalité i + k ≥ 2 implique i + 2k + 2h ≥ 2(h + 1)
avec i+ 2k + 2h = 2(i+ j + 2k). Nous déduisons alors de la congruence

p−ehU2h+2 ≡ vh (mod pe+2t)

que U2h+2 6= 0 pour h ≥ 1, avec U2 = 1. Dans le cas de U2h+3, on vérifie
de même que i + k ≥ 3 et i + j + 2k ≥ h+ 2 pour 0 ≤ j ≤ h− 2. Nous en
déduisons que

p−(eh+e+t)U2h+3 ≡ (uv + h(uv + w))vh−1 (mod pe+2t) .

L’hypothèse p | F ′′2 implique p | (uv + w) et p -uvw. Dans ce cas, la congru-
ence p−(eh+e+t)U2h+3 ≡ uvh (mod p) montre que U2h+3 6= 0 pour h ≥ 1,
avec U3 = S.

R e m a r q u e 2. Si U3 = S = 0 alors d = r et F ′′2 = −1, avec r ≥ 2.
L’équation (1) a trois solutions en n : 0, 1, 3, et toute solution supplémentaire
est impaire (voir §8).

R e m a r q u e 3. Le polynôme f est irréductible lorsque ab 6= c, d’après
le critère d’Eisenstein appliqué à f si b 6= c où à g si b = c [11, p. 21].
Lorsque ab = c, le triplet est de la forme (cd1s1, cq, cd1r1) avec les notations
de Prop. 3. Si le polynôme f a une racine dans Z et deux racines complexes
conjuguées alors f(X) = (X − cd1k)(X2 −Xcd1(s1 − k) + cr′1), en posant
r1 = kr′1, où k ∈ N∗ et 4r′1 > cd2

1(s1 − k)2. L’indice F2 est alors égal à
c2d1(s1 − k)(r′1 + cd2

1ks1).

Corollaire 3. Sous les hypothèses et avec les notations de Prop. 3,
l’équation (1) a deux solutions en n lorsque “l’indice F2 a la propriété
P(R)”, à moins que F ′′2 ne soit égal à ±1, et elle possède deux ou trois
solutions en n lorsque “l’indice F2 n’a pas la propriété P(R)”, à moins
d’avoir F ′′2 = λ avec λ ∈ {±2,±3} et (λ,R) = 1. Dans ce cas le nombre de
solutions est au plus égal à quatre, et s’il existe deux solutions, distinctes de
0 et de 1, alors elles ont la même parité si λ = ±3 et des parités différentes
si λ = ±2, et d = 1 lorsque λ = ±2.
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P r e u v e. D’après Cor. 2, l’équation (1) est équivalente à l’équation
Un = 0. D’après Prop. 3(i), F2 = δdF ′′2 et la condition (d,F ′′2 ) = 1 est
nécessaire pour que la suite Un ait un zéro non trivial; dans ce cas (R,F ′′2 ) =
1, ce que nous supposons dans la suite. Lorsque “F2 a la propriété P(R)”
alors “F ′′2 a la propriété P(d)”, chaque diviseur premier de F ′′2 est un diviseur
de (d,F ′′2 ), donc F ′′2 = ±1. Dans le cas où “F2 n’a pas la propriété P(R)”,
comme (R,F ′′2 ) = 1, chaque diviseur premier de F ′′2 vérifie les hypothèses
de Thm. 3, et le résultat se déduit du critère F2 appliqué avec p = 2 ou
p = 3 dans le cas spécial.

§ 3. Solutions modulo trois :
“F3 n’a pas la propriété P(R)”

Sous l’hypothèse 2, chaque solution en n de l’équation (1) est un zéro
de la suite Un (Cor. 2). Suivant que n est congru à 0, 1 ou 2 modulo 3,
l’équation (1) est équivalente, via (3) et (6), à l’une des équations suivantes :

(20) ρ3h = V3hρ+W3h

(21) ρ3h+1 = V3h+1ρ+W3h+1

(22) ρ3h+2 = V3h+2ρ+W3h+2

⇔ (23) ρ3h = (1/R)(V3h+2ω +W3h+3) .

Théorème 5. Soit (S,Q,R) un triplet vérifiant l’hypothèse 2, F3 =
Q2(S2 + Q) − RS3. Si “l’indice F3 n’a pas la propriété P(R)” alors le
nombre de solutions en n de l’équation (1) est au plus égal à quatre.

Critère F3. Supposons qu’il existe un nombre premier p tel que p | F3

et p -R. Si S = 0 alors l’équation (1) a exactement trois solutions en n :
0, 1, 3. Lorsque S est non nul , désignons par µ le plus petit entier positif tel
que p soit un “diviseur” de ρ3µ dans l’ordre Z[ρ]; avec les conventions de
Déf. 6, posons

ρ3µ = pαAρ2 + pβBρ+ C .

Si p |QS alors µ = 1 sauf dans le cas spécial (∗) (voir ci-dessous). Si p = 3
et p -QS alors µ = 2 et on peut utiliser le critère F2. Si p ≥ 5 et p -QS, ν
étant le plus petit entier positif et inférieur à µ tel que U3ν+2 ≡ 0 (mod p),
alors µ et ν sont définis dans Prop. 4. Posons

ρ3ν+2 = Eρ2 + Fρ+G .

Les solutions modulo trois de l’équation (1) sont alors de la forme n =
3µm, n = 3µm + 1 ou n = 3µm + 3ν + 2. Chacune des équations (20),
(21) et (22) a au plus deux solutions, deux d’entre elles ont au plus trois
solutions et elles ont ensemble au plus quatre solutions. Les conditions C0,
C1 et C22 ci-dessous sont nécessaires pour que respectivement chacune de ces
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équations ait deux solutions; tandis que la condition C12 est nécessaire pour
que l’équation (22) ait une solution.

p -QS p |QS et p 6= 2 p |QS et p = 2

C0 α ≥ 2β α ≥ 2β − 1

α = β et µ = 1 β ≥ 2α− 1
C1 β ≥ 2α

pα | (AS +B) µ = 2 β = α+ 1 et 2α−2 | (AS +B)

(∗) Dans le cas spécial où p = 2, µ = 1, α = β = 1, prendre µ = 2.

α = β α 6= β

C12 0 ≤ λ < α pλ ‖ ((AS +B)F +AG) et pλ+α |E pmin(α,β) |E

C22 pα | ((AS +B)F +AG) et p2α |E

P r e u v e. Pour déterminer le nombre maximum de solutions de l’équa-
tion (1), nous étudions le système équivalent formé des équations (20), (22),
et (23). Supposons qu’il existe un nombre premier p tel que p | F3 et p -R;
par définition de F3, si p |QS alors p |Q et p |S. Nous distinguons deux cas
suivant que p divise ou non QS.

P r e m i e r c a s : p | F3 et p -QSR. L’indice F3 est impair lorsque S,
Q et R sont impairs, donc p 6= 2. Dans le cas où p = 3, la congruence
Q2(S2 + Q) ≡ RS3 (mod 3) implique (1 + Q) ≡ RS, Q ≡ 1 et R ≡ −S
(mod 3); donc F2 = −(QS + R) ≡ 0 (mod 3). D’après le critère F2, l’une
des conditions (3 ‖F2 et 32 | (S2 + Q)) ou bien (3 ‖F2 et 32 | (S3 + 2QS +
R)) est nécessaire pour que l’équation (1) ait quatre solutions. Comme
S2 + Q ≡ −1 et S2 + 2Q ≡ 0 (mod 3), aucune de ces conditions n’est
satisfaite. Nous déduisons du critère F2 que l’équation (1) a dans ce cas
deux ou trois solutions, de la forme n = 6m ou n = 6m+ 1.

Nous supposons que p ≥ 5. D’après Prop. 4, les solutions en h de chacune
des équations (20) et (23) sont de la forme h = µm avec m ∈ N, où µ est le
plus petit entier positif tel que p soit un “diviseur” de ρ3µ dans les anneaux
Z[ρ] et Z(p)[ω], via les formules (3) et (6). Avec les conventions de Déf. 6,
posons

ρ3µ = pαAρ2 + pβBρ+ C , ρ3µ = (1/R)(pα1A1ω
2 + pβ1B1ω + C1) ;

et les relations suivantes se déduisent de (15) :

(24) pα1A1 = pαAS + pβB , pβ1B1 = pα1A1Q+ pαAR .

D’après Thm. 2, appliqué à ζ = ρ3µ pour p ≥ 5, avec θ = ρ puis avec
θ = ω, chacune des équations (20) et (23) a au plus deux solutions. Nous
montrons que ces deux équations ont ensemble deux ou trois solutions. Pour
que l’équation (20) ait deux solutions il faut que α ≥ 2β, ce qui entrâıne
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d’après (24), α1 = β et β1 = β. Comme α1 = β1, l’équation (23) a une seule
solution. De même, pour que l’équation (23) ait deux solutions il faut que
α1 ≥ 2β1; d’après (24) cette condition est équivalente à

α = β et pα | (AS +B) ,

et dans ce cas l’équation (20) a une seule solution. Dans Prop. 4 nous
montrons que les solutions de l’équation (22) sont de la forme n = 3µm +
3ν + 2 où ν est le plus petit entier positif, avec ν < µ, tel que U3ν+2 ≡ 0
(mod p). D’après Prop. 5, les conditions

α = β , p2α |U3ν+2 et pα | ((AS +B)V3ν+2 +AW3ν+2)

sont nécessaires pour que l’équation (22) ait deux solutions et dans ce cas,
chacune des équations (20) et (23) a une seule solutions d’après les résultats
qui précèdent. Nous avons ainsi montré que l’équation (1) possède au plus
quatre solutions lorsque p | F3 et p -QRS.

S e c o n d c a s : p | (Q,S) et p -R. D’après Prop. 2(ii), la suite Un
n’a pas de zéros de la forme n = 3h + 2, l’équation (22) n’a donc pas de
solutions. Lorsque ρ est un entier de trace nulle, montrons que l’équation
(1) a exactement trois solutions en n : 0, 1, 3. S étant nul, les équations (20)
et (23) sont de la forme suivante :

ρ3h = (Qρ+R)h , ρ3h = R−h(Qω2 +Q2ω +R2)h ,

avec p |Q et p -R. Nous appliquons Thm. 2 à ζ = ρ3, d’une part avec
θ = ρ pour p ≥ 2, alors l’équation (20) a exactement deux solutions (pour
p = 3, la trace de ρ est un multiple de 3), d’autre part avec θ = ω, pour
p ≥ 3 ou bien pour p = 2 et Q un multiple de 4, alors l’équation (23)
a une seule solution. Lorsque 2 ‖Q, d’après (13), on a U3h+1 ≡ hQRh−1

(mod 16). Les solutions de l’équation (23) sont de la forme ρ6m avec m ∈ N
et ρ6 = 2Qω2 +3Q2ω+Q3 +R2, cette équation a une seule solution, d’après
Thm. 2 appliqué à ζ = ρ6 avec θ = ω, pour p = 2. Nous supposons que S
n’est pas nul; il existe alors des entiers positifs α et β tels que S = pαA et
Q = pβB avec p -AB, et d’après (3) et (6),

ρ3 = Sρ2 +Qρ+R , ρ3 = (1/R)(U4ω
2 + V5ω +W6) .

Comme U4 = S2 +Q et V5 = QU4 +RS, les relations (24) se mettent sous
la forme

(25) U4 = p2αA2 + pβB = pα1A1 , V5 = pβ+α1BA1 + pαAR = pβ1B1 .

Donc, ρ3 admet p comme “diviseur” dans Z[ρ] et aussi dans Z(p)[ω]. Nous
appliquons alors Thm. 2 à ζ = ρ3 avec θ = ρ puis avec θ = ω, pour p ≥ 3
ou pour p = 2 lorsque 4 divise (Q,S). Remarquons que pour p = 3, les
traces de ρ et de ω sont des multiples de 3. Pour que l’équation (20) ait
deux solutions il faut que α ≥ 2β pour p 6= 2 ou que α ≥ 2β− 1 pour p = 2;



3. Solutions modulo trois : “F3 n’a pas la propriété P(R)” 25

les relations (25) impliquent dans ce cas α1 = β et β1 ≥ 2β pour p 6= 2,
α1 = β et β1 ≥ 2β − 1 pour p = 2. Comme α1 < β1, avec 2 ≤ α1 pour
p = 2, l’équation (23) a une seule solution. De même, pour que l’équation
(23) ait deux solutions il faut que α1 ≥ 2β1 pour p 6= 2 ou que α1 ≥ 2β1− 1
pour p = 2; via (25), ces conditions sont équivalentes à β ≥ 2α pour p 6= 2
ou à β ≥ 2α − 1 pour p = 2. Comme α < β, avec 2 ≤ α pour p = 2,
l’équation (20) a une seule solution. Le cas où p = 2 et 2 ‖ (Q,S) est traité
dans Prop. 6. Nous avons ainsi montré que l’équation (1) a deux ou trois
solutions lorsque p | (Q,S) et p -R.

Proposition 4. Soient (S,Q,R) un triplet vérifiant l’hypothèse 2, p un
nombre premier tel que p ≥ 5, p | F3 et p -QSR, avec F3 = Q2(S2 + Q) −
RS3, et Un la suite définie dans Prop. 1. Les zéros modulo trois de la suite
Un sont alors de la forme n = 3µm, n = 3µm+ 1 ou n = 3µm+ 3ν + 2, µ
et ν étant des entiers positifs tels que

(i) si p - (QS + 3R) alors µ est la plus petite solution de la congruence
(1 + S2/Q)3µ ≡ 1 (mod p), et ν est l’unique solution, si elle existe, de la
congruence (1 + S2/Q)3ν+2 ≡ −(2 + S2/Q) (mod p), avec 1 ≤ ν ≤ µ− 1;

(ii) si p | (QS + 3R) alors 3 | (p− 1), µ = p et ν est le reste modulo p de
S2/(3Q).

Les coordonnées de ρ3µ et celles de ρ3ν+2 dans l’ordre Z[ρ] vérifient alors
les congruences : U3µ ≡ V3µ ≡ 0 et W3µ 6≡ 0 ; U3ν+2 ≡ 0 et QV3ν+2 ≡
SW3ν+2 6≡ 0 (mod p).

P r e u v e. Le polynôme minimal et le discriminant de ρ sont donnés par{
disc(ρ) = 4F3 − 3(QS + 3R)2 ,
f(X) = (X − (S2 +Q)/S)(X2 +X(Q/S) + (Q/S)2) + F3/S

3 .

Rappelons que, suivant la décomposition de f modulo p, le polynôme f a
trois racines distinctes ρ1, ρ2, ρ3 dans Qp ou dans une extension quadratique
de Qp. D’après la formule (4), Un a l’expression suivante :

δfUn = (ρ2 − ρ3)ρn1 + (ρ3 − ρ1)ρn2 + (ρ1 − ρ2)ρn3 ,

avec δf = −(ρ2 − ρ3)(ρ3 − ρ1)(ρ1 − ρ2) et δ2f = disc(ρ). Si f a une seule
racine modulo p alors p + 1 est un multiple de 3. D’après le Lemme de
Hensel (voir le livre de Cassels [8, p. 49]), l’une des racines de f est dans
Zp, l’anneau des entiers p-adiques, les deux autres racines appartiennent à
Zp[j] = Zp+jZp, où j est une racine cubique de l’unité, distincte de 1. Nous
avons dans ce cas les congruences

(26)
{
ρ1 ≡ (S2 +Q)/S (mod pZp) ,
ρ2 ≡ jQ/S , ρ3 ≡ j2Q/S (mod pZp[j]) .
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Lorsque p− 1 est un multiple de 3, j ∈ Zp et la formule

f(X) = (X − (S2 +Q)/S)2(X + (S2 + 2Q)/S)

+ (X − (S2 +Q)/S)(3F3 + S3(QS + 3R))/(QS2) + F3/S
3

montre que f a deux racines modulo p, lorsque p divise disc(ρ), et dans ce
cas j ≡ (S2 +Q)/Q (mod p). Le polynôme f a une racine dans Zp, les deux
autres racines appartiennent soit à Zp, soit à une extension quadratique de
Qp, qui est ramifiée lorsque p divise le discriminant du corps K. Lorsque p
ne divise pas disc(ρ), p − 1 étant un multiple de 3, le polynôme f a trois
racines dans Zp et les formules (26) sont vérifiées avec j ∈ Zp.

(i) Si p - (QS+3R) alors p - disc(ρ). L’expression de δfUn et les formules
(26) entrâınent les congruences suivantes modulo p :

U3h ≡ S(Q/S)3h−3(y3h − 1)/(y3 − 1) ,

U3h+1 ≡ Q(Q/S)3h−3y(y3h − 1)/(y3 − 1) ,

U3h+2 ≡ Q(Q/S)3h−2(y3h+2 + y + 1)/(y3 − 1) ,

où y ≡ (S2 +Q)/Q et y2 + y + 1 6≡ 0 (mod p). Soit µ l’ordre de y3 dans le
groupe à p− 1 éléments (Z/pZ)∗. Si n = 3h ou n = 3h+ 1 est un zéro de la
suite Un alors y3h ≡ 1 (mod p) et h est un multiple de µ. Si n = 3h+2 est un
zéro de la suite Un et si h ≡ ν (mod µ), alors la congruence y3ν+2+y+1 ≡ 0
(mod p) a au plus une solution avec 1 ≤ ν ≤ µ− 1.

(ii) Si p | (QS+ 3R) alors p | disc(ρ). Comme p -R, la récurrence modulo
p est d’ordre trois. D’après Ward [32], l’expression de Un modulo p est
donnée par

Un ≡ (xn2 − xn1 − n(x2 − x1)xn−1
1 )/(x2 − x1)2 ,

où x1 ≡ (S2 + Q)/S et x2 ≡ −(S2 + 2Q)/S (mod p). Nous avons dans ce
cas les congruences suivantes modulo p :

U3h ≡ hS(Q/S)3h−3 , U3h+1 ≡ hyQ(Q/S)3h−3 ,

U3h+2 ≡ −(3h+ 1− y)S−1(Q/S)3h+1 ;

où y ≡ (S2 + Q)/Q et y2 + y + 1 ≡ 0 (mod p). Si n = 3h ou n = 3h + 1
est un zéro de la suite Un alors h est un multiple de p, et on pose µ = p. Si
n = 3h+ 2 est un zéro de la suite Un alors 3h ≡ S2/Q (mod p) et 3ν est le
reste modulo p de S2/Q.

Les coordonnées de ρ3µ et celles de ρ3ν+2 dans l’ordre Z[ρ] sont données
par la formule (3). D’après ce qui précède, U3µ ≡ 0, V3µ = U3µ+1−SU3µ ≡ 0
et W3µ = RU3µ−1 6≡ 0 (mod p). Comme U3ν+2 ≡ 0 (mod p), un calcul sim-
ple montre que V3ν+2 ≡ U3ν+3 ≡ −(Q/S)3ν+1, W3ν+2 ≡ U3ν+4−SU3ν+3 ≡
−(Q/S)3ν+2 (mod p).



3. Solutions modulo trois : “F3 n’a pas la propriété P(R)” 27

Proposition 5. Sous les hypothèses de Prop. 4, l’équation (22) a au
plus deux solutions.

P r e u v e. Nous traitons par une méthode p-adique l’équation U3h+2 =
0, qui est équivalente à l’équation (22). Soit µ l’entier positif défini dans
Prop. 4. D’après (24), ρ3µ = pαAρ2 + pβBρ + C; posons t = min(α, β),
ρ3µ = c(ptγ + 1) et pour k ∈ N, γk = ukρ

2 + vkρ + wk. Il est utile pour la
suite de calculer les coordonnées de γk pour k ∈ {0, 1, 2}; elles sont données
par

(27)

u0 = v0 = 0 ; w0 = 1 ; cu1 = pα−tA ; cv1 = pβ−tB ; w1 = 0 ;
u2 = (Su1 + v1)2 +Qu2

1 ; v2 = Qu1(Su1 + 2v1) +Ru2
1 ;

w2 = Ru1(Su1 + 2v1) .

Nous déduisons de [12, Lemme 1], le résultat suivant. La série d’interpola-
tion U(m) de la suite c−mU3µm représente une fonction analytique sur Zp;
elle est donnée par{
U(m) = c−mU3µm pour m ∈ N,
U(m) =

∑
1≤jm

jUj pour m ∈ Zp, avec Uj =
∑
j≤k(1/k!)s(k, j)ptkuk,

où s(k, j) est le coefficient de xj dans x(x−1) . . . (x−k+1). Les résultats sont
analogues pour les séries d’interpolation V(m) etW(m) des suites c−mV3µm

et c−mW3µm. D’après Prop. 4, les zéros de la suite U3h+2 sont de la forme
3µm+ 3ν + 2 et d’après (10), nous avons la relation suivante :

U3µm+3ν+2 = U3ν+4U3µm + U3ν+3V3µm + U3ν+2W3µm .

Pour m ∈ Zp, considérons la série d’interpolation T (m) de la suite
c−mU3µm+3ν+2; elle est définie par

T (m) = U3ν+4U(m) + U3ν+3V(m) + U3ν+2W(m) ,
T (m) = T0 +

∑
1≤jm

jTj ,
Tj = U3ν+4Uj + U3ν+3Vj + U3ν+2Wj , T0 = U3ν+2 .

Posons E = U3ν+2, F = V3ν+2, G = W3ν+2. Alors, par définition, U3ν+4 =
E(S2 + Q) + FS + G, U3ν+3 = ES + F , et il résulte de Prop. 4 que p |E,
p -FG et QF ≡ SG (mod p). Les hypothèses p | F3 et p -QSR entrâınent
les congruences modulo p

FS +G ≡ F (S2 +Q)/S , Q2(S2 +Q) ≡ RS3 , QSR 6≡ 0 .

Nous obtenons |U3ν+2| < 1, |U3ν+4| = |U3ν+3| = 1, en prenant les valeurs
absolues p-adiques. |T0| = |E| et pour j ≥ 1, appliquons l’inégalité ultra-
métrique à Tj :

|Tj | ≤ max(|Uj |, |Vj |, |EWj |) .
Nous déduisons alors d’un résultat de Mahler [21, p. 224] que la série T (m)
est une fonction analytique sur Zp. D’après le Théorème de Strassmann, tel
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qu’il est énoncé dans le livre de Cassels [8, p. 62], l’équation T (m) = 0 a au
plus N solutions dans Zp, N étant défini par

|TN | = max
j
|Tj | , |TN | > |Tj | pour tout j > N .

A fortiori, l’équation (22) a au plus N solutions dans N. Pour déterminer N
utilisons les congruences suivantes qui proviennent de [12, Lemme 2] pour
p ≥ 5 :  T1 ≡ p

tT1 − (1/2)p2tT2 (mod p3t),
T2 ≡ (1/2)p2tT2 (mod p3t),
Tj ≡ 0 (j ≥ 3) (mod p3t),

avec T1 = (E(S2 + Q) + FS + G)u1 + (ES + F )v1 et T2 = (E(S2 + Q) +
FS +G)u2 + (ES +F )v2 +Ew2. Après réduction modulo p nous obtenons

T1 ≡ (FS +G)u1 + Fv1 et T2 ≡ (FS +G)u2 + Fv2 .

Montrons maintenant que si p |T1 alors p -T2. Remarquons que p |T1

implique α = β = t et les congruences F (AS + B) ≡ −AG (mod p), par
définition de u1 et de v1, formules (27), puis compte-tenu de QF ≡ SG,
S(AS +B) ≡ −AQ. Remplaçons AS +B par −AQ/S dans les expressions
de u2 et de v2, formules (27), et FS+G par F (S2 +Q)/S dans l’expression
de T2, ce qui donne les congruences modulo p

c2T2 ≡ FA2(Q(S2+Q)2+RS3−QS2(S2+2Q))/S3 ≡ FA2Q2(S2+2Q)/S3 .

Via l’hypothèse p | F3, et d’après Prop. 4, p -T2.
L’application répétée du Théorème de Strassmann permet de conclure.

En effet, dans le cas où p -T1 nous obtenons que |T1| = |pt|, avec |T1| > |Tj |
pour tout j ≥ 2, ainsi N = 1 si |T0| ≤ |T1| auquel cas pt |E, et N = 0 sinon.
Lorsque pλ ‖T1 avec λ ≥ 1, alors α = β = t, nous obtenons que |T2| = |p2α|,
avec |T2| > |Tj | pour tout j ≥ 3. Si λ < α alors |T1| = |pλ+α| et |T1| > |T2|,
dans ce cas N = 1 si |T0| ≤ |T1|, donc si pλ+α |E, et N = 0 sinon. Enfin,
si λ ≥ α alors |T1| ≤ |T2|, N = 2 si |T0| ≤ |T2|, c’est-à-dire, pour p2α |E, et
N = 0 sinon. L’équation (22) a donc au plus deux solutions. Les conditions
α = β, p2α |E et pα | ((AS + B)F + AG) sont nécessaires pour qu’il y ait
deux solutions.

R e m a r q u e 4. Beukers [4, Lemme 7] utilise, dans des conditions non
banales, la série d’interpolation d’une suite récurrente linéaire sans faire
appel au Théorème de Strassmann.

Proposition 6. Soit (S,Q,R) un triplet vérifiant l’hypothèse 2 et les
conditions suivantes : Q et S sont pairs, R est impair , Q ou S n’est pas un
multiple de 4. Les équations (20) et (23) ont alors deux ou trois solutions.

P r e u v e. Posons S = 2σs pour S 6= 0, Q = 2τq avec q et s impairs,
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σ = 1 ou τ = 1. D’après (3) et (6), les formules

ρ3 = Sρ2 +Qρ+R ,

ρ3 = (1/R)((S2 +Q)ω2 + (Q(S2 +Q) +RS)ω +R(S3 + 2QS +R))

montrent que 2 est un “diviseur” de ρ3 dans Z[ρ] et aussi dans Z(2)[ω].
D’après Thm. 2 appliqué à ζ = ρ3, pour p = 2, avec θ = ρ puis θ = ω,
chacune des équations (20) et (23) a au plus deux solutions, et pour S = 0,
l’équation (20) a exactement deux solutions. Nous allons montrer que ces
deux équations ont au plus trois solutions. Trois cas sont à considérer :

cas 1 : σ ≥ 2 et τ = 1 , cas 2 : σ = 1 et τ ≥ 2 , cas 3 : σ = τ = 1 .

D’après ce qui précède, l’équation (20) dans le cas 1 et l’équation (23) dans le
cas 2 ont chacune au plus deux solutions. Remarquons que ρ3 /∈ Z[2ρ] dans
les cas 2 et 3, et que ρ3 /∈ Z(2)[2ω] dans les cas 1 et 3. Il résulte de la formule
(13) que dans les cas 2 et 3, U3h ≡ 2hsRh−1 (mod 4) et que dans les cas 1
et 3 U3h+1 ≡ 2hqRh−1 (mod 4). Nous déduisons de ces congruences que les
solutions de l’équation (20) dans les cas 2 et 3, et celles de l’équation (23)
dans les cas 1 et 3, sont de la forme 6m avec m ∈ N et 2 est un “diviseur”
de ρ6. D’après (3) et (6), nous avons en effet

ρ6 = U6ρ
2 + V6ρ+W6 , ρ6 = (1/R)(U7ω

2 + V8ω +W9) ;

ainsi que les relations suivantes correspondant à (24) pour µ = 2 :

(28)

U6 = S4 + 3QS2 +Q2 + 2RS = 2αA ,
V6 = (QS +R)(S2 + 2Q) = 2βB ,
U7 = SU6 + V6 = 2α1A1 , V8 = QU7 +RU6 = 2β1B1 .

Dans les cas 1 et 2 nous obtenons α = β = α1 = β1 = 2. D’après Thm. 2
appliqué à ζ = ρ6, pour p = 2, avec θ = ρ respectivement θ = ω, l’équation
(20) dans le cas 2, respectivement l’équation (23) dans le cas 1, a une seule
solution. Dans le cas 3, nous obtenons α ≥ 3 et β ≥ 3, ainsi que α1 ≥ 3
et β1 ≥ 3; nous appliquons encore Thm. 2. La condition α ≥ 2β − 1
est nécessaire pour que l’équation (20) ait deux solutions; cette condition
implique, via (28), α1 = β et β1 = β + 1. Comme 3 ≤ α1 < β1, l’équation
(23) a une seule solution. La condition α1 ≥ 2β1−1 est nécessaire pour que
l’équation (23) ait deux solutions. Cette condition est équivalente, d’après
(28), à

β = α+ 1 et 2α−2 | (As+B) .
Comme 3 ≤ α ≤ β, l’équation (20) a une seule solution. Les équations (20)
et (23) ont donc deux ou trois solutions.

Corollaire 4. Sous les hypothèses de Thm. 5, si l’équation (22) n’a
pas de solutions alors l’équation (1) a deux ou trois solutions. Supposons
qu’il existe k tel que ρ3k+2 = V3k+2ρ + W3k+2 et soit p un nombre premier
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vérifiant les hypothèses du critère F3. Alors pour m ≥ k l’équation (22) est
équivalente à

(29) ρ3(m−k) = xφ+ y

où φ = −V3k+2ρ
2 +(SV3k+2 +W3k+2)ρ. Cette équation a au plus deux solu-

tions de la forme m− k = µl et les conditions α = β et pα | ((AS+B)V3k+2

+AW3k+2) sont nécessaires pour qu’il y ait deux solutions.

P r e u v e. Posons V = V3k+2, W = W3k+2 et φ = −V ρ2 + (SV + W )ρ;
alors φ2 = (QV 2+W 2)ρ2+((R−QS)V 2−2QVW )ρ−VR(SV +2W ). Soit G
l’indice de φ dans Q(ρ); d’après Déf. 5 et Lemme 1, G = Norm(V ρ+W ) =
R3k+2. Pour h ∈ N, définissons les coordonnées de ρ3h dans Q(φ) par
ρ3h = (Ahφ2 + Bhφ+ Ch)/G; elles vérifient les relations(

Ah
Bh

)
=
(

SV +W V
(QS −R)V 2 + 2QVW QV 2 +W 2

)(
U3h

V3h

)
et Ch = RV (SV +2W )Ah+GW3h. D’après la formule (11), GAh = U3h+3k+2

et pour m ≥ k les zéros de la suite Am−k correspondent aux solutions de
l’équation (22). L’indice de ρ3 dans Q(φ) est égal à F3/G, p étant un diviseur
premier de F3 tel que p -QSR, alors p -G. Nous déduisons de Prop. 4 et
des formules ci-dessus où QV ≡ SW (mod p) et p -VW , que les solutions
de l’équation (29) sont de la forme h = µl et que p est un “diviseur” de ρ3µ

dans l’anneau Z(p)[φ]. Les relations

Aµ = pαA(SV +W )+pβBV , Bµ = QVAµ+pαAV (QW−RV )+pβBW 2

et Thm. 2 appliqué à ζ = ρ3µ avec θ = φ montrent que les conditions de
l’énoncé sont nécessaires pour que l’équation (29) ait deux solutions.

§ 4. Solutions modulo trois :
“F3 a la propriété P(R)” et (aS,Q) 6= δ

Théorème 6. Soient (S,Q,R) un triplet vérifiant l’hypothèse 2, δ =
(Q,R) avec δ = a2b et F3 = Q2(S2+Q)−RS3. Si “l’indice F3 a la propriété
P(R)” et si (aS,Q) 6= δ alors l’équation (1) a deux ou trois solutions en n.

Critère F ′3. Le triplet étant donné par (abs, δq, δr), supposons qu’il
existe un nombre premier p et des entiers positifs α et β tels que pα ‖ s,
pβ ‖ q et p | ab, posons α = +∞ si s = 0. Alors, l’équation (1) n’a pas de
solutions de la forme n = 3m + 2 et chacune des conditions C0 et C1 ci-
dessous est nécessaire pour qu’elle possède deux solutions, soit de la forme
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n = 3m, soit de la forme n = 3m+ 1.

2 | a 2 | b p | a p | b

C0 α ≥ 2β α ≥ 2β − 1 α ≥ 2β + 1 α ≥ 2β

C1 β ≥ 2α− 1 β ≥ 2α β ≥ 2α β ≥ 2α+ 1

P r e u v e. Supposons que “F3 a la propriété P(R)” et que (aS,Q) 6= δ
où δ = a2b. Alors, d’après Prop. 7(v), (q, s) 6= 1 et chaque diviseur premier
p de (q, s) est un diviseur de ab avec p - r. Il existe donc des entiers positifs α
et β tels que pα ‖ s, pβ ‖ q, p | ab et on pose α = +∞ lorsque s = 0. D’après
Prop. 7(ii), (v), chaque solution de l’équation (1) correspond à un zéro de
l’une des suites Xm ou Ym. Suivant que n = 3m ou n = 3m+ 1, l’équation
(1) est donc équivalente, via (36) et (37), à l’une des équations

(30)

(31)

{
εm = Ymρ+ Zm − absYm ,

εm = Xmω + Zm ,

où ω = ω/a et ε = ρ3/δ est une unité semi-locale pour p. Nous considérons
deux cas suivant que p divise a ou que p divise b.

P r e m i e r c a s : p divise q, s et a. Posons s = pαs′, q = pβq′ et a = pa′,
avec p - a′q′ et p - s′ lorsque s 6= 0. D’après (36) pour m = 1, ε ∈ Z(p)[ρ] et
nous avons

ε = pα−1(s′/a′)ρ2 + pβq′ρ+ r ;

ε ∈ Z(p)[ω] d’après (37) pour m = 1, et nous posons

ε = pα1A1ω
2/(br) + pβ1B1ω/r + C1 .

Ces deux expressions vérifient les relations suivantes :

(32)
{
pα1A1 = pβq′ + p2αbs′

2
,

pβ1B1 = pα1+β+1a′q′A1 + pαs′r .

Ainsi, p est un “diviseur” de ε dans Z(p)[ω] et aussi dans Z(p)[ρ] pour α ≥ 2.
Supposons que α ≥ 2 pour p 6= 2 et que min(α − 1, β) ≥ 2 pour p = 2.

Appliquons Thm. 2 à ζ = ε avec θ = ρ, puis avec θ = ω, en remarquant
que pour p = 3, les traces de ρ et de ω sont des multiples de 3. Pour que
l’équation (30) ait deux solutions il faut que α ≥ 2β + 1 pour p 6= 2 et
α ≥ 2β pour p = 2. D’après (32), α1 = β et β1 ≥ 2β+ 1 pour p 6= 2, α1 = β
et β1 ≥ 2β pour p = 2. L’équation (31) a alors une seule solution du fait
que α1 < β1, avec 2 ≤ α1 pour p = 2. De même, pour que l’équation (31)
ait deux solutions il faut que α1 ≥ 2β1 pour p 6= 2 et α1 ≥ 2β1 − 1 pour
p = 2. Ces conditions sont équivalentes, via (32), à β ≥ 2α pour p 6= 2 et à
β ≥ 2α−1 pour p = 2. L’équation (30) a alors une seule solution car α < β,
avec 2 ≤ α pour p = 2.
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Supposons maintenant que p = 2 et min(α − 1, β) = 1. Si α − 1 ≥ β
alors l’équation (30) a une ou deux solutions d’après Thm. 2 et l’équation
(31) a une seule solution d’après le Lemme 2(ii), Ym étant non nul pour m
positif. Si β > α − 1 alors, d’après le Lemme 2(i), Xm est non nul pour m
positif, et l’équation (30) a une seule solution. Les relations (32) impliquent
β1 = 2 et pour β ≥ 3, α1 ≥ 2β1 − 1. D’après Thm. 2, l’équation (31) a une
ou deux solutions.

Supposons enfin que α = 1. D’après le Lemme 2(i), Xm est non nul pour
m positif, et l’équation (30) a une seule solution. D’après (32), nous avons
β1 = 1 et pour p 6= 2, α1 ≥ 2β1 lorsque β ≥ 2. Thm. 2 appliqué à ε pour
p = 2 ou pour p 6= 2 avec β ≥ 2 montre que l’équation (31) a une ou deux
solutions. Dans tous les cas envisagés, les équations (30) ou (31) ont deux
ou trois solutions et il en est de même pour l’équation (1).

S e c o n d c a s : p divise q, s et b. La démarche est la même que dans
le premier cas, en remplaçant le Lemme 2 par le Lemme 3.

Proposition 7. Sous l’hypothèse 2, le triplet (S,Q,R) étant de la forme
(abs, δq, δr) avec δ = a2b, soient ω et ε les deux entiers du corps K définis
par ω = ω/a où ω = R/ρ et ε = ρ3/δ.

(i) Le triplet (S3,Q3,R3) représentant le polynôme minimal h3 de ε est
égal à (ab2s3 +3(abqs+r), a2bq3−3r(abqs+r), r3) et il vérifie l’hypothèse 2.
Pour m ∈ N, les suites-coordonnées de εm dans l’ordre Z[ε] vérifient la rela-
tion de récurrence ayant h3 comme polynôme auxiliaire; elles sont définies
par

(33) εm = Umε2 + Vmε+Wm .

(ii) Pour m ∈ N, posons aU3m = δmXm, U3m+1 = δmYm et U3m+2 =
δmZm. Les suites Xm, Ym, Zm s’expriment en termes de la suite Um :

(34)


(
Xm

Ym

)
=
(
aq2 − rs s
−qr q + bs2

)(
Um
Um+1

)
,

Zm = r2Um − (2r + abqs)Um+1 + Um+2 ;

chacune d’entre elles est donnée explicitement par la formule suivante :

(35)
∑

i+2j+3k=3m+λ−2

(i+ j + k)!
i!j!k!

siqjrkbi+j+k−mam−1−k+[λ/2]

respectivement pour λ = 0, λ = 1, λ = 2, et [λ/2] désigne la partie entière
de λ/2. Chaque solution de l’équation (1) correspond alors à un zéro de
l’une des suites Xm, Ym ou Zm; la suite Zm n’a pas de zéros lorsque δ - r.

(iii) Pour m ∈ N, les coordonnées de εm dans la base {ρ2, ρ, 1} du corps
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K ainsi que dans la base {ω2, ω, 1} sont données par les formules suivantes :

(36)

(37)

{
εm = Xm(ρ2/a) + (Ym − bsXm)ρ+ (Zm − absYm − abqXm) ,

εm = Ym(ω2/br) + (rXm + aqYm)(ω/r) + Zm ;

en particulier pour m = 1 : ε = (bs2 + q)(ω2/br) + (rs+aq(bs2 + q))(ω/r) +
(ab2s3 + 2abqs+ r); ε = (s/a)ρ2 + qρ+ r.

(iv) Soit F ′3 l’indice de ε dans l’ordre Z[ω, ρ, 1]. Alors

F3 = a5b3F ′3 et F ′3 = aq3 + abq2s2 − brs3 .
(v) Si (aS,Q) 6= δ alors (q, s) 6= 1, la suite Zm n’a pas de zéros et ε est

une unité semi-locale pour chaque diviseur premier de (q, s). Si “F3 a la
propriété P(R)” alors “(q, s) a la propriété P(ab/c)” où c = (b, r).

P r e u v e. (i) Soit f3 le polynôme minimal de ρ3 et h3 celui de ε. Par
définition, f3(X) = det(X1K− ρ3) et δ3h3(X/δ) = f3(X). Un calcul simple
montre que le triplet représentant f3 est (S3+3(QS+R), Q3−3R(QS+R),
R3), le triplet “réduit” (S3,Q3,R3) s’en déduit. Il vérifie l’hypothèse 1
d’après Prop. 1(i); on obtient que (Q3,R3) = c où c = (b, r), c | S3 et
c 6= R3 (Prop. 3(i)), le triplet vérifie donc l’hypothèse 2. La formule (33)
résulte de Prop. 1(ii).

(ii) D’après (11), pour m ∈ N et λ ∈ {0, 1, 2}, U3m+λ = U6+λUm +
U3+λVm+UλWm où Um, Vm, Wm sont les coordonnées de ρ3m dans l’ordre
Z[ρ3]. D’après (12), Um = δm−2Um, Vm = δm−1Vm et Wm = δmWm où
Um, Vm et Wm sont les suites définies par (33), avec Vm = Um+1 − S3Um,
Wm = Um+2−S3Um+1−Q3Um. Après division par δm ou par δm/a lorsque
λ = 0, on obtient les formules (34). La formule (35) provient de (13) après
simplification. D’après Cor. 2, chaque solution de l’équation (1) est un zéro
de la suite Un, qui correspond à un zéro de l’une des suites Xm, Ym ou Zm
suivant que n = 3m, n = 3m+ 1 ou n = 3m+ 2, et Zm 6= 0 si δ - r d’après
Prop. 2(ii).

(iii) La formule (36) se déduit de la formule (3) pour n = 3m après
division par δm compte-tenu de V3m = U3m+1−SU3m et de W3m = U3m+2−
SU3m+1−QU3m; la formule (37) s’obtient de la même façon à partir de (6)
pour n = 3m avec ω = aω.

(iv) Dans la formule (36), remplaçons ρ2 par l’expression a(ω+bsρ+abq)
déduite de (15), ce qui donne εm = Xmω + Ymρ + Zm − absYm, et d’après
(33), εm = Umε2 + Vmε + Wm. Nous déduisons de (34) les formules de
changement de coordonnées entre ces deux bases de K :(

Xm

Ym

)
=
(

aq2 − rs+ sS s
−qr + (bs2 + q)S bs2 + q

)(
Um
Vm

)
.

L’indice de l’ordre Z[ε] dans l’ordre Z[ω, ρ, 1] est alors égal au déterminant
de cette matrice, c’est-à-dire à F ′3, et par définition de F3, F3 = a5b3F ′3.
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(v) Si (aS,Q) 6= δ alors (q, s) 6= 1 du fait que (aS,Q) = δ(q, s). D’après
Prop. 2(ii), la suite U3m+2 n’a pas de zéros, ainsi que la suite Zm d’après
(ii). Suivant Déf. 6, ε est une unité semi-locale pour chaque nombre premier
qui ne divise pas R3 = r3, ce qui est le cas de chacun des diviseurs premiers
de (q, s), par l’hypothèse (q, r) = 1; de plus, chacun d’entre eux est un
diviseur de F3, d’après (iv). Si “F3 a la propriété P(R)” alors chaque
diviseur premier de F3 est un diviseur de R = a2br, et il en est de même
pour chaque diviseur premier p de (q, s); mais d’après ce qui précède, p | ab
et p - r, donc “(q, s) a la propriété P(ab/c)” où c = (b, r).

p étant un nombre premier fixé, X un entier rationnel non nul et ν un en-
tier positif ou nul tel que pν ‖X alors |X| = p−ν et ν = vp(X); pour X = 0,
|0| = 0 et par convention, vp(0) = +∞. [ ] désignant la partie entière,
rappelons que la définition vp(X!) = [X/p] + [X/p2] + [X/p3] + . . . im-
plique vp(X!) < X/(p−1). La valuation vp vérifie l’inégalité ultramétrique :
vp(X + Y ) ≥ min(vp(X), vp(Y )) et il y a égalité lorsque vp(X) 6= vp(Y ).

Lemme 2. Soient p un diviseur premier de a vérifiant les hypothèses du
critère F ′3, Xm et Ym les suites définies par (35).

(i) Si α = 1 ou si p = 2, α = 2 et β ≥ 2 alors Xm 6= 0 pour m positif.
(ii) Pour p = 2, si α ≥ 2 et β = 1 alors Ym 6= 0 pour m positif.

P r e u v e. Pour m positif, nous déduisons de la formule (35) les ex-
pressions respectives de Ym − rm−1((m+1

2 )bs2 + mq) pour λ = 1 ou de
Xm −msrm−1 pour λ = 0,∑

0≤k≤m−2
i+2j=3(m−1−k)+1+λ

(i+ j + k)!
i!j!k!

siqjbi+j+k−mrkam−1−k .

(i) Supposons qu’il existe un entier m positif tel que Xm = 0. L’inégalité
ultramétrique appliquée à vp(msrm−1) = vp(Xm −msrm−1) implique

(38) α+ vp(m) ≥ min vp(E) ,

où vp(msrm−1) = α+vp(m) et E = pαi+βj+l( i+j+m−1−l
i+j )( i+jj ), le minimum

étant pris sur tous les entiers non négatifs i, j, l tels que i + 2j = 3l + 1 et
1 ≤ l ≤ m−1, en remplaçant k par m−1−l. Par une minoration convenable
de vp(E) nous allons montrer que l’inégalité (38) est en contradiction avec
les hypothèses, α = 1 ou lorsque p = 2, α = 2 et β ≥ 2. Commençons par
vérifier que p divise m. Nous avons vp(E) ≥ αi+ βj + l ≥ α(i+ j) + l, car
β ≥ α. Il est utile pour la suite de calculer le minimum de i + j lorsque
i+2j = 3l+1 avec l ≥ 1 : min(i+j) = (3l+2)/2 pour j = 3l/2 lorsque 2 | l,
min(i+ j) = (3l+ 1)/2 pour j = (3l+ 1)/2 lorsque 2 - l. Nous en déduisons
que vp(E) ≥ 2α + 1 et d’après (38), vp(m) ≥ α + 1. La décomposition des
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coefficients binomiaux figurant dans E sous la forme

m

(
m+ 2l − j

m

)(
m− 1
l

)
(l!(2l − j)!)/(j!(3l + 1− 2j)!)

et vp(X!) < X/(p − 1) impliquent que vp(E) > (αi + βj + l + vp(m)) −
(3l+1−j)/(p−1). Pour p 6= 2 et α = 1, nous obtenons que vp(E)−vp(m) est
supérieur à (7l+4)/2 si l est pair, à (7l+1)/2 sinon, ainsi vp(E) > 2+vp(m)
en contradiction avec (38) pour α = 1. Pour p = 2, β ≥ α avec α = 2 ou
α = 1, nous obtenons que v2(E)−v2(m) est supérieur à l(3α−1)/2+(α−1)/2
si l est impair, à l(3α−1)/2 + (α−1) sinon, ainsi v2(E) > (2α−1) +v2(m),
ce qui contredit (38) pour α = 1 ou α = 2.

(ii) Supposons que Ym = 0 pour un certain entier m positif. Appliquons
l’inégalité ultramétrique au second membre de l’égalité

v2

((
mq +

(
m+ 1

2

)
bs2
)
rm−1

)
= v2

(
Ym −

(
mq +

(
m+ 1

2

)
bs2
)
rm−1

)
,

ce qui donne la condition

(39) 1 + v2(m) ≥ min v2(E) ,

pour E défini ci-dessus, en prenant le minimum sur tous les entiers non
négatifs i, j, l tels que i + 2j = 3l + 2 avec 1 ≤ l ≤ m − 1. Comme dans le
cas (i), nous montrons que l’inégalité (39) n’est pas vérifiée lorsque α ≥ 2 et
β = 1. Sous ces hypothèses, v2(E) ≥ αi+ βj + l ≥ 2i+ j + l. Calculons le
minimum de 2i+j lorsque i+2j = 3l+2 avec l ≥ 1, min(2i+j) = (3l+2)/2
pour j = (3l + 2)/2 si 2 | l, min(2i + j) = (3l + 5)/2 pour j = (3l + 1)/2
si 2 - l. Ainsi v2(E) ≥ 5 et d’après (39), v2(m) ≥ 4. La décomposition des
coefficients binomiaux figurant dans E sous la forme

m

(
m+ 2l + 1− j

m

)(
m− 1
l

)
(l!(2l + 1− j)!)/(j!(3l + 2− 2j)!)

et v2(X!) < X impliquent v2(E) > (αi+ βj + l + v2(m))− (3l + 2− j).
Nous en déduisons que v2(E) > 2 + v2(m), en contradiction avec (39).

Lemme 3. Soient p un diviseur premier de b vérifiant les hypothèses du
critère F ′3, Xm et Ym les suites définies par (35).

(i) Pour p = 2, si α = 1 et β ≥ 2 alors Xm 6= 0 pour m positif.
(ii) Si β = 1 ou si p = 2, β = 2 et α ≥ 2 alors Ym 6= 0 pour m positif.

Le Lemme 3 se démontre de la même façon que le Lemme 2.
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§ 5. Diviseurs de F3 et de R/δ

Lorsque “F2 a la propriété P(R)”, le critère F2 ne s’applique pas, et nous
avons montré que la condition F ′′2 = ±1 est nécessaire pour que l’équation
(1) ait une solution non triviale (Cor. 3). Nous mettons en évidence une
condition analogue lorsque “F3 a la propriété P(R)” (Cor. 5).

Lemme 4. Pour n ≥ 1, soient An et Bn les deux suites définies par

An =
∑

i+2j=n

(
i+ j

j

)
(−1)j , Bn =

∑
i+2j=n

j

(
i+ j

j

)
(−1)j−1 .

Si n prend les valeurs 3m−2, 3m−1 ou 3m alors (−1)mAn est égal respec-
tivement à −1, 0 ou 1 et (−1)m+1Bn est égal respectivement à 1−m, m ou
2m.

P r e u v e. Nous utilisons la relation de récurrence définissant les coeffi-
cients binomiaux pour décomposer An+2 sous la forme

An+2 =
∑

i+2j=n+2

((
i− 1 + j

j

)
(−1)j −

(
i+ j − 1
j − 1

)
(−1)j−1

)
.

La suite An vérifie la relation de récurrence An+2 = An+1−An avec A1 = 1
et A2 = 0. La série génératrice de cette suite est une fraction rationnelle

A(z) =
∑
n≥1

Anz
n = (z − z2)/(1− z + z2) .

Nous en déduisons l’expression An = (−j)n(jn+1 − 1)/(j − 1) pour n ≥ 1,
où j désigne une racine de l’équation 1 + z + z2 = 0. Nous décomposons de
même Bn+2 :

Bn+2 =
∑

i+2j=n+2

(
j

(
i− 1 + j

j

)
(−1)j−1

−(j − 1)
(
i+ j − 1
j − 1

)
(−1)j−2 +

(
i+ j − 1
j − 1

)
(−1)j−1

)
.

La suite Bn vérifie la relation de récurrence Bn+2 = Bn+1 − Bn + An avec
B1 = 0 et B2 = 1. La série génératrice de cette suite est une fraction
rationnelle

B(z) =
∑
n≥2

Bnz
n = z2/(1− z + z2)2 ,

et nous obtenons l’expression suivante de Bn, pour n ≥ 1 :

Bn = (1/3)(−j)n(2(jn+1 − 1)/(j − 1)− (n+ 1)(jn + 1)) .

Les valeurs de An et de Bn figurant dans l’énoncé se déduisent de leurs
expressions respectives.
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Proposition 8. Soient (S,Q,R) un triplet vérifiant l’hypothèse 2, δ =
(Q,R) avec δ = a2b et δD = (S2 + Q,R). Posons F3 = a5b3DF ′′3 où
F3 = Q2(S2 +Q)−RS3.

(i) Le triplet étant de la forme (abs, δq, δr) avec (aq, r) = 1 et r ≥ 2,
d = (bs, r) et c = (b, r) dans les notations de Prop. 3, alors D = (q+ bs2, r),
(D, abqsd) = 1 et on pose r = Ddr′. Soient σ = (s, a) et τ = (q, b), on
pose a = σa′, s = σs′, b = τb′, q = τq′ où (a′, σs′) = (b′, τq′) = 1; alors
(ab,F ′′3 ) = στ lorsque (q, s) = 1. Si “F3 a la propriété P(R)” alors “F ′′3
a la propriété P(Dab/c)” et si , de plus, (D,F ′′3 ) = 1 et (aS,Q) = δ alors
F ′′3 = ±στ .

(ii) Soit Un la suite définie dans Prop. 1. Pour n 6= 0, la suite Un n’a
pas de zéros de la forme n = 3m ou n = 3m + 2 si D 6= 1, et pour n 6= 1,
elle n’a pas de zéros de la forme n = 3m+ 1 si (D,F ′′3 ) 6= 1.

P r e u v e. (i) Par définition de D, δD = (S2 + Q,R) avec S2 + Q =
δ(bs2 + q) et R = δr, donc D = (q + bs2, r). Nous montrons que (D, abqsd)
= 1 : (aq, r) = 1 et D | r impliquent (aq,D) = 1, et d’autre part, (D, d) =
(q + bs2, bs, r) = (D, bs) et (q, r) = 1 impliquent (dbs,D) = 1. D’après
Prop. 7(iv), F3 = a5b3F ′3 où F ′3 = aq2(q + bs2) − brs3; après avoir posé
q + bs2 = DY et r = Ddr′, nous obtenons que F ′3 = DF ′′3 et F ′′3 =
aq2Y − bs3dr′ avec (aq2Y, dr′) = 1, donc (F ′′3 , dr′) = 1. Comme (ab,D) = 1
alors (ab,F ′′3 ) = (ab,F ′3); vu la forme de F ′3 et compte-tenu des hypothèses,
chaque diviseur premier de (ab,F ′3) est un diviseur de (s, a) = σ ou de
(q, b) = τ . Si (q, s) = 1 alors (τq′, σs′) = 1, et F ′3 a l’expression sui-
vante : F ′3 = DF ′′3 = στ(a′τ2q′3 + a′b′(στq′s′)2 − b′σ2s′3r), avec (D,στ) =
(D, ab) = 1 et (τ, r) = (q, r) = 1. Nous déduisons alors de (τa′q′, σ) = 1
que σ ‖F ′′3 et de (σb′s′r, τ) = 1 que τ ‖F ′′3 . Si “F3 a la propriété P(R)”
alors chaque diviseur premier de F3 est un diviseur de R; d’après ce qui
précède, (R,F3) = a2bD(a3b2F ′′3 , dr′) = a2bD(c2, dr′), donc chaque di-
viseur premier de F3 est un diviseur de Dab, “F3 a la propriété P(Dab)”,
et il en est de même pour F ′′3 qui est un diviseur de F3, avec (Dab,F ′′3 ) =
(Dab/c,F ′′3 ). Si, de plus, (D,F ′′3 ) = 1 alors chaque diviseur premier de F ′′3
est un diviseur de ab/c, “F ′′3 a la propriété P(ab/c)”, et sous l’hypothèse
(aS,Q) = δ, qui s’écrit simplement (q, s) = 1, (ab,F ′′3 ) = στ , dans ce cas
F ′′3 = ±στ .

(ii) Soit p un diviseur premier de D, lorsque D 6= 1. D’après (i), le
triplet (S,Q,R) est de la forme (S,−S2 + ptV, ptW ) où pt ‖D avec t ≥ 1
entier, p -S et p - (V,W ). D’après la formule (13), Un a l’expression sui-
vante :

Un =
[n/3]∑
k=0

(ptW )k
( ∑
i+2j=n−3k−2

(i+ j + k)!
i!j!k!

Si(−S2 + ptV )j
)
,
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où [n/2] est la partie entière de n/2. Par réduction modulo pt nous obtenons

Un ≡
∑

i+2j=n−2

(
i+ j

j

)
(−1)jSi+2j ≡ An−2S

n−2 ,

où An est la suite définie dans le Lemme 4. Nous déduisons des valeurs de
An figurant dans ce lemme que Un 6≡ 0 (mod pt) et donc Un 6= 0 lorsque
n = 3m ou n = 3m + 2 avec n 6= 0, tandis que Un ≡ 0 (mod pt) pour
n = 3m+ 1, A3m+1 étant nul. Réduisons alors U3m+1 modulo pt+1 :

U3m+1 ≡ A3m−1S
3m−1 + V ptS3m−3

∑
i+2j=3m−1

j

(
i+ j

j

)
(−1)j−1

+WptS3m−4
∑

i+2j=3m−4

(j + 1)
(
i+ j + 1
j + 1

)
(−1)j ,

où A3m−1 = 0, et utilisons la suite Bn définie dans le Lemme 4, ce qui
donne

U3m+1 ≡ pt(V SB3m−1 +WB3m−2)S3m−4 (mod pt+1) .

Par définition de F3, F3 = pt((V S − W )S3 + pt(2S2 − ptV )V 2), avec
F3 = a5b3DF ′′3 et (ab,D) = 1 d’après (i). Supposons que p | (D,F ′′3 ); alors
pt+1 | F3 et SV ≡ W (mod p). Nous déduisons alors des congruences ci-
dessus et du Lemme 4 que

p−tU3m+1 ≡WS3m−4(−1)m−1 6≡ 0 (mod p) ;

par conséquent, la suite U3m+1 ne s’annule pas pour m ≥ 1.

Corollaire 5. Sous les hypothèses et avec les notations de Prop. 8,
l’équation (1) a deux solutions en n si “ l’indice F3 a la propriété P(R)”
et si (aS,Q) = δ, à moins que F ′′3 ne soit égal à ±στ , où σ = (s, a) et
τ = (q, b), et lorsque “ l’indice F3 n’a pas la propriété P(R)”, elle possède
deux ou trois solutions si D 6= 1 et deux solutions si (D,F ′′3 ) 6= 1.

P r e u v e. D’après Cor. 2, l’équation (1) est équivalente à l’équation
Un = 0. D’après Prop. 8(ii), la condition (D,F ′′3 ) = 1 est nécessaire pour
que la suite Un ait un zéro non trivial, l’assertion résulte alors de Prop. 8(i)
et de Thm. 5.

§ 6. Solutions modulo trois :
“F3 a la propriété P(R)” et (aS,Q) = δ

Théorème 7. Soient (S,Q,R) un triplet vérifiant l’hypothèse 2, δ =
(Q,R) avec δ = a2b, F2 = −(QS + R) et F3 = Q2(S2 + Q) − RS3. Si
“l’indice F3 a la propriété P(R)” et si (aS,Q) = δ alors le nombre de
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solutions en n de l’équation (1) est égal à deux lorsque “l’indice F2 a la
propriété P(R)”, et il est au plus égal à trois dans le cas contraire, à moins
que le triplet ne soit de l’un des deux types suivants :

(40) (ab,−(ab)2, (ab)3 − λa2b) ,

où λ ∈ {±1,±2,±3}, (D,λ) = 1 et D ≥ 2, en posant D = ab2 − λ, alors
l’équation (1) a au moins trois solutions en n : 0, 1, 4 et au plus quatre
solutions si λ 6= ±1;

(41) (0,−δ, δd) ,

où d ≥ 2, dans ce cas, l’équation (1) a au moins trois solutions en n : 0, 1, 3.

P r e u v e. Supposons que “l’indice F3 a la propriété P(R)”. Pour que
l’équation (1) ait quatre solutions lorsque “F2 n’a pas la propriété P(R)”
et au moins trois solutions lorsque “F2 a la propriété P(R)”, il faut que le
triplet (S,Q,R) vérifie le système suivant :

(42)
{
QS +R = −F2 ,
Q2(S2 +Q)−RS3 = F3 ,

où chacun des indices F2 et F3 est de la forme indiquée dans Cor. 3 et
Cor. 5. Nous pouvons donc supposer, d’après Cor. 3 et avec les notations de
Prop. 3, que F2 = δdλ avec λ ∈ {±1,±2,±3}, (λ,R) = 1 et d = (S,R/δ),
et d’après Cor. 5, les notations étant celles de Prop. 8, que F3 = δ2Dabστf
avec f = ±1 et δD = (S2 +Q,R).

Soit (S,Q,R) un triplet solution de (42). Si QS est nul alors S est nul,
Q = ±δ et d’après (13), Q est négatif. Le triplet est de la forme (41), avec
U3 = S = 0, donc n = 3 est solution de l’équation (1). Lorsque QS est
non nul, multiplions F3 par Q3, remplaçons −QS par F2 + R et posons
X = −Q3; nous obtenons ainsi une équation quadratique en X

(43) X2 −X((F2 +R)2 −F3) +R(F2 +R)3 = 0 .

Cette équation a des solutions réelles uniquement si son discriminant est
positif ou nul, ce qui donne la condition

(44) ((F2 +R)2 −F3)2 ≥ 4R(F2 +R)3 ,

que l’on peut écrire sous une forme équivalente

(45) (F2 +R)(F2 − 3R) ≥ F3(2(F2 +R)2 −F3) .

La condition (44) est trivialement vérifiée lorsque F2 +R est négatif. Dans
le cas où F2 + R est positif, si (F2 + R)2 ≥ F3 et F3 positif alors d’après
(45), F2 ≥ 3R, ce qui s’écrit après simplification et avec les notations de
Prop. 8, λ ≥ 3Dr′. Les hypothèses λ ≤ 3 et Dr′ ≥ 1 impliquent λ = 3 et
Dr′ = 1, donc F2 = 3R et 0 < F3 < 16R2, mais alors le discriminant de
(43) est négatif puisqu’il est égal à F3(F3 − 32R2), et aucun triplet n’est
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solution de (42). Nous avons donc (F2 + R)2 < F3 ou F3 < 0, F3 étant
non nul, et dans le cas spécial où F2 = 3R et F3 < 0, la condition (44) est
vérifiée. Par conséquent, nous étudions trois cas.

P r e m i e r c a s : F2 + R > 0 et F2 6= 3R. La condition (44) prend la
forme

fF3 ≥ (F2 +R)(f(F2 +R) + 2
√
R(F2 +R)) .

Avec les notations de Prop. 8, nous avons d’une part F2 +R = δd(Dr′ + λ)
et d’autre part F2 +R = −QS = δabστ(−q′s′). Après avoir divisé par fF3

et simplifié, nous obtenons

1 ≥ (−q′s′r′d)(f(1 + λ/Dr′) + 2
√

1 + λ/Dr′)

lorsque Dr′ + λ ≥ 1. Avec les notations du Lemme 5, la condition (44)
implique

(46) 1 ≥ (−q′s′r′d)Mf
λ (Dr′)

lorsque Dr′ ≥ max(1, 1−λ), avec −q′s′r′d ≥ 1, f = ±1, λ ∈ {±1,±2,±3} et
(λ,Ddr′) = 1. Nous allons montrer que la condition (46) implique f = −1
et −q′s′r′d = 1.

Si f = 1 alors, d’après le Lemme 5(i), M1
λ(Dr′) > 1, en contradic-

tion avec (46), donc f = −1. Posons Mλ pour Mf
λ lorsque f = −1.

Dans le cas spécial où λ = 3 et Dr′ = 1 remarquons que M3(1) = 0.
Si λ ∈ {1, 2} et Dr′ = 1 alors d ≥ λ + 1, car (λ, d) = 1 et Ddr′ ≥ 2 par
hypothèse, (46) implique 1 ≥ (λ + 1)Mλ(1), ce qui est impossible d’après
le Lemme 5(iii), donc Dr′ > 1. Pour λ ∈ {1, 3} et Dr′ ≥ 2, d’après le
Lemme 5(iv), Mλ(Dr′) ≥ Mλ(2) avec 2Mλ(2) > 1; alors (46) implique
1 ≥ (−q′s′r′d)Mλ(2) et on doit avoir −q′s′r′d = 1. Le résultat est iden-
tique dans le cas où λ = 2, comme 2 -Dr′, dr′ ≥ 3, M2(Dr′) ≥ M2(3)
avec 2M2(3) > 1, et 1 ≥ (−q′s′r′d)M2(3) d’après (46), donc −q′s′r′d = 1.
Lorsque λ < 0, Dr′ ≥ 1−λ et d’après le Lemme 5(v), Mλ(Dr′) > Mλ(1−λ)
et 2Mλ(1 − λ) > 1, (46) implique 1 ≥ (−q′s′r′d)Mλ(1 − λ), ce qui est im-
possible à moins que −q′s′r′d = 1.

Les conditions f = −1 et −q′s′r′d = 1 se traduisant par (F2 + R) =
δ(D+ λ), F3 = −δD2(D+ λ) avec D+ λ = abστ , le triplet (S,Q,R) est de
la forme (±abσ,∓δτ, δD) où δ = a2b et D > 1. L’équation (43) s’écrit

X2 −Xδ2(D + λ)(2D + λ) + δ4D(D + λ)3 = 0 ,

elle possède deux solutions positives : δ2D(D + λ) et δ2(D + λ)2. X étant
égal à −Q3, Q est négatif et S positif. La première solution ne convient
pas : en effet, pour Q = −δτ et D + λ = abστ , −Q3 = δ2D(D + λ) est
équivalent à aτ2 = σD avec (aτ2, σD) = σ et D > 1. La seconde solution
−Q3 = δ2(D + λ)2, via D + λ = abστ , donne après simplification τ = bσ2,
σ = 1, τ = b puis s = 1 et q = −b. Les triplets (S,Q,R) solutions de (42)
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sont bien du type (40); comme U4 = S2 + Q = 0, alors n = 4 est solution
de l’équation (1).

D e u x i è m e c a s : F2 = 3R. Le système (42) est de la forme{
QS = −4R ,
Q(S2 + 2Q)2 = 4F3 .

Nous avons vu plus haut que F3 < 0, donc Q < 0 et S > 0. Les notations
étant celles de Prop. 3 et de Prop. 8, posons t = cd2

1 où d = cd1. On obtient
après simplification {

(−aq)(b1s1) = 4 ,
(−aq)(b1s21t+ 2q)2 = 4στ ,

et par hypothèse t ≥ 2 et 3 - t; rappelons que σ = (s, a) = (s1, a) et τ =
(q, b) = (q, b1). On distingue trois cas suivant que −aq est égal à 1, 2 ou 4.
Il n’y a pas de solutions en t avec t ≥ 2 et 3 - t dans le premier cas : −aq = 1
implique στ = 1, b1s1 = 4 et 2ts1 = 1± 1, d’où t = 0 ou t = 1. Il en est de
même dans le second cas : −aq = 2 implique b1s1 = 2 et 2(ts1 + q)2 = στ ,
donc στ = 2 et −qs1 6= 1, ce qui donne t = 3 ou t = 1 pour s1 = 1 et q = −2,
ainsi que t = 1 ou t = 0 pour s1 = 2 et q = −1. Dans le troisième cas :
−aq = 4 implique b1s1 = 1, στ = 1 et t = −2q ± 1, on trouve d’une part
t = 5 ou t = 3 pour a = 2 et q = −2, donc c = d = 5; et d’autre part t = 7
ou t = 9 pour a = 1 et q = −4, donc c = d = 7. Nous obtenons ainsi deux
triplets solutions de (42), (10,−4 · 10, 102) et (7,−4 · 7, 72), pour lesquels
l’équation (1) a respectivement deux et trois solutions d’après le Lemme 6.

T r o i s i è m e c a s : F2 + R < 0. Comme QS 6= 0 et F2 + R = −QS
alors Q < 0 et S < 0, d’après (13). La condition −(F2 + R) ≥ 1 entrâıne,
après simplification, que 1 ≤ Dr′ ≤ −1− λ; nous en déduisons que Dr′ = 1
pour λ ∈ {−2,−3} et Dr′ = 2 pour λ = −3.

Dans le cas où Dr′ = 1, alors R = δd avec d ≥ 2 et F2 = λR avec
(d, λ) = 1; le système (42) est de la forme{

QS = −(λ+ 1)R ,
Q(2S2 + (λ+ 1)Q)2 = (λ+ 1)((λ− 3)Q3 + 4F3) .

Avec les notations de Prop. 3 et de Prop. 8, en posant t = cd2
1 où d = cd1,

après simplification on obtient{
(−aq)(−b1s1) = −(λ+ 1) ,
(−aq)(2b1s21t+ (λ+ 1)q)2 = −(λ+ 1)((λ− 3)aq3 + 4στf) ,

où t ≥ 2 et (λ, t) = 1 par hypothèse. Pour λ = −2, d’après la première
équation −aq = −b1s1 = στ = 1 et d’après la seconde, (2t+ 1)2 = 4(1± 1),
ce qui est impossible pour t ≥ 2. Pour λ = −3, on distingue deux cas suivant
que −aq est égal à 2 ou 1. Il n’y a pas de solutions en t avec t ≥ 2 dans le
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premier cas : −aq = 2 implique −b1s1 = στ = 1 et (t − q)2 = 3q2 + f , ce
qui donne (t + 2)2 = 12 ± 1 pour q = −2 et a = 1, t = 1 ou t = −3 pour
q = −1 et a = 2. Il en est de même dans le second cas : −aq = 1 implique
−b1s1 = 2, στ = 1 et (2ts1 − 1)2 = 3± 2, d’où t = 0 ou t = −1.

Enfin, dans le cas où λ = −3 et Dr′ = 2, F2 = −3δd et R = 2δd, le
système (42) est {

2QS = R ,
Q(2S2 +Q)(S2 +Q) = −F3 ,

et après simplification, comme précédemment, on obtient{
(−aq)(−b1s1) = 1 ,
(−aq)(2b1s21t+ q)(b21s1t− q) = Dστf ,

en posant t = cd2
1 pour d = cd1, avec t ≥ 1 et 6 - t par hypothèse. On

déduit de ce système que −aq = −b1s1 = στ = 1 et que t est donné par
(2t − 1)(t + 1) = ±D, avec D = 1 ou D = 2; t = 1 est la seule solution
qui convienne. Nous obtenons dans ce cas un seul triplet solution de (42),
(−1,−1, 2), pour lequel l’équation (1) a deux solutions, d’après le Lemme 6.

Lemme 5. Pour λ ∈ {±1,±2,±3}, f = ±1 et x ≥ max(1, 1 − λ), soit
Mf
λ la fonction définie par Mf

λ (x) = f(1 + λ/x) + 2
√

1 + λ/x. Mλ désigne
simplement Mf

λ lorsque f = −1.

(i) La fonction M1
λ est minorée par 1 au sens strict.

(ii) La fonction Mλ est croissante et majorée strictement par 1.
(iii) Pour λ ∈ {1, 2}, si x ≥ 1 alors Mλ(x) ≥Mλ(1) et (λ+1)Mλ(1) > 1.

M3(1) = 0 pour λ = 3.
(iv) Pour λ ∈ {1, 3}, si x ≥ 2 alors Mλ(x) ≥Mλ(2) et 2Mλ(2) > 1; pour

λ = 2, si x ≥ 3 alors M2(x) ≥M2(3) et 2M2(3) > 1.
(v) Pour λ < 0, si x ≥ 1−λ alors Mλ(x) ≥Mλ(1−λ) et 2Mλ(1−λ) > 1.

P r e u v e. Soit (Mf
λ )′(x) = (−λ/x2)(f+1/

√
1 + λ/x), la dérivée en x de

la fonction Mf
λ ; elle est positive lorsque f = 1 et λ < 0 ou lorsque f = −1.

(i) Il est clair que pour λ > 0 et x ≥ 1, M1
λ(x) > 3. Pour λ < 0 et

x ≥ 1 − λ, M1
λ(x) ≥ M1

λ(1 − λ) avec M1
λ(1 − λ) = (1 + 2

√
1− λ)/(1 − λ).

Cette expression prend les valeurs respectives (1+2
√

2)/2, (1+2
√

3)/3, 5/4
pour λ ∈ {−1,−2,−3}, donc M1

λ(1− λ) > 1.
(ii) La fonction Mλ a pour limite 1 quand x crôıt indéfiniment.
(iii) La fonction Mλ est croissante. Une simple vérification montre que

M3(1) = 0 et que chacune des quantités suivantes est supérieure à 1 :
2M1(1) = 4(

√
2 − 1), 3M2(1) = 3

√
3(2 −

√
3), 2M1(2) = 2

√
6 − 3,

2M3(2) = 2
√

10− 5 et 2M2(3) = 2
√

5/3(2−
√

5/3).
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(iv) Si x ≥ 1 − λ > 1 alors Mλ(x) ≥ Mλ(1 − λ) et 2Mλ(1 − λ) =
2(−1 + 2

√
1− λ)/(1 − λ). Cette expression prend les valeurs respectives

−1+2
√

2, 2(−1+2
√

3)/3, 3/2 lorsque λ ∈ {−1,−2,−3}, doncMλ(1−λ) > 1.

Lemme 6. Pour n distinct de 0 et de 1, l’équation (1) n’a pas de solutions
dans le cas du triplet (10,−4 · 10, 102), et elle possède une solution non
triviale dans les deux cas suivants : n = 5 pour le triplet (7,−4 · 7, 72);
n = 4 pour le triplet (−1,−1, 2).

P r e u v e. On constate que chacun des trois triplets (S,Q,R) du lemme
vérifie l’hypothèse 2. L’indice F2 du triplet (10,−4 ·10, 102) est égal à 3 ·102.
Appliquons le critère F2 à ρ2µ = 20(3ρ2−15ρ+50), pour p = 3 et µ = 2, dans
le cas spécial. Du fait que U4 = S2 +Q = 60 et U5 = S3 + 2QS +R = 300,
aucune des deux conditions C0 et C1 n’est vérifiée et l’équation (1) a deux
solutions en n, 0 et 1.

L’indice F2 du triplet (7,−4 · 7, 72) est égal à 3 · 72. Le critère F2

appliqué à ρ2µ = 7(3ρ2 − 21ρ + 49), pour p = 3 et µ = 2 (cas spécial),
montre que pour n 6= 0, l’équation (1) a deux ou trois solutions de la forme
n = 4m + 1, U5 étant nul. D’après (11), pour m ∈ N et U5 = 0, U4m+1 =
U9Um + U5Vm = U9Um, où Um est la fonction symétrique complète de ρ4,
ρ′4, ρ′′4 (Prop. 1(v)). Le triplet représentant le polynôme minimal de ρ2 est
donné par (S2 +2Q, 2RS−Q2, R2); après réduction, on obtient pour ρ2/7 le
triplet (−1,−2, 7) et pour ρ4/72 le triplet (−3,−18, 72). Posons ϕ = ρ4/72;
d’après Prop. 1(i), ϕ vérifie l’hypothèse 1, ainsi que l’hypothèse 2. D’après
(12), Um = 72(m−2)Um où Um est la fonction symétrique complète de ϕ, ϕ′,
ϕ′′. Les zéros de la suite U4m+1 correspondent aux zéros de la suite Um où m
vérifie l’équation ϕm = xϕ+y. L’indice F2(ϕ) étant égal à −103, on montre
que cette équation a deux solutions en m, 0 et 1, en appliquant le critère F2

à ϕ2µ pour p = 103, avec µ = 102 et ϕ2µ ≡ 67 ·103ϕ2 +32 ·103ϕ+99 ·103+1
(mod 1032); les conditions C0 et C1 ne sont pas vérifiées. L’équation (1) a
trois solutions en n : 0, 1, 5.

Dans le cas du triplet (−1,−1, 2), on a : F3 = −3, δD = (S2 +Q,R) =
2 et δ = (Q,R) = 1. D’après Thm. 3, l’équation (1) a trois ou quatre
solutions en n, U4 étant nul, et d’après Prop. 8, pour n 6= 0, les solutions
sont de la forme n = 3m + 1. D’après (11), pour m ∈ N et U4 = 0,
U3m+1 = U7Um+U4Vm = U7Um, où Um est la fonction symétrique complète
de ρ3, ρ′3, ρ′′3. Le polynôme minimal de ρ3 est représenté par le triplet
(S3,Q3,R3) = (8,−19, 8); d’après Prop. 7(i) pour ε = ρ3 lorsque δ = 1, ce
triplet vérifie l’hypothèse 2 et δε = (Q3,R3) = 1. Comme F2(ε) = −16 · 9
et dε = (S3,R3) = 8, d’après Prop. 3, pour m distinct de 0 et 1, la suite Um
n’a pas de zéros. L’équation (1) a dans ce cas trois solutions en n : 0, 1, 4.
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§ 7. Cas particulier : U4 = 0

Théorème 8. Soit (S,Q,R) un triplet vérifiant l’hypothèse 2. Supposons
que U4 = S2 +Q = 0. Alors, l’équation (1) a exactement trois solutions en
n : 0, 1, 4, sauf dans deux cas où il y a une solution supplémentaire :{

n = 10 pour le triplet (3,−9, 18) ,
n = 16 pour le triplet (5,−25, 50) .

P r e u v e. D’après Prop. 9, via le Lemme 7, le nombre de solutions en
n de l’équation (1) est égal à trois, sauf pour un nombre fini de triplets
(S,Q,R) du type (40). Pour n 6= 0, les solutions étant de la forme n =
3m + 1 où m vérifie l’équation (48), elles correspondent aux puissances εm

binomiales en ε, où ε est défini dans Prop. 7(i), et il y a un nombre fini de
triplets (S3,Q3,R3) représentant le polynôme minimal de ε. Dans Prop. 10,
le nombre de ces triplets est réduit à dix-huit (voir Table 1) par l’application
du critère F2 à ε4 ou du critère F3 à ε3 pour p = 3; pour chacun de ces
triplets, le nombre de solutions en m de l’équation (48) est au plus égal à
trois et il existe trois solutions dans les deux cas suivants :{

cas 7 : ε3 = −3ε+ 8,
cas 18 : ε5 = −95ε+ 72.

Il reste à montrer que l’équation (48) a seulement deux solutions dans les
autres cas. Soit p un diviseur premier de F2(ε) = −(Q3S3 +R3). Si p |R3

alors p | dε où dε = (S3,R3); d’après Prop. 3(ii), pour m distinct de 0 et 1,
l’équation (48) n’a pas de solutions dans le cas 3 où dε = 8 et F2(ε) = −8·16,
et il peut exister des solutions impaires dans les cas 1, 6, 8, 16 où dε 6= 1.
Le cas 3 étant réglé, dans les quinze cas restants, nous choisissons p tel que
p ≥ 5 et p -R3, puis nous appliquons le critère F2 à ε2µ (voir Table 2), où µ
est le plus petit entier positif tel que ε2µ ≡ pAε2 + pBε+C (mod p2), avec
p -AC et p -B (sauf dans les cas 2 et 15 où p |B); il est clair que la condition
C0 n’est pas vérifiée, et du fait que S3A + B 6≡ 0 (mod p), la condition C1
n’est pas non plus vérifiée. L’équation (48) a donc deux solutions en h et
l’équation (1) trois solutions en n, dans tous les cas de la Table 2.

La Table 1 donne la liste des dix-huit triplets (S3,Q3,R3) définis en
fonction de a et de λ (Prop. 10) et pour chaque triplet, −F2(ε) = Q3S3 +R3

et dε = (S3,R3).
La Table 2 donne, dans chaque cas, un diviseur premier p de F2(ε) tel

que p ≥ 5 et p -R3, un élément primitif e de (Z/pZ)∗, le plus petit entier
positif µ tel que (S2

3/Q3)µ ≡ 1 (mod p) (sauf dans les cas 2 et 15 où µ = p),
et les coordonnées U2µ, V2µ, W2µ de ε2µ dans l’ordre Z[ε], après réduction
modulo p2.
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Table 1

cas λ a a− λ S3 −Q3 R3 −F2(ε) dε

1 −1 1 2 4 7 8 4·5 4
2 2 3 5 13 27 2·19 1
3 5 6 8 43 216 8·16 8
4 6 7 9 57 343 10·17 1
5 10 11 13 133 1331 2·199 1
6 15 16 18 273 4096 2·409 2

7 1 3 2 0 3 8 −8 8
8 5 4 2 13 64 −2·19 2
9 10 9 7 73 729 −2·109 1

10 30 29 27 813 24389 −2·23·53 1

11 −2 1 3 7 19 27 2·53 1
12 3 5 9 39 125 2·113 1
13 5 7 11 67 343 2·197 1

14 2 5 3 −1 7 27 −2·17 1
15 15 13 9 147 2197 −2·19·23 1

16 −3 1 4 10 37 64 2·9·17 2
17 10 13 19 217 2197 2·9·107 1

18 3 5 2 −4 7 8 −4·9 4

Table 2

cas p e µ U2µ V2µ W2µ

1 5 2 4 5·3 5·4 5·2 + 1
2 19 2 19 19·1 0 19·6 + 6
4 5 2 4 5·2 5·3 5·4 + 4
5 199 3 33 199·101 199·144 199·185 + 106
6 409 21 68 409·222 409·381 409·194 + 53

8 19 2 3 19·15 19·13 19·10 +7
9 109 6 18 109·48 109·79 109·91 + 63

10 23 5 22 23·2 23·4 23·1 + 1

11 53 2 52 53·27 53·16 53·51 + 1
12 113 3 112 113·104 113·89 113·75 + 1
13 197 2 196 197·13 197·164 197·91 + 1

14 17 3 16 17·10 17·3 17·2 + 1
15 19 2 19 19·1 0 19·17 + 5

16 17 3 16 17·7 17·6 17·11 + 1
17 107 2 106 107·48 107·30 107·98 + 1

Lemme 7. Soient (S,Q,R) un triplet du type (40), Ym la suite définie
dans Prop. 7(ii) et p un diviseur premier de ab. Si p divise a avec p ≥ 7 ou
si p divise b avec p ≥ 5 alors, pour m ≥ 2, la suite Ym n’a pas de zéros.
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P r e u v e. Dans la formule (35) pour λ = 1, posons s = 1, q = b et
r = D; A3m−1 étant nul d’après le Lemme 4, nous obtenons

Ym = bD

m−2∑
l=0

(ab2)lDm−2−l
( ∑
i+2j=3l+2

(i+ j + k)!
i!j!k!

(−1)j
)
,

ainsi que la congruence Ym/(bD) ≡ (m2 )Dm−2 (mod ab2). Nous en dédui-
sons que, pour p impair, p divise m(m − 1), via l’hypothèse (ab,D) = 1.
Supposons que Ym s’annule pour un certain m, avec m ≥ 2; alors

vp

((
m

2

))
= vp

(
Ym
bD
−
(
m

2

)
Dm−2

)
.

Appliquons l’inégalité ultramétrique au second membre de cette égalité :

(47) vp

((
m

2

))
≥ min vp(E)

en posant

E = (ab2)l
(
i+ j +m− 1− l

i+ j

)(
i+ j

j

)
,

et le minimum est pris sur tous les entiers non négatifs i, j, l tels que
i + 2j = 3l + 2 et 1 ≤ l ≤ m − 2. Suivant que p divise m ou bien m − 1,
décomposons les combinaisons figurant dans E

m

(
m+ 2l + 1− j

m

)(
m− 1
l

)
l!(2l + 1− j)!

(3l + 2− 2j)!j!
,

(m− 1)
(
m+ 2l + 1− j

m− 1

)(
m− 2
l − 1

)
(l − 1)!(2l + 2− j)!

(3l + 2− 2j)!j!
.

Nous déduisons de ces expressions et de la relation vp(X!) < X/(p − 1)
que la valuation de E vérifie la relation suivante, pour p impair et pour
l ≥ 1 :

vp(E) > vp

((
m

2

))
+ lvp(ab2)− 3l + 2

p− 1
.

La différence vp(E) − vp((m2 )) est alors minorée par 3/4 si p divise b avec
p ≥ 5, ou par 1/6 si p divise a avec p ≥ 7, ce qui contredit (47).

Proposition 9. Sous les hypothèses de Thm. 8, le nombre de solutions
en n de l’équation (1) est égal à trois, à moins que le triplet (S,Q,R) ne
soit du type (40), avec a ∈ {1, 2, 3, 5, 6, 10, 15, 30} et b ∈ {1, 2, 3, 6}. Dans
ce cas, pour n 6= 0, les solutions sont de la forme n = 3m + 1 et m vérifie
l’équation

(48) εm = xε+ y

où ε = ρ3/(a2b). Le triplet (S3,Q3,R3) représentant le polynôme minimal
de ε vérifie l’hypothèse 2 et il est défini par (D− 2λ,−(D2 − λD+ λ2), D3)
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où D = ab2 − λ et δε = (Q3,R3) = 1. L’équation (48) n’a pas de solutions
avec m négatif.

P r e u v e. Soit (S,Q,R) un triplet vérifiant l’hypothèse 2, avec δ =
(Q,R) = a2b. L’hypothèse U4 = S2 + Q = 0 entrâıne que F3 = −RS3 et
(aS,Q) = aS. L’équation (1) a exactement trois solutions lorsque aS 6= ±δ,
d’après Thm. 5 et Thm. 6, et d’après Thm. 7, elle possède au moins trois
solutions lorsque aS = ±δ, à condition que le triplet soit du type (40),
(ab,−δb, δD) où D = ab2− λ, ce que nous supposons dans la suite. Chaque
solution en n de l’équation (1) est un zéro de la suite Un (Cor. 2). Comme
D ≥ 2, pour n 6= 0, les zéros de la suite Un sont de la forme n = 3m + 1
(Prop. 8(ii)). Chaque zéro de la suite U3m+1 correspond à un zéro de la
suite Ym (Prop. 7(ii)) et pour m ≥ 2, la suite Ym n’a pas de zéros, à
moins que a et b ne vérifient les conditions de l’énoncé (Lemme 7). D’après
(34), Ym = −bDUm et d’après (33), chaque zéro de la suite Um est une
solution de l’équation (48). Il résulte de Prop. 7(i) que le triplet (S3,Q3,R3)
représentant le polynôme minimal de ε vérifie l’hypothèse 2 et qu’il est de la
forme indiquée lorsque (S,Q,R) est du type (40), δε = (Q3,R3) = 1 du fait
que (ab, λ) = 1. L’équation (48) est alors équivalente à l’équation Um = 0
(Cor. 2).

Proposition 10. Pour que l’équation (48) ait une solution non triviale
en m, il faut que le triplet (S3,Q3,R3), défini dans Prop. 9, soit de la
forme

(a− 3λ,−(a2 − 3aλ+ 3λ2), (a− λ)3) ,
où a ∈ {1, 2, 3, 5, 6, 10, 15, 30}, λ ∈ {±1,±2,±3}, (a, λ) = 1 et a ≥ λ + 2.
Il faut de plus que 32 | (a − 3λ) si 3 | a et que 32 | (aλ − 15) si λ = ±3. La
liste des dix-huit triplets vérifiant ces conditions est donnée dans la Table 1.
Pour chacun d’entre eux , l’équation (48) a deux ou trois solutions, et dans
deux cas il existe une solution distincte de 0 et de 1 : m = 3 dans le cas 7,
m = 5 dans le cas 18.

P r e u v e. Pour m = 3 et m = 4, les coordonnées Un, Vn, Wn de εn dans
l’ordre Z[ε] sont données par les formules suivantes où S, Q, R désignent
simplement S3, Q3, R3 :U3 = S = ab2 − 3λ ,

V3 = Q = −(a2b4 − 3λab2 + 3λ2) ,
W3 = R = (ab2 − λ)3 ;

(49)

U4 = S2 +Q = −3λ(ab2 − 2λ) ,
V4 = QS +R = λ(3a2b4 − 9λab2 + 8λ2) ,
W4 = RS = (ab2 − 3λ)(ab2 − λ)3 .

(50)

Remarquons que −V3 = ab2U3+3λ2 et rappelons que F2(ε) = −V4. D’après
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Prop. 9, b ∈ {1, 2, 3, 6}; nous montrons d’abord que l’équation (48) a deux
solutions lorsque b 6= 1. Si 3 | b alors 3 - aλ, 3 ‖U3, 3 ‖ V3 et 3 -W3, via
(49). Le critère F3 appliqué à ε3, pour p = 3 et α = β = 1, montre
que l’équation (48) a deux solutions. Si maintenant 2 | b alors 2 - aλ, 2 ‖U4,
4 ‖ V4 et 2 -W4, via (50). L’équation (48) a encore deux solutions, d’après
le critère F2 appliqué à ε4 pour p = 2, α = 1 et β = 2. Nous pouvons
supposer que b = 1, le triplet (S,Q,R) est bien de la forme indiquée. Nous
étudions ensuite le cas où 3 | aλ.

Si 3 | a alors a ∈ {3, 6, 15, 30} et λ ∈ {±1,±2}, ainsi 3 | U3, 3 ‖ V3 et
3 -W3, via (49). D’après le critère F3 appliqué à ε3 pour p = 3, α ≥ 1 et
β = 1, la condition 32 | U3, où U3 = a−3λ, est nécessaire pour que l’équation
(48) ait trois solutions. Comme (a, λ) = 1 et a ≥ λ+ 2, nous obtenons ainsi
les cas 4, 6, 7, 10, 12, 15 de la Table 1; remarquons que U3 = 0 dans le cas
7, m = 3 est solution de l’équation (48).

Lorsque λ = ±3, alors a ∈ {1, 2, 5, 10}; on vérifie que 32 ‖U4, 32 ‖ V4

et 3 -W4, via (50). D’après le critère F2 appliqué à ε4 pour p = 2 et
α = β = 2, la condition 34 | U5, où U5 = S3 + 2QS + R, est nécessaire
pour que l’équation (48) ait trois solutions. Comme U5 = 6λ(aλ − 15),
la condition s’écrit 32 | (aλ − 15) et nous obtenons les cas 16, 17, 18 de la
Table 1, en tenant compte de a ≥ λ + 2. Remarquons que U5 = 0 dans le
cas 18, m = 5 est solution de l’équation (48).

La Table 1 est alors complétée par les neufs cas où 3 - aλ. Nous consta-
tons que pour chaque triplet, il existe un nombre premier p tel que p ≥ 5,
p | F2(ε) et p -R, l’équation (48) a donc deux ou trois solutions, d’après
Thm. 3.

§ 8. Cas particulier : U3 = 0

Théorème 9. Soit (S,Q,R) un triplet vérifiant l’hypothèse 2. Supposons
que U3 = S = 0. Alors l’équation (1) a trois ou quatre solutions en n. Dans
les deux cas suivants, il existe une solution distincte de 0, 1, 3 :{

n = 13 pour le triplet (0,−20, 100) ,
n = 15 pour le triplet (0,−15, 45) .

P r e u v e. L’hypothèse U3 = S = 0 entrâıne que F2 = −R, F3 = Q3 et
(aS,Q) = Q. Soit δ = (Q,R). L’équation (1) a trois solutions en n : 0, 1, 3
lorsque Q 6= ±δ, d’après Thm. 5 et Thm. 6, et d’après Thm. 7, elle possède
au moins trois solutions lorsque Q = ±δ, à condition que le triplet soit du
type (41), (0,−δ, δd) avec δ = a2b et d ≥ 2, ce que nous supposons dans la
suite. L’équation (1) est équivalente à l’équation Un = 0 (Cor. 2). Comme
d ≥ 2, pour n 6= 0 les zéros de la suite Un sont de la forme n = 2h + 1
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(Prop. 3(ii)). D’après (11) et Déf. 2, pour h ∈ N, U2h+1 = U5Uh + U3Vh =
U5Uh où Uh est la fonction symétrique complète de ρ2, ρ′2, ρ′′2 et d’après
(12), Uh(ρ2) = (ac)h−2Uh(ρ2/(ac)) où c = (δ, d). Posons γ = ρ2/(ac) et
Uh = Uh(γ); d’après Prop. 11, l’équation (51), γh = xγ + y, a deux ou trois
solutions en h et chaque solution est un zéro de la suite Uh. Dans les deux
cas particuliers du Lemme 8, on trouve une solution distincte de 0 et 1 :
h = 6 pour δ = 20 et d = 5, h = 7 pour δ = 15 et d = 3. L’équation (1)
a donc trois ou quatre solutions en n et dans les deux cas précédents, elle
possède quatre solutions : 0, 1, 3, 13 et 0, 1, 3, 15.

Proposition 11. Soit (0,−δ, δd) un triplet vérifiant l’hypothèse 2, avec
δ = a2b et d ≥ 2. Posons b = cb1, d = cd1, t = cd2

1 où c = (b, d) et 1 = (a, d).
Désignons par γ l’entier ρ2/(ac) et par Uh la fonction symétrique complète
de γ, γ′, γ′′ (Déf. 2). Le triplet (S2,Q2,R2) représentant le polynôme mini-
mal de γ est défini par

(−2b1a,−(b1a)2, b21at) ;

ce triplet vérifie l’hypothèse 2. Chaque solution en h de l’équation

(51) γh = xγ + y

est un zéro de la suite Uh. L’équation (51) a deux ou trois solutions en h,
et seulement deux solutions lorsque 4 | (t+ 2a2b1).

P r e u v e. Un calcul simple montre que le triplet (−2δ,−δ2, δ2d2) repré-
sente le polynôme minimal de ρ2; ce triplet vérifie l’hypothèse 1 (Prop. 1(i)).
Avec les notations de l’énoncé, δ = a2b1c et d = cd1; après réduction
par ac on obtient le triplet (S2,Q2,R2) représentant le polynôme mini-
mal h2 de γ = ρ2/(ac). Les hypothèses (t, ab1) = 1 et t ≥ 2 entrâınent
que δγ = (Q2,R2) = b21a et R2 -Q2. Le triplet (S2,Q2,R2) vérifie bien
l’hypothèse 2. D’après Prop. 1(ii) où ρ est remplacé par γ, pour h ∈
N, les suites-coordonnées de γh dans l’ordre Z[γ] vérifient la relation de
récurrence ayant h2 comme polynôme auxiliaire, et elles sont définies par
γh = Uhγ2 +Vhγ+Wh. Chaque solution en h de l’équation (51) est un zéro
de la suite Uh (Cor. 2).

Nous étudions les solutions modulo deux de cette équation en fonction
de l’indice F2(γ) = −(Q2S2 + R2). Posons F2(γ) = δγdγF ′′2 (γ); alors
dγF ′′2 (γ) = −(t + 2a2b1) où dγ = (S2,R2/δγ) = (2, t). Dans le cas où t
est pair, d’après Prop. 3(ii), pour h distinct de 0 et 1, l’équation (51) n’a
pas de solutions en h si 2 ‖ t et il peut exister des solutions impaires si 4 | t,
F ′′2 (γ) étant impair. Si 2 - t ou si 4 | t alors il existe un diviseur premier
p impair de F ′′2 (γ) tel que p - ab1t, “F2(γ) n’a pas la propriété P(R2)”.
D’après Cor. 3, les conditions t + 2a2b1 = 6 si 4 | t et t + 2a2b1 = 3 si 2 - t
sont nécessaires pour que l’équation (51) ait quatre solutions. La première
condition implique ab1 = 1 et t = 4, donc δ = 1, d = 2 et le polynôme
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minimal de ρ n’est pas irréductible, ce qui contredit l’hypothèse 1. Le cas
du triplet (0,−1, 2) est traité en exemple. La seconde condition implique
ab1 = t = 1, en contradiction avec t ≥ 2. D’après Thm. 3, l’équation (51) a
deux ou trois solutions.

Lemme 8. Sous les hypothèses et avec les notations de Prop. 11 :

(i) Pour h 6= 0, la suite Uh n’a pas de zéros de la forme h = 3m ou
h = 3m+2 si 3 | t et pour h 6= 1, elle n’a pas de zéros de la forme h = 3m+1
si 9 | (8t+ 3a2b1).

(ii) La suite Uh n’a pas de zéros de la forme h = 3m+2 lorsque ab1 6= 1.
Soit p un diviseur premier de ab1. Pour h 6= 0, la suite Uh n’a pas de zéros
de la forme h = 3m si p | a avec p ≥ 3 ou si p | b1 avec p ≥ 5, et pour h 6= 1,
elle n’a pas de zéros de la forme h = 3m+ 1 si a 6= 1 ou si p | b1 avec p ≥ 7.
Cas particuliers : U6 = 0 pour a2b1 = 4 et t = 5; U7 = 0 pour a2b1 = 5 et
t = 3.

P r e u v e. La partie (i) du lemme résulte de Prop. 8(ii) appliquée au
triplet (S2,Q2,R2) avec Dγ = (3, t) et DγF ′′3 (γ) = a(8t+ 3a2b1).

(ii) Soient Xm, Ym, Zm les suites définies par b1U3m = δmγ Xm, U3m+1 =
δmγ Ym et U3m+2 = δmγ Zm où δγ = b21a. Par hypothèse (t, ab1) = 1 et t ≥ 2;
d’après Prop. 7(ii) où ρ est remplacé par γ, la suite Zm ne s’annule pas
lorsque ab1 6= 1, et nous déduisons de (35) les expressions respectives de Xm
et (1/a)Ym, pour λ = 0 et λ = 1 :

m−1∑
k=0

(t)k(a2b1)m−1−k
( ∑
i+2j=3m−2+λ−3k

(i+ j + k)!
i!j!k!

(−1)i+j2i
)
,

(−1)m−2+λ−k
(

3m− 1 + λ− k
2k + 1

)
=

∑
i+2j+3k=3m−2+λ

(i+ j + k)!
i!j!k!

(−1)i+j2i ,

ce qui s’écrit plus simplement, en posant l = m− 1− k,

(52)


Xm = −

∑
0≤l≤m−1

(−a2b1)ltm−1−l
(

2m+ l

3l + 1

)
,

Ym = a
∑

0≤l≤m−1

(−a2b1)ltm−1−l
(

2m+ l + 1
3l + 2

)
.

Supposons que ab1 6= 1; nous obtenons alors les congruences modulo a2b1 :
Xm ≡ −2mtm−1, (1/a)Ym ≡ m(2m + 1)tm−1; p désigne dans la suite un
diviseur de ab1.

Si la suite Xm s’annule pour m ≥ 1 alors l’inégalité ultramétrique ap-
pliquée au second membre de vp(2m) = vp(Xm+2mtm−1), via (52), entrâıne
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que

(53) vp(2m) ≥ min
1≤l

vp

(
(a2b1)l

(
2m+ l

3l + 1

))
.

Ecrivons
(
2m+l
3l+1

)
sous la forme

2m
(

2m+ l

2m

)(
2m− 1

2l

)
l!(2l)!

(3l + 1)!
;

alors, par définition de vp(X!), la condition (53) implique

0 > lvp(a2b1)− (3l + 1)/(p− 1) .

Cette condition n’est pas vérifiée lorsque p divise a avec p ≥ 3 ou lorsque p
divise b1 avec p ≥ 5. Dans le cas où a = 2, chaque zéro de la suite Xm est de
la forme m = 2l où m vérifie l’équation εm = xγ+y, en posant ε = γ3/(b21a)
dans (36). Les expressions de ε et de ε2 pour a = 2 sont données par
ε = −2γ2/b1 − 2γ + t, ε2 = 4(5b1 − t)γ2/b1 + 4(t+ 8b1)γ + t(t− 16b1). On
vérifie que U6 = 0 lorsque t = 5 et a2b1 = 4, via ε2 = 52γ − 55.

Remarquons que la suite Ym ne s’annule pas pour m ≥ 1, lorsque a est
pair, d’après Thm. 6 où ρ est remplacé par γ. Supposons maintenant que Ym
s’annule avec m ≥ 1; alors vp(m(2m+ 1)) = vp((1/a)Ym −m(2m+ 1)tm−1)
et d’après l’inégalité ultramétrique, via (52), nous obtenons

(54) vp(m(2m+ 1)) ≥ min
1≤l

vp

(
(a2b1)l

(
2m+ l + 1

3l + 2

))
,

a étant impair. Nous distinguons deux cas suivant que p divise m ou bien
2m+ 1. Si p divise m alors,

(
2m+l+1

3l+2

)
étant écrit sous la forme

2m
(

2m+ l + 1
2m

)(
2m− 1

2l

)
(l + 1)!(2l)!

(3l + 2)!
,

par définition de vp(X!), la condition (54) implique

0 > lvp(a2b1)− (3l + 2)/(p− 1) .

Cette condition n’est pas vérifiée lorsque p divise a avec p ≥ 5 ou lorsque p
divise b1 avec p ≥ 7. De même, si p divise 2m + 1 alors

(
2m+l+1

3l+2

)
est de la

forme

(2m+ 1)
(

2m+ l + 1
2m+ 1

)(
2m

2l + 1

)
l!(2l + 1)!
(3l + 2)!

,

et la condition (54) implique

0 > lvp(a2b1)− (3l + 2)/(p− 1) + vp((2l + 1)!) .

Cette condition n’est pas vérifiée lorsque p divise a avec p ≥ 3 ou lorsque p
divise b1 avec p ≥ 7. Dans le cas où a = 3, chaque zéro de la suite Ym est de
la forme m = 9l où m vérifie l’équation εm = xη+y, en posant ε = γ3/(b21a)
et γη = ab1t dans (37). Les expressions de ε et de ε3, pour a = 3, sont
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données par ε = 3η2/t−(2t+27b1)η/t+(t−36b1), ε3 = 3Aη2/t−3Bη/t+C,
avec A ≡ 7t2, B ≡ 2t3, C ≡ t3 (mod 3). Alors Thm. 2 appliqué à ζ = ε3

avec p = 3 et θ = η, montre que ε3l n’est pas binomial en η pour l ≥ 1, donc
a 6= 3. On vérifie que U7 = 0 lorsque t = 3 et a2b1 = 5, via ε2 = 13η − 116.

Conclusion

Nous avons rassemblé dans deux corollaires des conditions nécessaires
pour que l’équation (1) ait quatre solutions en n. Nous appliquons ensuite
ces conditions dans le cas où f n’est pas irréductible (Rem. 5). Nous traitons
en exemple le cas du triplet (0,−1, 2) mis en évidence dans la preuve de
Prop. 11. Rem. 6 concerne les fonctions récurrentes fondamentales.

Corollaire 6. Sous les hypothèses de Thm. 9, si l’équation (1) a une
solution n distincte de 0, 1, 3 alors n est un entier positif impair , le triplet
est de la forme (0,−δ, δd), avec 4c - (2δ + d2) où δ = a2b et c = (b, d), et δ
et d vérifient les conditions suivantes :

(i) pour n = 6m+ 1 : a ∈ {1, 2}, b/c ∈ {1, 2, 3, 6} et 3 - d;
(ii) pour n = 6m+3 : a = 1, b/c ∈ {1, 2, 3, 5, 6, 10, 15, 30}, 9c - (3δ+8d2);
(iii) pour n = 6m+ 5 : a = 1, b = c et 3 - d.

Corollaire 7. Soit (S,Q,R) un triplet vérifiant l’hypothèse 2 et ne
figurant pas dans la Table 3, avec S non nul. Si l’équation (1) a quatre
solutions en n : 0, 1, h, k, alors h et k sont positifs et distincts de 4, h ou
k est congru à 2 modulo 3. La forme du triplet et certaines conditions sur
h et k se déduisent des Corollaires 2, 3, 4 et 5.

R e m a r q u e 5. Regardons les conséquences immédiates de ces corol-
laires, lorsque le polynôme f a une racine dans Z, ρ = K, et deux racines
complexes conjuguées (voir Rem. 1). Une vérification élémentaire des con-
ditions de Cor. 7, pour f donné dans Rem. 3, montre que l’équation (17) a
deux ou trois solutions en n si S est non nul. D’après Cor. 6, si S est nul
alors l’équation (17) a trois ou quatre solutions en n pour K 6= 1 et trois
solutions pour K = 1, sauf dans le cas du triplet (0,−1, 2), où il y a quatre
solutions en n : 0, 1, 3, 11. Voir exemple.

Exemple. Déterminons les solutions de l’équation (17), ρ̂n = xρ̂ + y1̂,
dans le cas du triplet (0,−1, 2). D’après Rem. 1 et Cor. 2, chaque so-
lution en n de l’équation (17) est un zéro de la suite Un. Le polynôme
f(X) = X3 + X − 2 a trois racines 1,−θ,−θ où θ = (1 + i

√
7)/2. D’après

(4), pour n ∈ N,

(55) θn+2 − θn+2
= (−1)n(θ − θ)⇔ Un = 0 ,
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et n + 2 ∈ {1, 2, 3, 5, 13}, d’après Kubota [15, p. 24] ou d’après Beukers [3,
p. 266]; mais n ∈ N, la suite Un a donc quatre zéros : 0, 1, 3, 11, qui sont les
seules solutions en n de l’équation (17). Il est bien connu que l’équation (55)
est équivalente à l’équation de Ramanujan–Nagell, x2 + 7 = 2n+4, où n ∈ N
et x ∈ Z (voir le livre de Cassels [8, p. 70 et note, p. 73], Mignotte [23],
ainsi que leurs références). A titre d’illustration, retrouvons les solutions
de l’équation (17) par des congruences modulo 2 et 31. Pour simplifier les
notations, ̂ est supprimé, ρn désigne le vecteur (1, (−θ)n, (−θ)n), le vecteur
(1, 1, 1) est omis.

La suite Un est définie par U0 = U1 = 0, U2 = 1 et par la relation
de récurrence Un+3 = SUn+2 + QUn+1 + RUn où (S,Q,R) = (0,−1, 2)
est le triplet définissant ρ. Comme U3 = S = 0, nous supposons qu’il
existe n > 3 tel que Un = 0. D’après (13), U2l+2 ≡ (−1)l (mod 4),
(1/2)U2l+1 ≡ (−1)l(l − 1) (mod 4). La suite Un s’annule pour n = 8m+ 3
avec m ≥ 1, après vérification U11 = 0. Nous avons obtenu les quatre zéros
de la suite Un : 0, 1, 3, 11. Supposons alors qu’il existe m > 1 tel que
U8m+3 = 0. D’après (11), U8m+3 = U19Um + U11Vm + U3Wm = U19Um,
U19 = 72, donc Um = 0 où Um est la fonction symétrique complète de
ϕ = ρ8 et ϕ est défini par le triplet (S,Q,R) = (−30,−225, 256). Les zéros
de la suite Um correspondent aux puissances ϕm binomiales en ϕ, via (3),
ϕm = Umϕ2 +Vmϕ+Wm. L’indice F2(ϕ), défini par −(QS+R), est égal à
−2 · 31 · 113, et pour p = 31, on vérifie que µ = 10 est le plus petit exposant
de ϕ2 tel que 31 divise les deux premières coordonnées de ϕ2µ dans la base
{ϕ2, ϕ, 1} de C3. Le critère F2 appliqué à ϕ2µ, pour p = 31 et µ = 10, avec
ϕ2µ ≡ 31(11ϕ2+9ϕ+11)+1 (mod 312), montre que l’équation ϕm = xϕ+y
n’a pas de solutions pour m distinct de 0 et 1. Pour m > 1, U8m+3 = 72Um
ne s’annule pas.

Explicitons le critère F2 sur cet exemple. Par réduction modulo 31 de
la récurrence, U2l+1 ≡ SU2l et U2l ≡ (S2l − Ql)/(S2 − Q), chacune des
congruences U2l ≡ 0 et U2l+1 ≡ 0 (mod 31) implique l ≡ 0 (mod 10) et par
réduction modulo 4, via (13), U2l+2 ≡ (−1)l. Les solutions de Um = 0 sont
donc de la forme m = 20h+ 1. D’après (6),

(56) 28ϕ20h = U20h+1ψ
2 + V20h+2ψ +W20h+3

où ψ = 28/ϕ. L’expression de ϕ2µ ci-dessus, et les formules de changement
de bases (15), donnent ϕ20 ≡ 31(18ψ2 + 22ψ+ 5) + 1 (mod 312), la congru-
ence est prise dans Z(31) = {(u/v) ∈ Q | 31 - v}. Posons ϕ20 = 31γ + 1; par
la formule du binôme,

(57) ϕ20h = 1 +
∑

1≤j≤h

31j
(
h

j

)
γj ,

avec γj = xjψ
2 + yjψ + zj et xj , yj , zj ∈ Z(31). On identifie les coor-
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données de ϕ20h dans la base {ψ2, ψ, 1} de C3, via (56) et (57). L’équation
U20h+1 = 0, après division par 31, est équivalente à

(58) −hx1 =
∑

2≤j≤h

31j−1

(
h

j

)
xj ,

avec x1 ≡ 18 (mod 31), donc h ≡ 0 (mod 31). Si h ≥ 1 alors ν = v31(h)
avec ν ≥ 1 entier, où v31 est la valuation 31-adique dans Q. D’après
l’inégalité ultramétrique appliquée à (58), ν ≥ minj≥2(j − 1 + v31((hj )));
comme v31((hj )) > ν − j/30 pour j ≥ 2, on en déduit que ν > ν + 14/15,
ce qui est impossible. Donc h = 0. L’équation ϕ20h = xψ + y n’a pas de
solutions pour h ≥ 1.

R e m a r q u e 6. D’après Beukers [4], la zéro-multiplicité d’une récur-
rence ternaire non-dégénérée de nombres rationnels est égale à six (voir
Déf. 1). Il n’est pas évident de trouver des suites ayant au moins quatre
zéros, en dehors des fonctions récurrentes fondamentales Un, Vn, Wn. Les
suites Vn et Wn, définies par (3), ont chacune au moins deux zéros, elles
s’expriment en termes de la suite Un, via les relations : Vn = Un+1−SUn =
QUn−1 +RUn−2 avec V1 = 1 et V0 = V2 = 0; Wn = RUn−1 avec W0 = 1 et
W1 = W2 = 0. Les zéros de la suite Wn se déduisent trivialement des zéros
de la suite Un et, lorsque QS = 0, il en est de même pour la suite Vn. Dans
le cas où QS est non nul, on peut discuter le nombre des zéros impairs de la
suite Vn en fonction du nombre de ses zéros pairs, qui sont déterminés par
l’équation V2m = −F2Um = 0 où Um est la fonction symétrique complète
de ρ2, ρ′2, ρ′′2 et F2 est l’indice de ρ2 relatif à ρ (Déf. 5). Cette étude n’est
pas immédiate.

La Table 3 donne les solutions en n de l’équation ρn = xρ + y, où
ρ est l’une quelconque des racines du polynôme f(X) = X3 − SX2 −
QX − R, non-dégénéré et à coefficients dans Z, avec R 6= 0, lorsque le
nombre de solutions est au moins égal à quatre. Les solutions en m de
l’équation ωm = xω + y où ω = R/ρ se déduisent trivialement par la re-
lation n + m = 1. La liste des triplets (S,Q,R) est exhaustive dans le
cas où R |Q (voir [12, p. 164]), dans le cas où Q = −S2 (voir Thm. 8),
et dans le cas où f(K)=0, avec K ∈ Z∗, pour K = 1 ou bien pour
K 6= 1 et S 6= 0 (voir Rem. 5). Les trois premiers triplets sont extraits
de [10, p. 417]. Le triplet (∗) est relié à l’équation de Ramanujan–Nagell
(voir l’exemple ci-dessus). Dans le cas du triplet (2,−4, 4), les six solu-
tions sont les zéros de la suite de Berstel et Mignotte, définie par Un+3 =
2Un+2−4Un+1 +4Un avec U0 = U1 = 0, U2 = 1 (voir [9, p. 99] et [11, pp. 30
et 42].
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Table 3

S Q R n : ρn = xρ+ y S Q R n : ρn = xρ+ y

−1 0 1 −2 0 1 5 14 0 −6 6 0 1 3 12

0 −1 1 0 1 3 8 0 −15 45 0 1 3 15

−1 −1 1 0 1 4 17 0 −20 100 0 1 3 13

* 0 −1 2 0 1 3 11 2 −4 4 0 1 4 6 13 52

−2 0 2 −2 0 1 24 2 −4 2 0 1 4 12

−2 0 4 −2 0 1 6 22 3 −9 9 0 1 4 9

−3 0 9 −2 0 1 7 3 −9 18 0 1 4 10

0 −3 3 0 1 3 10 5 −25 50 0 1 4 16
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[6] J. P. B éz iv in, A. Peth ö and A. J. van der Poorten, A full characterisation of
divisibility sequences, Amer. J. Math. 112 (6) (1990), 985–1001.

[7] E. Bombier i and W. M. Schmidt, On Thue’s equation, Invent. Math. 88 (1)
(1987), 69–82.

[8] J. W. S. Casse l s, Local Fields, London Math. Soc. Stud. Texts 3, Cambridge 1986.

[9] L. Cer l i enco, M. Mignotte et F. Piras, Suites récurrentes linéaires. Propriétés
algébriques et arithmétiques, Enseign. Math. 33 (1987), 67–108.

[10] B. N. Delone and D. K. Faddeev, The Theory of Irrationalities of the Third
Degree, Transl. Math. Monographs 10, A.M.S., 1964.
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