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Introduction

Soit p un élément primitif d’un corps cubique K de discriminant négatif.
Considérons les puissances binomiales de p définies par ’équation

(i) pt=xp+y,

oltn €ZetxyeQ,etposons f(X)=X3—-S5SX?—-QX — R, ol f désigne
le polynéme minimal de p. Dans cet article nous montrons (Thm. 1), sous
I’hypothese que S ou ) est non nul, que le nombre de solutions en n de
léquation (i) est au plus égal & quatre, sauf dans trois cas ou il y a cing
ou six solutions. A titre d’illustration, nous présentons dans la Table 3
une liste de seize exemples ou ’équation (i) a au moins quatre solutions.
Il n’est pas possible de dire si cette liste est exhaustive ou non; Cor. 6 et
Cor. 7 apportent quelques précisions relatives a I’existence et a la forme des
solutions non triviales.

Le Théoreme 1 étend les résultats de Nagell et de Delone et Faddeev,
[10, §75] sur les unités binomiales d’un ordre cubique. D’aprés (i), chaque
couple (x,y) est solution d’'une équation de Thue-Mahler de degré trois,
Normg g(zp + y) = R"; en degré r > 3, voir l'article de Bombieri et
Schmidt [7].

Dans Cor. 1, nous obtenons, via Déf. 1 et Rem. 1, que la zéro-multiplicité
d’une suite récurrente linéaire cubique de nombres rationnels, non-dégénérée
et possédant deux zéros consécutifs, est égale a quatre, avec trois exceptions.
D’apres Rem. 1, les résultats de ce travail s’adaptent, en se simplifiant, au cas
ol le polynome f n’est pas irréductible, en supposant que f est non-dégénéré
et R non nul. Les questions de multiplicité des récurrences linéaires, d’ordre
r > 2, sont analysées dans le rapport de van der Poorten [31, §5], voir aussi
Tijdeman [29]. Dans un article a paraitre, Beukers [4] résoud une conjecture
fameuse de Ward [37] et de Kubota [15, p. 99], en démontrant que la zéro-
multiplicité d’une récurrence ternaire non-dégénérée de nombres rationnels
est égale a six; I'historique de cette conjecture est rappelé dans [31, §5.3].
Les suites possédant quatre zéros et plus faisant figure d’exception, on peut
étudier la forme et le nombre des zéros en fonction des coefficients de la
récurrence ou des premiers termes de la suite.

A une translation pres, la connexion est immédiate entre les solutions en
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n de I’équation (i) et les zéros d’une suite récurrente linéaire qui s’annule
deux fois consécutives. Pour n € N, les suites coordonnées de p™ dans
la base p?, p, 1 du corps K sont définies par une relation de récurrence et
chaque zéro de la premiere coordonnée U, est une solution de 1’équation (i),
la réciproque étant vraie dans les conditions de Cor. 2. Bien auparavant,
Lucas [18, §173], a mis en évidence l'intérét que présentent les fonctions
récurrentes fondamentales. Les propriétés de la suite U,, sont détaillées dans
Prop. 1, le terme d’indice n + 2 est la nieme fonction symétrique complete
des racines p, p, p” du polynome f, que Ward [35, 36] désigne sous le nom de
somme des produits homogenes de poids n des racines de f; d’apres Déf. 2,

(ii) Upz= Y. p'pp"".
i+jt+k=n

Lorsque les trois racines de f sont réelles, il est bien connu que les récurrences
ternaires et, en particulier, la suite U,, ont au plus trois zéros, voir Smiley
[28], Scott [27], Ward [34], Picon [25], Beukers [4], et dans le cas ou les
racines de f sont des entiers rationnels, Ward [37] conjecture que I’équation
diophantienne U, 5 = 0 n’a pas de solutions pour tout n > 1 et pour
tout polynéme f. Des progres récents sur cette question difficile sont dus
a Apostol [1] et & Turnwald [30]. Lorsque le polynéme f a des racines
complexes conjugées, le terme général de la suite U,, s’exprime d’une part
sous la forme d’une somme d’exponentielles, d’apres (4), d’autre part sous
une forme diophantienne, d’apres (13),

i
(iif) Uz = > (er{77+) SIQIRk
i+2j+3k=n iljlk!

pour raison de congruences, nous utilisons cette derniére expression. Au vu
des résultats de Lewis et Turk [17], de Beukers et Tijdeman [5] et de Beukers
[4], on peut se demander si la zéro-multiplicité de la suite U,, ou d’une suite
quelconque de nombres rationnels définie par la relation (2) n’est pas égale
a trois, avec une liste exhaustive d’exceptions (voir Rem. 6).

Dans le paragraphe 1, aprés avoir énoncé le résultat principal, Thm. 1 et
son corollaire, et introduit les notations et définitions utilisées dans la suite,
nous démontrons Thm. 1. Dans les paragraphes suivants, nous établissons
les résultats intermédiaires dans ’ordre ou ils apparaissent dans la preuve
de Thm. 1. Le probleme ayant été réduit aux conditions de I’hypothese 2,
nous supposons que p est un entier primitif du corps K et que p et p®/R
ne sont pas des unités algébriques, ces deux cas étant traités dans [10, §75]
et dans [11]. Nous discutons alors la forme et le nombre des solutions en n
de I’équation (i), en fonction des diviseurs premiers de deux indices reliés
a f (Déf. 5), 'indice Fo = —(QS + R) pour les solutions modulo deux,
et l'indice F3 = Q*(S? + Q) — RS? pour les solutions modulo trois. Pour
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chaque diviseur premier p de F3, respectivement de F3, qui ne divise pas R,
nous étudions ’équation (i) par une méthode p-adique, d’apres Mahler [21]
et Robba [26]. Voir le livre de Cassels, [8, chap. 4 et 5]. Nous étendons ainsi
a des unités semi-locales (Déf. 6) un procédé que Delone et Faddeev utilisent
avec des unités algébriques (voir [10] et [12]). Pour les diviseurs communs
de R et F3 ou de R et F3, nous étudions au moyen de congruences, via (iii),
I’équation diophantienne U,, = 0 (Prop. 3 et Prop. 8). Les deux derniers
paragraphes traitent des équations (i) possédant au moins trois solutions en
n: 0,1,40u0,1, 3, et qui nécessitent une étude particuliere mettant en
ceuvre les résultats des paragraphes précédents (criteres Fo et F3, Cor. 3 et
Cor. 5). Les remarques 1, 3 et 5 concernent le cas ou f n’est pas irréductible.
D’apres un argument de Ward [33], si une suite non-dégénérée de nom-
bres rationnels, définie par la relation (2), s’annule en 0 et n alors, via (10),
n vérifie I’équation
(iv) p" =10 +y,
ou 0 dépend des premiers termes de la suite. On peut étudier la forme et le

nombre des solutions en n de I’équation (iv), en fonction des indices Fy et
de l'indice de 6 relatif & p, et en utilisant les résultats de Beukers [4].

8§ 1. Résultat principal

HYPOTHESE 1. Soient p un élément primitif d’'un corps cubique K de
discriminant négatif et f le polynéme minimal de p. Posons f(X) = X3 —
SX?2 - QX —R, S ou Q étant non nul. Notations : Soit F la forme cubique
binaire telle que F(X,—1) = f(X). Posons F(X,Y) = RY3 — QY2X +
SYX? + X3 et g(X) = R'F(-R,X); w = R/p désigne une racine du
polynome g. Les nombres p et w sont des racines, respectivement gauche et
droite, de la forme F'.

THEOREME 1. Sous I’hypothése 1, le nombre de solutions en n de I’équa-
tion
(1) pt=zp+y,
oun €Z etx,y € Q, est au plus égal a quatre, avec trois exceptions. Il y
a cing solutions si p/\, avec A € Q, est une racine de X3 + X? — 1 ou de
X3 +2X? — 4, et siz solutions dans le cas de X3 — 2X? +4X — 4. Voir
Table 3. La relation n +m = 1 donne trivialement les solutions en m de
léquation w™ = zw + y.

Le paragraphe 1 s’acheve par la preuve de Thm. 1. Il existe une étroite
connexion entre les solutions en n de I’équation (1) et les zéros de certaines
suites récurrentes, qui est a la base de ce travail (voir Ward [33]).
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DEFINITION 1. Soit u, une suite de nombres rationnels définie par la
donnée de ug, u1, us non tous nuls, et par la relation de récurrence

(2) Uny3 = SUpy2 + Qupy1 + Ru,, n €N,

ou (S,Q, R) est un triplet fixé de nombres rationnels, avec R non nul. La
suite u,, est une suite récurrente linéaire cubique, non triviale. Un zéro de la
suite u,, est un indice k tel que up = 0. La zéro-multiplicité de la suite u, est
le nombre maximum de ses zéros. Posons f(X) = X?—SX2—-QX —R; f est
le polynome auxiliaire de la récurrence. Un polynome est non-dégénéré si le
rapport de deux quelconques de ses racines n’est pas une racine de l'unité.
La suite u,, est non-dégénérée, ainsi que la récurrence, lorsque le polynoéme
f est non-dégénéré; dans ce cas la suite a un nombre fini de zéros, d’apres
un théoreme de Mahler [20, p. 48]. Les “indices” de la récurrence sont les
nombres rationnels Fi dont le carré est égal au rapport des discriminants
de p* et de p pour k > 1, p étant une racine de f et discr(p) = discr(f).

COROLLAIRE 1. Si une suite récurrente linéaire cubique, non triviale, de
nombres rationnels, a deux zéros consécutifs : k, k+ 1, et si f, le polynome
auxiliaire de la récurrence, vérifie hypothese 1, alors la zéro-multiplicité de
la suite est égale a quatre, avec trois exceptions. Dans deux cas, la suite a
cing zéros, lorsque k > 2 :

k—2kk+1,k+5k+14 pour f(X)=X3+AX2-\3,
k—2kk+1,k+6,k+22 pour f(X)=X>3+2\X2 -4\,
et dans le cas de la récurrence de Berstel et Mignotte, la suite a siz zéros :
Ek+1,k+4,k+6,k+13,k+52 pour f(X)=X3—2XX2H+4\?X —4)3.
L’énoncé est analogue lorsque g est le polynome auziliaire de la récurrence.
Preuve. Soit u, la suite récurrente. L’hypothese up = ury1 = 0 et
les résultats de Prop. 1 montrent que upi, = UpyoUn et R™ 2uy_,, =
Upr2W), 1o, d’apres (10) avec W), = R*U), .. Les zéros de la suite u,, de

la forme k£ m correspondent aux zéros des suites Uy, ou U;, |, c’est-a-dire,
aux solutions en £m de I’équation (1), d’apres les formules (3) et (7). m

DEFINITION 2. D’aprés Macdonald [19, p. 14], pour n > 0, la n-iéme
fonction symétrique compléte des variables x, vy, z est la somme de tous les
monomes de degré total n, Zi+j+k:n PRTELR

PROPOSITION 1. Sous l’hypothése 1, soient p,p’, p” les racines du poly-
nome f.

(i) Le polynome f est non-dégénéré. Pour k € N*, les nombres p* et w",
avec w = R/p, sont des éléments primitifs du corps KC vérifiant ’hypotheése 1.
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(ii) Pour n € N, les suites-coordonnées de p™ dans la base {p?, p,1} du
corps IC vérifient la relation de récurrence (2). Posons

(3) pr = Unp2 + Vap+ Wy
Alors le terme général de la suite U, a [’expression suivante :
(4) 0Un = (0" = p")p" + (0" = p)(P)" + (o — ) (P")"

oudy = —(p'—=p")(p" = p)(p—p') et 67 = disc(f) = Q*S* —18QRS +4Q° —
4RS3 — 27TR?.

(iii) Soit g le polynéme minimal de w = R/p, g(X) = X3 + QX? +
RSX —R2. Pourn € N, les suites-coordonnées de w™ dans la base {w?,w, 1}
du corps K wvérifient la relation de récurrence ayant g comme polynome
auxiliaire. Posons
(5) W' =UlWw? +Viw+ W, .

Pour n € N, l’expression de p™ dans cette base et celle de p~" dans la base
{p?, p,1} sont données par

(6) p" = (1/R)(Ups1w® + Vigow + Wiys)

(0 = R Up? + RV o+ (L BW, ).

(iv) Soit u,, une suite de nombres rationnels vérifiant la relation (2). Les

deux expressions suivantes sont équivalentes :

(8) Up, = Uy, + ur Vi, + uoW,,

(9) up = Ap" + A'(p')" + A" (p")"

ot A = (ugp?® + (w1 — Sug)p + (ug — Suy — Quo))/f'(p) et A’ A” ont des
expressions analogues en termes de p',p". Plus généralement, on a pour
m e N,

Uktm = Uk+2Upm + U1 Vi + upgWe, k€N,
(10) Uk+2—m = (I/Rm)(ukRQUfn + uk+1RV,;l + Uk_;_gW,/n) s
k+2—-—meN;
(11) Ukm+r = u2k+rum + ukJrer + uer ) k, S N,

0l Uppy Viny Wi sont les coordonnées de p*™ dans la base {p?*,p* 1} du
corps IC.

(v) Suivant Déf. 2, U, 4o est la n-iéme fonction symétrique compleéte des
racines de f, et pour tout \ € Q,

(12) Unt2(Ap) = XN"Uns2(p) -

La suite Uy, est alors définie explicitement en fonction des coefficients S, Q, R
de f, par Uy =U; =0 et pourn > 2,

. A
(13) U, = Z (Z—’—.'J.'_];)S’QJR’C.
i+2j+3k=n—2 )R
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Preuve. (i) Soit N' = Q(p,p,p"). N est une extension galoisienne
sur Q, de degré six et de groupe de Galois S3, qui contient trois corps cu-
biques distincts, I'un réel et les deux autres complexes conjugués, et une
extension quadratique Q(d¢) ot 62 = disc(f). Supposons que le polynome
f est dégénéré (Déf. 1), et montrons que S = @ = 0. Soit ¢ une racine de
l'unité égale a 1'un des rapports p'/p, p”/p ou p'/p”. { n’est pas égale a
+1, les corps cubiques contenus dans N étant distincts. ¢ est une racine
primitive de I'unité, d’ordre h, Q(() est une extension abélienne sur Q, con-
tenue dans N et de degré p(h) (p fonction d’Euler). Pour h > 2, o(h)
est pair et divise 6; le groupe S3 n’étant pas abélien, Q({) ne peut étre
égale & N, p(h) est donc égal & 2. ( appartient & I'extension quadratique
Q(d¢), invariante par le groupe As des permutations circulaires. La con-
dition ¢(¢) = ¢ pour tout o € Aj se traduit par p> = R, (p')®> = R et
(p")® = R, le polynome f est donc de la forme X® — R, et on a bien
S =@ = 0; le corps I est un corps cubique pur, ainsi que chacun des corps
cubiques conjugués.

Lorsque S ou Q est non nul, s’il existait k& > 1 tel que p* ou w* ap-
partienne & Q, avec w = p/p”, alors, Q étant invariant par S3, chacun des
rapports p'/p, p”' /p et p’/p serait une racine de 'unité d’ordre k, ce qui est
impossible, le polynome f étant non-dégénéré.

(ii) Par définition, f est le polynéme caractéristique de ’endomorphisme
m, de la multiplication par p dans le corps IC, f(X) = det(X1x — p). Soit
M la matrice de m, dans la base {p?, p,1} du corps K. Pour n € N, les
puissances de p sont définies par

S 10
Mp" =p" avee M =[Q 0 1
R 0 O

Les suites-coordonnées de p™, définies par la formule (3), vérifient la relation
de récurrence (2). Fixons un plongement du corps K dans C3, en posant

~

p=(p,p,p"), et soit V la matrice ayant pour colonnes les vecteurs p?, p, 1.
Le déterminant de cette matrice est égal a oy, donné dans 1’énoncé; df
est non nul par hypotheése. Chacune des racines du polynéme f vérifie la
formule (3) :

(14) p7 = Upnp® + Vo + Wil
Le terme général de la suite U, est le quotient de deux déterminants :
§¢U, = det(p™,p,1), ce qui donne la formule (4), et 5]2@ = disc(p), par
définition du discriminant de p. La description des suites V,, et W,, est
analogue.

(iii) Par définition, g(X) = det(X1x — w). L’assertion se déduit de (ii)
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en remplagant p par w, puis en utilisant les formules de changement de
bases :

w=p"=Sp—Qetw’=-Qp”+(QS+ R)p+(Q°—RS),
(15) p=(1/R)(w? + Qw + RS) et

p? = (1/R)(Sw?® + (QS + R)w + R(S*> + Q)) .

(iv) La série génératrice de la suite u,, est une fraction rationnelle :

. X2(ug — Suy — Qug) + X (u1 — Sug) + ug
nX =
2 (1— Xp)(1 - Xp)(1 - Xp")

n>0

La décomposition en éléments simples de cette fraction donne I’expression
classique (9) du terme général de la suite u,, sous la forme d’une somme
d’exponentielles. Les constantes complexes A, A, A” sont déterminées par
les premiers termes de la suite : (A, A’, A”)V = (ug,u1,up), on V est la
matrice définie ci-dessus. Le déterminant de V étant non nul, les expressions
(8) et (9) sont équivalentes, via (14). La premiere formule de (10) s’obtient
a partir de (3) et de (8), en utilisant la décomposition de p**™ en pkp™,

pk+7n — Umpk+2 + Vmpk+1 4 mek
Uk+m = Uk12Uny + U1 Vi, + U Wy,
& { Virm = Vi 2Un + Vi1 Vi + VWi,
Wk+m = Wk+2Um + WkHVm + Wi W,, .

Formons une combinaison linéaire de ces trois identités en multipliant la
premiere par us, la seconde par u; et la troisieme par ug; le premier membre
de cette expression est égal & uy,,, d’apres (8), tandis que le second membre
est égal & ugoUp, +ugy1 Vi +ur Wy, en appliquant (8) trois fois. La seconde
formule de (10) s’obtient de la méme facon a partir de (3), (5), (8) et de la
décomposition suivante :

Rmpk+2—m — pk-‘rme _ RZUT/npk +RV,:1pk+1 +W7{npk+2-

Pour établir la formule (11), considérons les coordonnées de p*™ dans les
deux bases de K, {p?*, p*, 1} et {p?, p, 1}; d’apres (3), elles sont définies par

pkm — ump2k + Vmpk + Wm
(16) K 2

Uim \ _ (U Uy U,
& Vim ) \ Var Vi Vi )’
Wim = Warldy, + Wi V0, + W, -

D’apres (10), ukmir = Urs2Ukm + Urt1Vim + Wi apres substitution,
via (16)7 Ukm+r = (ur—‘,-QUQk + ur—i-lVQk + urWQk)um + (ur—i-QUk + ur—i—lvk +
Up W) Vi + Wiy, et la formule (10) appliquée deux fois donne le résultat.
Voir Bell [2].



12 Puissances binomiales dans un corps cubique

(v) Effectuons le produit des séries géométriques figurant au second mem-
bre de la série génératrice de la suite u,, (voir (iv)). Dans le cas de la suite
Un, Up = U; = 0 et Uy = 1, une simple vérification montre que U, 2
est la nieme fonction symétrique complete des racines de f et la formule
(12) se déduit de Déf. 2. D’apres Macdonald [19, p. 20] ou Lascoux [16],

Upt2 = det(e1—itj)i<ij<n Oleg =1, e1 =5, e = —Q,e3 =Ret e, =0
autrement. La formule (13) provient du développement de ce déterminant.
|

Remarque 1. La validité des résultats de Prop. 1 est inchangée lorsque
le polynome f n’est pas irréductible, en supposant que f est r}pn—dégénéré et
R non nul; p” étant défini par (p™, (p')™, (p"")™), les vecteurs p2, p, 1 forment
une base de C3 et U,,, V,,, W,, sont les coordonnées de ﬁ dans cette base,
[10, §1]. L’équation (1) est remplacée par ’équation

(17) Pt =axp+yl.

Posons f(X) = (X —p)(X? — AX + B) et considérons la suite a,, définie par
ag = 1, a1 = p, et par la relation de récurrence binaire a,+2 = Aay4+1— Bay,.
D’apres (4),

(p)" (a1 — p") = (p")" (a1 — p')

p/ _ p// .

Apres normalisation, en posant b, = a,/al, la zéro-multiplicité de la suite
U, est égale a la 1-multiplicité de la suite b, telle que bg = b1 = 1 et
b, € Q(p). Voir Kubota [15], Beukers [3, 4], Beukers et Tijdeman [5], Lewis
et Turk [17].

U,=0<a, =a avec a, =
1>

DEFINITION 3. Soit (S,Q, R) un triplet d’entiers rationnels, avec R non
nul. Le triplet est “réduit” si R est positif et si pour chaque A € Z* tel que
A S et A2]Q on a A3 {R.

DEFINITION 4. Soient A et B deux entiers rationnels, “A a la propriété
P(B)” si tout diviseur premier de A est un diviseur de B.

PROPOSITION 2. Soient (S,Q, R) un triplet “réduit” vérifiant [’hypo-
these 1, 6 le pged de Q et de R, U, et U], les suites définies dans Prop. 1.

(i) Il existe des entiers positifs a,b, x tels que § = a®bx, ot a et b sont
premiers entre euz et sans facteurs carrés, (x,S) =1, ab|S et (a, R/d) = 1.
Si “0 a la propriété P(S)” alors x = 1.

On suppose maintenant que “0 a la propriété P(S)”.

(ii) La suite U, n’a pas de zéros de la forme n = 3m + 2 a moins que
(aS,Q) =0 et 6% divise R.

(iii) Si R ne divise pas Q alors, pour n # 0 et n # 1, la suite U], n’a pas
de zéros.
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Preuve. (i) Le triplet étant “réduit”, si p est un diviseur premier de
(6,5), avec § = (Q, R), alors p>{5. Posons a = []p tels que p*||d et p|S,
et b=[]ptels que p||d et p|S. Alors § = a?by et les propriétés de I’énoncé
sont vérifiées.

(ii) Supposons qu’il existe un nombre premier p tel que p|(aS, Q) et pt
R/§. Le triplet (S, Q, R) est alors de la forme (up®to+t yp2etht+t gpp2eth)
avec p1(u,v) et ptw, a et 5 étant des entiers tels que a + [ =1sit =0 et
0 < a+ (<1 sinon. D’apres la formule (13), pour m > 0

pfm(QoHrB) U3m+2

_ k. a(m—Fk) ((+7+E) i i) +8(tj+h—m)
= 2 'y (¥ gk 0 ’
0<k<m i+2j=3(m—k)

avect+j+k—m>1eti+j > 2des que k < m. Nous en déduisons
que p~CHA Uz, o = w™ (mod ptAT2); comme ptw et o+ F+2t > 1,
alors Usp,12 # 0 pour m € N.

(iii) Soit p un diviseur premier de R/d, lorsque R # §. Le triplet (S, @, R)
est de la forme (p®u,p®v,p*tw), avec pfow, t > 1 entier, e = 1 si p|d et
e = 0 sinon. D’apres la formule déduite de (13), en remplacant le triplet
(S,Q, R) par (—Q,—RS, R?), on obtient pour n >0

—entr/ _ § : (l +.7 + k)‘ (_U)i(_u)jwj+2kptj+(2tfe)k:
i1l k] ’
i+2j+3k=n iljlk!

avec j+k > 1desquen —i > 2 et 2t —e > t. Nous en déduisons que
—en ! —

D o = (—v)" (mod p'); comme ptv et t > 1, alors U}, # 0 pour
neEN m

HYPOTHESE 2. Soient p un entier algébrique d’un corps cubique K de
discriminant négatif et f le polynome minimal de p, f(X) = X3 — X2 —
QX — R. On suppose que le triplet (S, @, R) est “réduit”, que R ne divise
pas Q avec R > 2 et que le pged 0 de @ et de R “a la propriété P(S)”.
Notations : posons § = a?b ol a et b sont des entiers positifs, premiers entre
eux et sans facteurs carrés; le triplet est alors de la forme (abs, dq,or) ou
s,q,r sont des entiers rationnels tels que (ag,r) =1 et r > 2.

COROLLAIRE 2. Sous [’hypothese 2, [’équation (1) est équivalente a
Uéquation U, = 0, ou U, est la suite définie dans Prop. 1. Les solutions
sont de la forme n = 3m oun = 3m + 1 et il nexiste pas de solution de la
forme n =3m + 2 a moins que a =1, b|r et (q,s) = 1.

Preuve. L’équation (1) n’a pas de solutions avec n négatif, d’apres (7)
et Prop. 2(iii), et d’apres (3), chaque solution de I’équation (1) avec n € N
correspond a un zéro de la suite U,,. Les conditions (aS,Q) = § et 62| R de



14 Puissances binomiales dans un corps cubique

Prop. 2(ii) se traduisent, via ’hypothese 2, par (¢,s) = 1, ab|r et (a,r) = 1.

Lorsque p est un entier algébrique, nous étudions les solutions de I’équa-
tion (1) par des méthodes p-adiques classiques, en choisissant pour p certains
diviseurs premiers des indices Fy et F3 (Déf. 1). Dans le cas général ou
p est un entier algébrique de degré r, Duboué [13] étudie les propriétés
arithmétiques d’indices analogues.

DEFINITION 5. Soient {¢, p, 1} et {~,0,1} deux bases du corps K, p =
ay+b+cet p=avy+b0+c. Le déterminant a’b— ab’ est “I'indice” de la
premiere base (ou de p si ¢ = p?) relativement a la seconde base. Lorsque
p est un entier du corps K vérifiant I'hypothese 1, pour k& € N*| Fi(p)
ou simplement Fj désigne “I’indice” de p* dans la base {p?, p,1}. Avec les
notations de Prop. 1(ii), Fi = U Vi — Uy Vo, en particulier 5 = —(QS+R)
et F3 = Q%+ Q*S% — RS3. D’apres Delone et Faddeev [10, p. 102], I'entier
Fy, est alors 'indice de I'ordre Z[p*] dans I'ordre Z[p], un ordre du corps K
étant un Z-module qui est un sous-anneau de K contenant le nombre 1.

LEMME 1. La suite des indices Fi est une suite de divisibilité et pour
k > 1, disc(p®) = F? disc(p) et F, = Norm(—(p — S)Uy + Vi), ot Norm
désigne le produit pris sur les racines du polynéme f.

Dans le cas général, voir 'article de Bézivin, Petho et van der Poorten
[6].

Preuve. Le polynéme f est non-dégénéré d’apres Prop. 1(i), donc Fj
est non nul pour tout £ € N*. D’apres Duboué [13, p. 208], la suite vérifie
les relations de divisibilité : Fim(p) = Fi(p)Fm(p¥) = Fn(p) Fr(p™), pour
k,m € N*, que l'on peut déduire aussi de (16). Par définition,

of :det(p/é?ﬁa/l\)a OpFk :det(p/2\k?;E7/1\)7
ou ~ est le plongement utilisé dans la preuve de Prop. 1; la premiere égalité
en découle. D’apres (3), 'identification de p?* et de (p*)? entraine que
Usk = (S? + Q)UP + 2SUL Vi, + V2 + 22U Wy,
Vaor = (QS + R)U? + 2QU1 Vi + 2V, Wy, .
Un calcul simple montre alors I'égalité de Usp Vi — Ui Vay, et de la norme :
Norm(—(p—S)Up+ Vi) = —(QS+ R)UZ + (5% —Q)UZ Vi +2SULVZ+VE . w

Pour résoudre I’équation €™ = x6 + y, lorsque € est une unité algébrique
d’un ordre cubique Z[6], de discriminant négatif, Delone et Faddeev [10, §75]
utilisent un algorithme de montée, dont le principe est de substituer a cette
équation une équation analogue

et = a0 +y,
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ol x = px1, avec p premier, et d’épuiser les diviseurs de x en répétant cette
opération. Plus précisément, p est un diviseur premier de I'indice de ’ordre
Z[e] dans Vordre Z[f], 61 = pf, 1 = " et n = uny, ou u est déterminé
par le “Petit Théoreme” de Fermat dans le corps Q(#). Voir Nagell [24,
p. 48]. Lorsque p n’est pas une unité algébrique, ’algorithme de montée ne
s’applique a l’équation (1) que dans le cas ou p est une unité semi-locale
pour p.

DEFINITION 6. Soient ¢ et 6 des éléments primitifs d’'un corps cubique
K avec 6 entier, et h le polynéme minimal sur Q de ¢. Posons h(X) =
X3 — sX? — ¢X — r. Soit p un nombre premier fixé; Zpy désigne I'anneau
local de Z en p, Z¢yy = {(u/v) € Q | ptv}. ¢ est un entier semi-local du
corps K, dans le sens de Cassels [8, p. 170], si s,q,7 € Z,), et ¢ est une
unité semi-locale si de plus r ¢ pZ,). Le nombre premier p est appelé un
“diviseur” de 1'unité semi-locale ¢ dans I'anneau Z,[f] si ¢ a I’expression
suivante :

¢(=p"A0° +p°Bo + C,
ol a et 3 sont des entiers positifs, C' est une unité de Z,) et si A ou B est
non nul alors chacun d’eux est une unité de Z,).

THEOREME 2 [12, p. 155]. Supposons que ¢ soit une unité semi-locale
du corps K, ayant p comme “diviseur” dans lanneau Zy)[0]. Pour n # 0,
I’équation

("= (p*A0> +p"BO+C)" = z0 +y,
avecn € Z et x,y € Q, n'a pas de solutions sous les conditions suivantes :

(i) pourp#2, sia < ou si f < a <20,
(ii) pourp=2,si2<a<fBousi f<a<2F—1.

Quand ces conditions ne sont pas satisfaites, l'équation a au plus deux
solutions, sauf dans le cas spécial oup =3, « > 2, B =1 et p ne divise pas
la trace de 0; le nombre de solutions est alors au plus égal a trois.

Preuve du Théoréme 1. Chaque solution n de I’équation (1) est
un zéro d’une suite récurrente linéaire (Déf. 1), un zéro de la suite U, si
n est positif ou nul d’apres (3), ou un zéro de la suite U; | si n = —h
est négatif, d’apres (7). Ces deux suites sont des fonctions symétriques
completes (Déf. 2 et Prop. 1(v)); chacune d’elles étant non-dégénérée d’apres
Prop. 1(i), leur zéro-multiplicité est finie. Pour tout A € Q*, les suites
U,(A\p) et Uy(p) ont les mémes zéros d’apres (12), ainsi que les suites
Up1(Aw) et Up 1 (w), o w = R/p. Nous pouvons supposer que p est un
entier primitif du corps K vérifiant I'hypothese 1 et que le triplet (S, @, R)
est “réduit” (Déf. 3). Si k est une solution de l'équation (1) alors 1 — k
est solution de 'équation w™ = zxw + y. Quitte a échanger ces équations,
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supposons que k > 3. Alors U, = 0 et d’apres (13), S¥72 = 0 (mod 9),
ou d est le pged de @ et de R. Chaque diviseur premier de § étant un
diviseur de S, d’apres Déf. 4, “6 a la propriété P(S)”, ce que nous sup-
posons.

Dans le cas ou R = 1, p est une unité algébrique du corps . D’apres
un Théoreme de Nagell figurant dans le livre de Delone et Faddeev [10,
p. 398], 'équation (1) a deux ou trois solutions si disc(p) < —44, quatre
solutions si disc(p) est égal & —44 ou a —31, et cinq solutions lorsque
disc(p) = —23, p étant I'unité fondamentale de I'ordre cubique Z[p]. Une
démonstration p-adique du résultat de Nagell est donnée dans [12, Cor. 2].
De plus, Delone et Faddeev déterminent les unités binomiales d’un ordre cu-
bique de discriminant négatif, en utilisant un algorithme de montée dont le
principe est brievement évoqué dans ce paragraphe. Voir [10, §75 et Table,
p. 417).

Nous supposons maintenant que R > 2. Dans [11], nous traitons le cas
ou 6 = R. Le corps cubique K étant caractérisé par la relation p? = Re
ou € est une unité algébrique, les solutions modulo trois de I’équation (1)
correspondent & des unités binomiales en p ou en w. Nous montrons [11,
Thm. 3.4] que le nombre de solutions en n de I’équation (1) est au plus égal
a quatre, sauf dans deux cas ou il y a cinq ou six solutions. Ce résultat
est obtenu par 'application de certains criteres d’arrét de ’algorithme de
montée, établis par Delaunay [10, p. 410], et par Gordon et Mohanty [14].
Voir [11, Table, p. 42]. Nous retrouvons ainsi [11, p. 30] les six zéros
de la suite de Berstel et Mignotte (voir Cerlienco, Mignotte et Piras [9,
p. 99], Mignotte [22]). Dans [12], nous étendons ces criteres d’arrét a des
unités semi-locales (Déf. 6) par des techniques p-adiques, pour 'essentiel :
Théoréeme de Strassmann et séries d’interpolation de Mahler [21, pp. 122
et 224]; le résultat principal [12, Thm. 1] est rappelé dans ce paragraphe
(Thm. 2). Comme application, nous étudions les solutions modulo deux
de I’équation (1), c’est-a-dire, les puissances de p? binomiales en p ou en
w, lorsque “Iindice F» n’a pas la propriété P(R)” (Déf. 4 et Déf. 5) avec
Fo = —(QS + R). Cette hypothese entraine 'existence d’un diviseur pre-
mier de Fy pour lequel p est une unité semi-locale et nous montrons [12,
Thm. 2] que le nombre de solutions en n de I’équation (1) est alors au plus
égal a quatre; en particulier, lorsque R = § avec R > 2 [12, Cor. 3], le
nombre de solutions est égal a deux ou trois, sauf dans huit cas. Dans le
paragraphe 2, apreés avoir rappelé ce résultat (Thm. 3), nous le complétons
par le critere F5 (Thm. 4), qui donne sous les mémes hypotheses des con-
ditions nécessaires pour que l’équation (1) ait une ou deux solutions non
triviales.

Dans la suite R et ¢ sont distincts. Chaque solution en n de I’équation (1)
est un zéro de la suite U,, (Cor. 2). Nous supposons désormais que le triplet
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(S, Q, R) vérifie 'hypothese 2, ot sont réunies les conditions précédentes. Il
reste a étudier les solutions modulo deux de I’équation (1) lorsque “l'indice
F> a la propriété P(R)”, donc en fonction des diviseurs de F» et de R.
Dans Prop. 3, nous considérons le diviseur d, ou d est le pged de S et de
R/d; pour chaque diviseur premier de d, les congruences obtenues via la
formule (13) font apparaitre des conditions nécessaires pour que la suite
U, ait des zéros distincts de 0 et 1. Le paragraphe 2 s’acheve par une
caractérisation des indices F2, lorsque I’équation (1) a plus de deux solutions
(Cor. 3).

Nous étudions ensuite les solutions modulo trois de 1’équation (1), via le
systéme équivalent des équations (20), (22) et (23), en fonction des diviseurs
premiers de I'indice F3, out F3 = Q%(S? + Q) — RS®. Dans le paragraphe 3,
nous supposons que “I'indice F3 n’a pas la propriété P(R)”; cette hypothese
entraine l'existence d’un diviseur premier p de F3 pour lequel p est une unité
semi-locale. Nous montrons (Thm. 5) que dans ce cas, le nombre de solutions
en n de I'équation (1) est au plus égal & quatre et le critére F3 donne des
conditions nécessaires pour que deux solutions soient congrues modulo trois.
Dans la preuve de Thm. 5, nous déterminons d’abord le plus petit entier
positif u tel que p soit un “diviseur” de p3* relativement & p et & w (Déf. 6),
puis la forme des solutions en fonction de u. Les solutions des équations
(20) et (23) correspondent & des puissances de p3* binomiales en p ou en w,
tandis que les solutions de ’équation (22) sont de la forme n = 3um+3v+2
ou v est fixé (Prop. 4). Cependant, Thm. 2 ne s’applique pas a 1’équation
(22); nous montrons que cette équation a au plus deux solutions (Prop. 5),
par extension scalaire & Q, de la premiere relation (10), ot k et m sont
remplacés par 3v + 2 et 3um. Par contre, Thm. 2 s’applique a chacune des
équations (20) et (23) avec ¢ = p3#; le cas oll p = 2 étant traité i part
(Prop. 6). La compatibilité de ces trois équations est ensuite discutée. Il
ressort de la discussion que ’équation (1) a deux ou trois solutions lorsque
I’équation (22) n’en a aucune. Dans Prop. 2(ii) et Prop. 8(ii), nous donnons
des conditions nécessaires pour que I’équation (22) ait au moins une solution.
Dans le cas particulier ot une premiere solution de cette équation est donnée,
la seconde solution correspond & une puissance de p3* binomiale en ¢, ou
¢ s’exprime en fonction de la premiere solution, et Thm. 2 peut encore
s’appliquer (Cor. 4).

Lorsque “l'indice F3 a la propriété P(R)”, nous étudions les solutions
de I’équation (1) en fonction des diviseurs premiers de F3 et de R. Dans
le paragraphe 5, nous considérons les diviseurs premiers de F3 et de § pour
lesquels € = p3/J est une unité semi-locale, 1'équation (1) étant équivalente
au systeme des deux équations (30) et (31), via Prop. 7; cette situation
est I'analogue semi-local de celle de [11] ot € est une unité algébrique.
Pour chaque diviseur premier de (aS,Q)/d, Thm. 2 s’applique & chacune
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des équations (30) et (31), sauf dans des cas particuliers qui relevent des
Lemmes 3 et 4, via (35). Nous montrons ainsi (Thm. 6) que le nom-
bre de solutions en n de I'équation (1) est égal & deux ou trois, lorsque
(aS, Q) # 9, et le critere F4 donne des conditions nécessaires pour que deux
solutions soient congrues modulo trois. On pourrait envisager de traiter le
cas ol (aS,(Q)) = 0 en adaptant les résultats de [11, §4.1] et en utilisant la
méthode d’extension scalaire lorsque Thm. 2 ne s’applique pas; mais nous
allons procéder autrement.

Dans le paragraphe 6, nous définissons D, un diviseur de F3 et de R/J,
par D = (S? + Q, R). Nous établissons Prop. 8 et Cor. 5, qui sont les
analogues, pour D et F3, de Prop. 3 et Cor. 3 pour d et F5. Dans le
paragraphe 7 (Thm. 7), nous montrons, sous I’hypothese que “I'indice F3
a la propriété P(R)” et (aS,Q) = 4, que le nombre de solutions en n de
Péquation (1) est au plus égal a trois, sauf pour les triplets du type (40)
ou du type (41). La preuve de Thm. 7 est élémentaire. Nous pouvons en
effet supposer que chacun des indices F> et F3 est de la forme indiquée dans
Cor. 3 et Cor. 5, et que le triplet (S,Q, R) est solution du systeme (42),
qui comporte deux équations par définition des indices. Nous discutons
alors l'existence des solutions de ce systéme avec les résultats suivants :
lorsque QS = 0, les triplets sont du type (41) et n = 3 est solution de
Iéquation (1); lorsque QS < 0 et QS # —4R, I'équation (43), déduite
du systéme (42), est quadratique en —Q? et son discriminant est négatif,
sous I’hypothese 2, & moins que le triplet ne soit du type (40) et n = 4 est
solution de I’équation (1); lorsque QS > 0 ou QS = —4R, il y a trois triplets
solutions pour lesquels I"équation (1) a deux ou trois solutions, d’apres le
Lemme 6.

Dans les paragraphes 8 et 9, nous traitons les cas non résolus de Thm. 7.
Si le triplet est du type (40) alors, pour n # 0, les solutions en n de I’équation
(1) correspondent aux puissances de p* binomiales en p3 ((48)). Les critéres
Fs et Fs, et Cor. 3 permettent de dresser une liste de dix-huit triplets (Ta-
ble 1), et pour chaque triplet ’équation (1) a trois ou quatre solutions. On
vérifie (Table 2) que pour deux triplets seulement il y a quatre solutions
(Thm. 8). Lorsque le triplet est du type (41), pour n # 0, les solutions en
n de I'équation (1) correspondent aux puissances de p? binomiales en p?,
(51). D’apres Thm. 9, I’équation (1) a trois ou quatre solutions en n lorsque
S = 0, et dans deux cas au moins il y a quatre solutions. Cor. 6 et Cor. 7
donnent des conditions nécessaires a l'existence de solutions non triviales.
D’apres Rem. 1, les résultats précédents s’appliquent a I’équation (17), dans
le cas ou f n’est pas irréductible (voir Rem. 3 et Rem. 5). Un exemple
relié a ’équation de Ramanujan—Nagell est traité par cette méthode. La
Table 3 donne seize exemples ou 1’équation (1) a au moins quatre solutions.

|
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§ 2. Solutions modulo deux

Nous étudions les solutions de I’équation (1) suivant leur parité, en fonc-
tion des diviseurs premiers de l'indice F, lorsque p est un entier algébrique
du corps K. Le cas ou “Fy n’a pas la propriété P(R)” (Déf. 4) est traité
dans [12]; nous rappelons ce résultat.

THEOREME 3 [12, Thm. 2]. Soit p un entier algébrique vérifiant I’hypo-
thése 1. S’il existe un nombre premier p tel que p|Fa et pt R, avec Fo =
—(QS + R), alors le nombre de solutions en n de l’équation (1) est égal a
deuz ou trois si p > 5 ou si p? | Fo; sinon il y a au plus quatre solutions.

THEOREME 4 (CRITERE F). Soit p un nombre premier vérifiant les
hypotheses de Thm. 3. Désignons par i le plus petit entier positif tel que p
soit un “diviseur” de p** dans l'ordre Z[p). Suivant Déf. 6, posons

P = p*Ap* +pPBp+ C.

Sipt disc(p) alors p est la plus petite solution de la congruence (S%/Q)* =1
(mod p); sinon pu = p. Les solutions de l’équation (1) sont alors de la
forme n = 2ul oun = 2ul + 1, avec l € Z. La condition Cy ci-dessous,
respectivement la condition Cy, est nécessaire pour que l’équation (1) ait
deux solutions paires, respectivement deux solutions impaires (au plus trois
solutions dans le cas spécial).

cas spécial
p=2 p=3, n=2,p| % p>3
Co a>28-1 321(5%2 +Q) a>23
=1
2 3 = t
i 352 a=de 32| (5% +2Q5 + R) pa?(Ang)
22071 (83 4+ 2QS + R)

Le critere F5 est utilisé dans les paragraphes 7 et 8. Deux exemples
extraits de [11, Table, p. 42], illustrent le cas ou p|| F2, avec p =2 oup =3
et 1 = 2 : les solutions de I’équation (1) sont égales &4 0, 1, 4, 12 pour S = 2,
Q=—-4,R=2et2a0,1,4,9pour S=3,Q=-9, R=09.

Preuve. Suivant le signe et la parité de n, ’équation (1) est équivalente
a 'une des équations suivantes :

(18) PP =ap+y ou pTT=apty,

ce qui ressort de la formule (3) pour Us,, = 0 ou Uzpmt1 = 0, avec m € N,
et de la formule (7) pour Uy, = 0 ou Uy, = 0, avec m € N*. D’apres (5)
et (6), le systeme (18) est équivalent a

(19) P =ap+y ou ptM =14 yw/R.
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Par hypothese, p est un nombre premier tel que p|F; et pfR. Pour
h > 2, la relation Vj, = QVj_o — FoUp_o implique Vo1 = Q™ et Vo, =0
(mod p). De méme, pour h > 1, la relation U, = SUp_1 + V;—1 implique
Usim+1 = SUzp et Uy, = S?Uzm—2 + Q™! (mod p); ce qui donne deux
formules pour Us,, modulo p :

Usn = (S —Q™)/(S* - Q) si S #£Q et Upyp=mQ™ 'siS?=Q.

Des congruences analogues s’obtiennent en remplagant le triplet (S,Q, R)
par (—=Q,—RS,R?) : Uj,y = —Q"Uzm; Us,, = Q™ Wam; Vapyy =
S?Vomi1 et Vg =0 (mod p). La condition u divise m, ou u est défini
dans I’énoncé, est donc nécessaire pour que 'une des suites Usy,, Uzpmo1,
Uj,, ou Uj, .1 ait un zéro. Les coordonnées de p** figurant dans (3), re-
spectivement dans (6), vérifient alors les congruences suivantes modulo p :
Uz = Vo, = 0 et Woy, # 0; Usgpyr = Vopga = 0 et Wo,p3 # 0, puisque
Wiy = RUp_1 = Vi1 —QUy. Ainsi, p est un “diviseur” de p?* dans ’anneau
Z[p), respectivement Z,) [w] (Déf. 6). Alors, Thm. 2 appliqué a ¢ = p®*, avec
6 = p, puis avec § = w, montre que chacune des équations de (19) a au plus
deux solutions (au plus trois dans le cas spécial). La compatibilité de ces
équations est discutée dans la preuve de [12, Thm. 2|, sur la base des rela-
tions : Ugyy1 = SUsy + Vaus Vouqo = —FoUsz, + QVay,. Les conditions Cp et
C; résultent de cette discussion. m

PROPOSITION 3. Soient (S, Q, R) un triplet vérifiant I’hypothése 2, § le
pged de Q et de R, d le pged de S et de R/6. Posons Fo = ddFY oi
Fo=—(QS+ R).

(i) Le triplet étant de la forme (abs, 6q,dr) avec § = a®b, alors d = (bs, 7).
Posons d = cdy ou ¢ = (b,r) et di = (s,r/c), puis b = cby, s = dys1 et
r = cdiry; alors R = ddry, FY = abigs1 + r1 avec (abigsi,ri) = 1, et
(R, FY) =1 lorsque (d,Fy) = 1. Si “Fa a la propriété P(R)” alors “FY a
la propriété P(d)”.

(ii) Soit Uy, la suite définie dans Prop. 1. Pour n # 0, la suite U, n’a
pas de zéros pairs si d # 1 et pour n # 1, elle n’a pas de zéros impairs si

(d, F§) # 1.

Preuve. (i) Les définitions de d, ¢, d; et 'hypothese (ag,7) = 1 en-
trainent que d = (abs,r) = (bs,r), (b1s1,71) = 1, (aq1,71) = 1L et (b1,cdy) =
1, b étant sans facteurs carrés; les expressions de R et de F} s’en déduisent
ainsi que les égalités suivantes : (R, FY) = (0d, FY) = (cd, F) avec c|d, en
particulier, (R,Fy) = 1 lorsque (d,F5) = 1. Si “F; a la propriété P(R)”
alors chaque diviseur premier de F» est un diviseur de éd = (R, F2); comme
Fy | Fa, chaque diviseur premier de F4 est aussi un diviseur de dd, mais
d’apres ce qui précede, c’est un diviseur de ed, donc de d, ainsi “F% a la
propriété P(d)”.
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(ii) Soit p un diviseur premier de d, lorsque d # 1. Le triplet (S, @, R)
est de la forme (up®™t, vp®, wp?¢Tt), avec pfv, p¢ | cet p' || dy,e =0oue =1
et e+t > 1; Fo = —(uv + w)p** avec pt (uv,w). L'expression de Usp o,
respectivement celle de Usp 43, est donnée par la formule combinatoire (13),
pour h > 1

Z © +]+k’)!uivjw

kpe(i+j+2k)+t(i+k) ‘
i1k

i+2j+3k=2h (resp. 2h+1)

Dans le cas de Uspio, les entiers non négatifs i, j, k vérifient la relation
1+ 2j + 3k = 2h. Nous montrons que i +k > 2 et i + 75+ 2k > h+ 1 des que
0<j<h-—1: larelation i + 3k = 2(h — j) entraine que i + 3k > 2 avec
i + k pair et non nul, 'inégalité i + k > 2 implique ¢ + 2k + 2h > 2(h + 1)
avec i + 2k + 2h = 2(i + j + 2k). Nous déduisons alors de la congruence

p_EhUth =P (mod pe+2t)

que Uspio # 0 pour h > 1, avec Uy = 1. Dans le cas de Uspy3, on vérifie
de méme quet +k>3etit+j+2k>h+2pour 0<j < h—2. Nousen
déduisons que

p eI, s = (uv 4 h(uw + w))o" ™t (mod pet2).

L’hypothese p | FY implique p| (uv + w) et pfuvw. Dans ce cas, la congru-
ence p~ (Pt 5 = wph (mod p) montre que Usyiz # 0 pour h > 1,
avec U3 = S5. =

Remarque 2. SiUs =S =0 alors d = r et 7y = —1, avec 7 > 2.
L’équation (1) a trois solutions enn : 0,1, 3, et toute solution supplémentaire
est impaire (voir §8).

Remarque 3. Le polynome f est irréductible lorsque ab # ¢, d’apres
le critere d’Eisenstein appliqué a f si b # cou a g si b = ¢ [11, p. 21].
Lorsque ab = ¢, le triplet est de la forme (cdys1, cq, cdim1) avec les notations
de Prop. 3. Si le polynéme f a une racine dans Z et deux racines complexes
conjuguées alors f(X) = (X — cd1k)(X? — Xcdy(s1 — k) + cry), en posant
ry = kri, ot k € N* et 4r] > cd3(s; — k)2, L’indice F» est alors égal a
Ady(s1 — k)(r] + cd?ksy).

COROLLAIRE 3. Sous les hypothéses et avec les notations de Prop. 3,
léquation (1) a deux solutions en n lorsque “Uindice Fo a la propriété
P(R)”, a moins que Fy ne soit égal a £1, et elle posséde deux ou trois
solutions en n lorsque “lindice Fy n’a pas la propriété P(R)”, a moins
d’avoir FY = X\ avec X € {£2,+3} et (\, R) = 1. Dans ce cas le nombre de
solutions est au plus égal a quatre, et s’il existe deux solutions, distinctes de
0 et de 1, alors elles ont la méme parité si A = +3 et des parités différentes
st A==22, et d =1 lorsque A = +2.
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Preuve. D’apres Cor. 2, I'"équation (1) est équivalente a ’équation
U, = 0. D’apres Prop. 3(i), Fo = 0dFy et la condition (d,Fy) = 1 est
nécessaire pour que la suite U, ait un zéro non trivial; dans ce cas (R, F}) =
1, ce que nous supposons dans la suite. Lorsque “F» a la propriété P(R)”
alors “Fy ala propriété P(d)”, chaque diviseur premier de 4/ est un diviseur
de (d, FY), donc Fj = £+1. Dans le cas ou “F» n’a pas la propriété P(R)”,
comme (R, F4) = 1, chaque diviseur premier de F4 vérifie les hypotheses
de Thm. 3, et le résultat se déduit du critere F2 appliqué avec p = 2 ou
p = 3 dans le cas spécial. m

8 3. Solutions modulo trois :
“F3 n’a pas la propriété P(R)”

Sous I'hypothese 2, chaque solution en n de 1’équation (1) est un zéro
de la suite U, (Cor. 2). Suivant que n est congru a 0, 1 ou 2 modulo 3,
Péquation (1) est équivalente, via (3) et (6), a 'une des équations suivantes :

(20) %" = Vapp + Wap,
(21) P = Vo p1p+ Wangr & (23) p°" = (1/R)(Vanyow + Wangs) .
(22) "2 = Vappop + Wapo

THEOREME 5. Soit (S,Q,R) un triplet vérifiant 'hypothése 2, Fsz =
Q?*(S? + Q) — RS3. Si “Uindice F3 n’a pas la propriété P(R)” alors le
nombre de solutions en n de l’équation (1) est au plus égal 4 quatre.

CRITERE F3. Supposons qu’il existe un nombre premier p tel que p|Fs
et pfR. Si S = 0 alors l’équation (1) a exactement trois solutions en n :
0,1,3. Lorsque S est non nul, désignons par u le plus petit entier positif tel
que p soit un “diviseur” de p** dans l’ordre Z[p]; avec les conventions de
Déf. 6, posons

PP = p*Ap* +pPBp + C.
Sip| QS alors p =1 sauf dans le cas spécial (%) (voir ci-dessous). Sip =3
et p1 QS alors p =2 et on peut utiliser le critére Fo. Sip > 5 et ptQS, v
étant le plus petit entier positif et inférieur a p tel que Us,12 =0 (mod p),
alors et v sont définis dans Prop. 4. Posons

P =Ep* + Fp+G.

Les solutions modulo trois de ’équation (1) sont alors de la forme n =
3um, n = 3um + 1 ou n = 3um + 3v + 2. Chacune des équations (20),
(21) et (22) a au plus deuzx solutions, deux d’entre elles ont au plus trois
solutions et elles ont ensemble au plus quatre solutions. Les conditions Cy,
Cy et C3 ci-dessous sont nécessaires pour que respectivement chacune de ces
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équations ait deuz solutions; tandis que la condition Cs est nécessaire pour
que Uéquation (22) ait une solution.

ptQS | plQSetp#2 plQS etp=2
Co a>28 a>28-1
a=[ et =1 >2a—1
e B 5> % Iz 8=
p“|(AS + B) p=2 | B=a+1et2°?|(AS + B)

() Dans le cas spécial oup=2, u =1, a = =1, prendre p = 2.

a=F a
ci | o<a<a | PIAS+BF+AG) et E | ped) B
c3 | ((AS + B)F + AG) et p** |E

Preuve. Pour déterminer le nombre maximum de solutions de I’équa-
tion (1), nous étudions le systéme équivalent formé des équations (20), (22),
et (23). Supposons qu’il existe un nombre premier p tel que p|Fs3 et pfR;
par définition de F3, si p| QS alors p|Q et p|S. Nous distinguons deux cas
suivant que p divise ou non @S.

Premier cas : p|F3 et pfQSR. L’indice F5 est impair lorsque S,
Q@ et R sont impairs, donc p # 2. Dans le cas ou p = 3, la congruence
Q?*(S? + Q) = RS? (mod 3) implique (1+ Q) = RS, Q =1et R= -5
(mod 3); donc Fy = —(QS + R) =0 (mod 3). D’apres le critere Fo, 'une
des conditions (3| F» et 3*|(S? + Q)) ou bien (3| F2 et 32| (S® +2QS +
R)) est nécessaire pour que l’équation (1) ait quatre solutions. Comme
S24+Q = —1et S? +2Q = 0 (mod 3), aucune de ces conditions n’est
satisfaite. Nous déduisons du critere F» que ’équation (1) a dans ce cas
deux ou trois solutions, de la forme n = 6m ou n = 6m + 1.

Nous supposons que p > 5. D’apres Prop. 4, les solutions en h de chacune
des équations (20) et (23) sont de la forme h = pum avec m € N, ou u est le
plus petit entier positif tel que p soit un “diviseur” de p** dans les anneaux
Zp] et Zp|w], via les formules (3) et (6). Avec les conventions de Déf. 6,
posons

PP =p*Ap* +pPBp+C,  p* = (1/R)(pM Aw? + P Biw + C1);
et les relations suivantes se déduisent de (15) :
(24) ptA; =p®AS+p’B, pP'B; =p™A,Q + p*AR.
D’apres Thm. 2, appliqué & ¢ = p3* pour p > 5, avec # = p puis avec
0 = w, chacune des équations (20) et (23) a au plus deux solutions. Nous

montrons que ces deux équations ont ensemble deux ou trois solutions. Pour
que ’équation (20) ait deux solutions il faut que o > 2/, ce qui entraine
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d’apres (24), oy = B et f; = 3. Comme oy = 1, I’équation (23) a une seule
solution. De méme, pour que I’équation (23) ait deux solutions il faut que
ay > 23; d’apres (24) cette condition est équivalente a

a=p et p*|(AS+ B),

et dans ce cas I’équation (20) a une seule solution. Dans Prop. 4 nous
montrons que les solutions de I’équation (22) sont de la forme n = 3um +
3v 4+ 2 ou v est le plus petit entier positif, avec v < pu, tel que Usy,yio =0
(mod p). D’apres Prop. 5, les conditions

a=P8, p*|Usa et p*|((AS+ B)Vayto + AWs,12)

sont nécessaires pour que ’équation (22) ait deux solutions et dans ce cas,
chacune des équations (20) et (23) a une seule solutions d’apres les résultats
qui précedent. Nous avons ainsi montré que 1’équation (1) possede au plus
quatre solutions lorsque p | F3 et pf QRS.

Second cas : p|(Q,S) et ptR. D’apres Prop. 2(ii), la suite U,
n’a pas de zéros de la forme n = 3h + 2, "équation (22) n’a donc pas de
solutions. Lorsque p est un entier de trace nulle, montrons que 1’équation
(1) a exactement trois solutions en n : 0,1,3. S étant nul, les équations (20)
et (23) sont de la forme suivante :

th — (QP+R)h, th — R_h(Qw2 + QQw + R2)h,

avec p|Q et pfR. Nous appliquons Thm. 2 & ¢ = p3, d’une part avec
6 = p pour p > 2, alors I’équation (20) a exactement deux solutions (pour
p = 3, la trace de p est un multiple de 3), d’autre part avec § = w, pour
p > 3 ou bien pour p = 2 et @ un multiple de 4, alors I"équation (23)
a une seule solution. Lorsque 2 ||Q, d’apres (13), on a Uspyq = hQR!!
(mod 16). Les solutions de I’équation (23) sont de la forme p®™ avec m € N
et p% = 2Qw? +3Q%*w + Q3 + R?, cette équation a une seule solution, d’apres
Thm. 2 appliqué & ¢ = p5 avec § = w, pour p = 2. Nous supposons que S
n’est pas nul; il existe alors des entiers positifs « et 3 tels que S = p*A et
Q = p’B avec p{ AB, et d’aprés (3) et (6),

P’ =S +Qp+ R, p’=(1/R)(Us” + Vow+ Ws).
Comme Uy = S? + Q et V5 = QU4 + RS, les relations (24) se mettent sous
la forme
(25)  Us=p*A’+p’B=p™A;, Vs=p"T"BA +p"AR=p"B.

Donc, p® admet p comme “diviseur” dans Z[p] et aussi dans Z, [w]. Nous
appliquons alors Thm. 2 & ¢ = p3 avec # = p puis avec § = w, pour p > 3
ou pour p = 2 lorsque 4 divise (@, S). Remarquons que pour p = 3, les
traces de p et de w sont des multiples de 3. Pour que I’équation (20) ait
deux solutions il faut que a > 26 pour p # 2 ou que « > 23 — 1 pour p = 2;
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les relations (25) impliquent dans ce cas a; = (3 et 1 > 20 pour p # 2,
ap =G et By >28—1pour p=2. Comme a; < 1, avec 2 < @1 pour
p = 2, "équation (23) a une seule solution. De méme, pour que I’équation
(23) ait deux solutions il faut que oy > 21 pour p # 2 ou que ay > 23; — 1
pour p = 2; via (25), ces conditions sont équivalentes & 3 > 2« pour p # 2
ouaf >2a—1pour p=2 Commea < 3, avec 2 < « pour p = 2,
I’équation (20) a une seule solution. Le cas ot p =2 et 2| (Q,5) est traité
dans Prop. 6. Nous avons ainsi montré que ’équation (1) a deux ou trois
solutions lorsque p|(Q,S) et ptR. =

PROPOSITION 4. Soient (S, Q, R) un triplet vérifiant ’hypothése 2, p un
nombre premier tel que p > 5, p| F3 et pfQSR, avec F3 = Q*(S? + Q) —
RS3, et U, la suite définie dans Prop. 1. Les zéros modulo trois de la suite
U, sont alors de la forme n =3um, n=3um+1 oun =3um+3v+2, u
et v étant des entiers positifs tels que

(i) si pt(QS 4 3R) alors w est la plus petite solution de la congruence
(14 S52/Q)3 =1 (mod p), et v est l'unique solution, si elle existe, de la
congruence (1 + 82/Q)3*? = —(2+ 5%/Q) (mod p), avec 1 <v < pu—1;

(ii) si p|(QS +3R) alors 3| (p—1), p=p et v est le reste modulo p de
S?/(3Q).

Les coordonnées de p>* et celles de p dans Uordre Z[p] vérifient alors
les congruences : Us, = V3, =0 et W3, Z 0 ;5 Uspyo = 0 et QV3pqo =
SW3y42 #0 (mod p).

3v+2

Preuve. Le polynéme minimal et le discriminant de p sont donnés par

{ disc(p) = 4F3 — 3(QS + 3R)?,
FX) = (X = (S*+Q)/9)(X?+ X(Q/S) + (Q/9)?) + F3/5°.

Rappelons que, suivant la décomposition de f modulo p, le polynome f a
trois racines distinctes p1, p2, p3 dans Q,, ou dans une extension quadratique
de Q. D’apres la formule (4), U, a I'expression suivante :

0¢Un = (p2 — p3)pt + (ps — p1)ps + (p1 — p2)p%

avec 6¢ = —(p2 — p3)(p3 — p1)(p1 — p2) et 5]2@ = disc(p). Si f a une seule
racine modulo p alors p + 1 est un multiple de 3. D’apres le Lemme de
Hensel (voir le livre de Cassels [8, p. 49]), I'une des racines de f est dans
Zy, 'anneau des entiers p-adiques, les deux autres racines appartiennent a
Lplj) = Zp+ jZ,, ol j est une racine cubique de 'unité, distincte de 1. Nous
avons dans ce cas les congruences

p1 = (8% +Q)/S (mod pZ,),
(26) {Pz =jQ/S, p3=35%Q/S (mod pZy[j]).
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Lorsque p — 1 est un multiple de 3, j € Z,, et la formule

F(X) = (X = (8 +Q)/9)*(X +(5° +2Q)/9)
+ (X = (8% +Q)/8)(3F; + S*(QS + 3R))/(QS?) + F3/5°

montre que f a deux racines modulo p, lorsque p divise disc(p), et dans ce
cas j = (5?4 Q)/Q (mod p). Le polynoéme f a une racine dans Z,, les deux
autres racines appartiennent soit a Z,, soit a une extension quadratique de
Qp, qui est ramifiée lorsque p divise le discriminant du corps K. Lorsque p
ne divise pas disc(p), p — 1 étant un multiple de 3, le polynéme f a trois
racines dans Z, et les formules (26) sont vérifiées avec j € Z,,.

(i) Sipt(QS+3R) alors pf disc(p). L’expression de 05U, et les formules
(26) entrainent les congruences suivantes modulo p :

Uspk  =5Q/S)* (" —1)/(y* - 1),
Usn1 = Q(Q/8)* Py(y®" —1)/(y* - 1),
Ushyz = QQ/S)*" (" +y+1)/(y* - 1),

oty =(S?+Q)/Qet y> +y+1%0 (mod p). Soit u I'ordre de y> dans le
groupe & p — 1 éléments (Z/pZ)*. Sin = 3h oun = 3h+1 est un zéro de la
suite U, alors 4*" = 1 (mod p) et h est un multiple de p. Sin = 3h+2 est un
zéro de la suite U,, et si h = v (mod p), alors la congruence y3* 2 +y+1 =0
(mod p) a au plus une solution avec 1 <v <y — 1.

(ii) Sip| (@S +3R) alors p| disc(p). Comme p1 R, la récurrence modulo
p est d’ordre trois. D’apres Ward [32], l'expression de U,, modulo p est
donnée par

U, = (x5 — a7 —n(xy — a:l):c’f_l)/(:vg —11)?,

ot 71 = (S? + Q)/S et x5 = —(5? +2Q)/S (mod p). Nous avons dans ce
cas les congruences suivantes modulo p :

U3h = hS(Q/S)Sh_S 7 U3h+1 = hyQ(Q/S)3h_3 ’
Ushyo = —(3h+ 1 —y)S™HQ/S)3 1,

oty =(5?+Q)/Qety>? +y+1=0 (modp). Sin=3houn=3h+1
est un zéro de la suite U,, alors h est un multiple de p, et on pose u = p. Si
n = 3h + 2 est un zéro de la suite U,, alors 3h = S2/Q (mod p) et 3v est le
reste modulo p de S?/Q.

Les coordonnées de p3* et celles de p***2 dans 1'ordre Z|[p] sont données
par la formule (3). D’apres ce qui précede, Us, =0, V3, = Us,41—SUs3, =0
et W3, = RU3,—1 #0 (mod p). Comme Us, 192 =0 (mod p), un calcul sim-
ple montre que Viyq2 = Usyys = —(Q/S)* T, Wy o = Usyqs — SUsyq3 =
—(Q/S)***? (mod p). m
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PROPOSITION 5. Sous les hypothéses de Prop. 4, l’équation (22) a au
plus deux solutions.

Preuve. Nous traitons par une méthode p-adique I’équation Usp o =
0, qui est équivalente a I’équation (22). Soit u l'entier positif défini dans
Prop. 4. D’aprés (24), p** = p®Ap? + p®Bp + C; posons t = min(a, 3),
P = c(p'y + 1) et pour k € N, v¥ = upp? + vpp + wy. 11 est utile pour la
suite de calculer les coordonnées de v* pour k € {0,1,2}; elles sont données
par

up=vo =0; wo=1; cuy =p*~*A; cvy =p°~'B; wy =0;
(27) ug = (Sup +v1)% + Qui; vo = Quy(Suy + 2v1) + Ru?;
Wg = Ru1(5u1 + 21}1) .

Nous déduisons de [12, Lemme 1], le résultat suivant. La série d’interpola-
tion U(m) de la suite ¢~ Us,, représente une fonction analytique sur Zy;
elle est donnée par

U(m) =c "Usym  pour m € N,
Um) = Z1§j miU; pour m € Zy, avec U; = ngk(l/k!)s(k:,j)ptkuk,

ott s(k, ) est le coefficient de 27 dans x(z—1) ... (x—k+1). Les résultats sont
analogues pour les séries d’interpolation V(m) et W(m) des suites ¢™™ V3,
et ¢ Wsaym. D’apres Prop. 4, les zéros de la suite Uspyo sont de la forme
3um + 3v 4+ 2 et d’apres (10), nous avons la relation suivante :

Uspum+3v+2 = UsuaUspm + Usyy 3Vayum + UzpyoWapm -

Pour m € Z,, considérons la série d’interpolation 7 (m) de la suite
¢ " Uspm+-3v+2; elle est définie par

T(m) = Usp+ad(m) + Uzy13V(m) + Uzp2W(m)

T(m) =Ty + Z1§j m’T;,

T; = Uspypady + U3y 3V + Uspy oWy, Ty = Uspqa.
Posons E = Usyya, F = V49, G = W3, 4o, Alors, par définition, Us, 14 =
E(S?2+ Q)+ FS+G, Uz, 3 = ES + F, et il résulte de Prop. 4 que p| E,
ptFG et QF = SG (mod p). Les hypotheses p | F3 et pf QSR entrainent
les congruences modulo p

FS+G=F(S*+Q)/S, Q*S*+Q)=RS®>, QSR#0.

Nous obtenons |Usyi2| < 1, |Usyt+4| = |Uspt3| = 1, en prenant les valeurs
absolues p-adiques. |7p| = |E| et pour j > 1, appliquons 'inégalité ultra-
métrique a 7; :

75| < max(|ed; |, [Vs], [EW;]) -
Nous déduisons alors d’un résultat de Mahler [21, p. 224] que la série 7 (m)
est une fonction analytique sur Z,. D’apres le Théoreme de Strassmann, tel
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qu’il est énoncé dans le livre de Cassels [8, p. 62], ’équation 7 (m) = 0 a au
plus N solutions dans Z,, N étant défini par

|7nv| = max|7;|, |Zn|>|Z;| pour tout j > N.
j
A fortiori, ’équation (22) a au plus N solutions dans N. Pour déterminer N

utilisons les congruences suivantes qui proviennent de [12, Lemme 2] pour
p=>5:

T = p'Ty — (1/2)p* T (mod p?'),
T = (1/2)p* T, (mod p*"),
;=0 (j=3) (mod p**),

avec T} = (BE(S? 4+ Q)+ FS + GQ)uy + (BES + F)vy et Ty = (BE(S? + Q) +
FS+ G)us + (ES + F)vg + Ews. Apres réduction modulo p nous obtenons

Ty =(FS+Guy + Fvy et To=(FS+ Guz + Foy.

Montrons maintenant que si p| 7y alors p{T». Remarquons que p| Ty
implique @ = 8 = t et les congruences F(AS + B) = —AG (mod p), par
définition de u; et de vy, formules (27), puis compte-tenu de QF = SG,
S(AS + B) = —AQ. Remplagons AS + B par —AQ/S dans les expressions
de us et de vy, formules (27), et F'S+ G par F(S?+Q)/S dans I'expression
de T5, ce qui donne les congruences modulo p

ATy = FA2(Q(S?+Q)*+ RS —Q5?%(S*+2Q))/S* = FA2Q?*(S*+2Q)/S* .

Via 'hypothese p | F3, et d’apres Prop. 4, p{Ts.

L’application répétée du Théoreme de Strassmann permet de conclure.
En effet, dans le cas olt p{T nous obtenons que |77| = |p], avec |T1| > |7}
pour tout j > 2, ainsi N = 1 si |7y| < |71] auquel cas p' | E, et N = 0 sinon.
Lorsque p* || T} avec A > 1, alors a = 3 = ¢, nous obtenons que |Tz| = |p?®],
avec | 73| > |7;| pour tout j > 3. Si A < « alors |71| = [p*e| et |T1| > |72,
dans ce cas N = 1 si |7y| < |T;|, donc si p* T | E, et N = 0 sinon. Enfin,
si A >« alors | 71| < |Tz|, N = 2 si [To] < |T2], c’est-a-dire, pour p*® | E, et
N = 0 sinon. L’équation (22) a donc au plus deux solutions. Les conditions
a =3, p**|E et p*|((AS + B)F + AG) sont nécessaires pour qu’il y ait
deux solutions. m

Remarque 4. Beukers [4, Lemme 7] utilise, dans des conditions non
banales, la série d’interpolation d’une suite récurrente linéaire sans faire
appel au Théoreme de Strassmann.

PROPOSITION 6. Soit (S,Q, R) un triplet vérifiant ’hypothése 2 et les
conditions suivantes : Q et S sont pairs, R est impair, QQ ou S n’est pas un
multiple de 4. Les équations (20) et (23) ont alors deux ou trois solutions.

Preuve. Posons S = 29s pour S # 0, Q = 27q avec ¢ et s impairs,
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o=1ourt=1. Dapres (3) et (6), les formules
p*=Sp*+Qp+R,
p> = (1/R)((S* + Q)w’ + (Q(S* + Q) + RS)w + R(S® +2QS + R))

montrent que 2 est un “divisewr” de p® dans Z[p] et aussi dans Zo)[w].
D’aprés Thm. 2 appliqué & ¢ = p?, pour p = 2, avec § = p puis = w,
chacune des équations (20) et (23) a au plus deux solutions, et pour S = 0,
I'équation (20) a exactement deux solutions. Nous allons montrer que ces
deux équations ont au plus trois solutions. Trois cas sont a considérer :

casl:o>2et7=1, cas2:0=1let7>2, casd:o0=7=1.

D’apres ce qui précede, I’équation (20) dans le cas 1 et ’équation (23) dans le
cas 2 ont chacune au plus deux solutions. Remarquons que p* ¢ Z[2p] dans
les cas 2 et 3, et que p* & Zo)[2w] dans les cas 1 et 3. Il résulte de la formule
(13) que dans les cas 2 et 3, Us;, = 2hsR"~! (mod 4) et que dans les cas 1
et 3 Uspy1 = 2hgR"™! (mod 4). Nous déduisons de ces congruences que les
solutions de I’équation (20) dans les cas 2 et 3, et celles de I'équation (23)
dans les cas 1 et 3, sont de la forme 6m avec m € N et 2 est un “diviseur”
de p®. D’apres (3) et (6), nous avons en effet

P’ =Usp® +Vep+Ws, p°=(1/R)(Urw? + Vsw + Wy);
ainsi que les relations suivantes correspondant a (24) pour p =2 :

Us = S*+3QS?+Q?+2RS = 2°A,
(28) Vs = (QS + R)(S* +2Q) = 2°B,
U; = SUs + Vg =2" 44, VSZQU7+RU6:2ﬂ1B1.

Dans les cas 1 et 2 nous obtenons o« = 3 = a1 = 1 = 2. D’aprés Thm. 2
appliqué & ¢ = p®, pour p = 2, avec 0 = p respectivement 0 = w, 1’équation
(20) dans le cas 2, respectivement ’équation (23) dans le cas 1, a une seule
solution. Dans le cas 3, nous obtenons v > 3 et 3 > 3, ainsi que a1 > 3
et /1 > 3; nous appliquons encore Thm. 2. La condition o > 26 — 1
est nécessaire pour que I’équation (20) ait deux solutions; cette condition
implique, via (28), a1 = B et f; = f+ 1. Comme 3 < ay < 1, ’équation
(23) a une seule solution. La condition a; > 231 — 1 est nécessaire pour que
I’équation (23) ait deux solutions. Cette condition est équivalente, d’apres
(28), a
B=a+1 et 2°7%|(As+ B).

Comme 3 < o < f3, I"équation (20) a une seule solution. Les équations (20)
et (23) ont donc deux ou trois solutions. m

COROLLAIRE 4. Sous les hypothéses de Thm. 5, si l’équation (22) n’a

pas de solutions alors ’équation (1) a deux ou trois solutions. Supposons

qu’il existe k tel que p> 12 = Vipop + Wapyo et soit p un nombre premier
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vérifiant les hypothéses du critére Fs. Alors pour m > k l’équation (22) est
équivalente a

(29) P2k = 26 4y

ot ¢ = —Vaprop? + (SVapia+ Wsky2)p. Cette équation a au plus deuz solu-
tions de la forme m —k = ul et les conditions « = 3 et p® | ((AS + B)Vagio
+ AWs3p10) sont nécessaires pour qu’il y ait deux solutions.

Preuve. Posons V = Vapio, W = Wagia et ¢ = —Vp? + (SV + W)p;
alors ¢? = (QV2+W?2)p2+((R—QS)V2—2QVW)p—VR(SV +2W). Soit G
I'indice de ¢ dans Q(p); d’apres Déf. 5 et Lemme 1, G = Norm(Vp+ W) =
R3%*2 Pour h € N, définissons les coordonnées de p** dans Q(¢) par
p*l = (An¢* + Bro + C1,)/G; elles vérifient les relations

A\ SV +WwW V Usp,

<8h> N <(QS—R)V2+2QVW QV2+W2) (Vgh)
et C, = RV (SV4+2W)Ap+GWsp,. D’apres la formule (11), GAp, = Uspi3k12
et pour m > k les zéros de la suite A,,_; correspondent aux solutions de
I’équation (22). L’indice de p3 dans Q(¢) est égal & F3/G, p étant un diviseur
premier de F3 tel que pfQSR, alors ptG. Nous déduisons de Prop. 4 et
des formules ci-dessus ou QV = SW (mod p) et pt VW, que les solutions
de I’équation (29) sont de la forme h = ul et que p est un “diviseur” de p3*
dans I'anneau Z,)[¢]. Les relations

A, =p*ASV+W)+p° BV, B, =QVA,+p*AV(QW —RV)+p’ BW?

et Thm. 2 appliqué a ( = p3* avec § = ¢ montrent que les conditions de
I’énoncé sont nécessaires pour que l’équation (29) ait deux solutions. m

8 4. Solutions modulo trois :
“Fs a la propriété P(R)” et (aS,Q) # ¢

THEOREME 6. Soient (S,Q,R) un triplet vérifiant l’hypothése 2, § =
(Q, R) avec § = a?b et F3 = Q*(S%+Q)—RS3. Si “I'indice F3 a la propriété
P(R)” et si (aS,Q) # 0 alors l’équation (1) a deux ou trois solutions en n.

CRITERE Fj. Le triplet étant donné par (abs,dq,or), supposons qu’il
existe un nombre premier p et des entiers positifs « et 3 tels que p® || s,
p? |l q et p|ab, posons a = +oo si s = 0. Alors, I’équation (1) n’a pas de
solutions de la forme n = 3m + 2 et chacune des conditions Cy et C; ci-
dessous est nécessaire pour qu’elle posséde deux solutions, soit de la forme
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n = 3m, soit de la forme n = 3m + 1.

2la 21b pla plb
Co a>20 a>26-1 a>260+1 a>20
C1 8>2a—1 B> 2« B> 2« B>2a+1

Preuve. Supposons que “F3 a la propriété P(R)” et que (aS,Q) # ¢
olt § = a®b. Alors, d’aprés Prop. 7(v), (g, s) # 1 et chaque diviseur premier
p de (g, s) est un diviseur de ab avec p{r. Il existe donc des entiers positifs «
et 3 tels que p® || s, p° || ¢, p| ab et on pose o = +o0 lorsque s = 0. D’apres
Prop. 7(ii), (v), chaque solution de ’équation (1) correspond a un zéro de
I’une des suites X,,, ou Y,,,. Suivant que n = 3m ou n = 3m + 1, ’équation
(1) est donc équivalente, via (36) et (37), & 'une des équations

(30) { e™ =Yup+ Z, — abs¥,,,

(31) e" = Xpw+ Zn

ol W =w/a et € = p3/J est une unité semi-locale pour p. Nous considérons
deux cas suivant que p divise a ou que p divise b.

Premier cas : pdivise ¢, s et a. Posons s = p®s’, ¢ = p’q¢’ et a = pa/,
avec pta'q’ et pts’ lorsque s # 0. D’apres (36) pour m = 1, € € Z[p] et
nous avons

e=p* (' fa)p® + P d p 1
€ € Ly [@] d’apres (37) pour m = 1, et nous posons
e =p™ Ay /(br) + p” Biw/r + C1 .
Ces deux expressions vérifient les relations suivantes :

(32) {p;lAl = pq + p*bs’?,
p By = ptBtla/ g/ Ay + pPs'r.

Ainsi, p est un “diviseur” de € dans Z,)[w] et aussi dans Z)[p] pour a > 2.

Supposons que o > 2 pour p # 2 et que min(a — 1, 3) > 2 pour p = 2.
Appliquons Thm. 2 & ( = ¢ avec 6§ = p, puis avec § = wW, en remarquant
que pour p = 3, les traces de p et de @ sont des multiples de 3. Pour que
I’équation (30) ait deux solutions il faut que o > 28 + 1 pour p # 2 et
a > 28 pour p=2. D’apres (32), ay = fet f1 > 20+ 1pourp#2, a1 =0
et f1 > 26 pour p = 2. L’équation (31) a alors une seule solution du fait
que ay < f1, avec 2 < 1 pour p = 2. De méme, pour que I’équation (31)
ait deux solutions il faut que ay > 281 pour p # 2 et ay > 206; — 1 pour
p = 2. Ces conditions sont équivalentes, via (32), & § > 2« pour p # 2 et &
B > 2a—1 pour p = 2. L’équation (30) a alors une seule solution car o < 3,
avec 2 < «a pour p = 2.
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Supposons maintenant que p = 2 et min(a — 1,5) = 1. Sia—12> g
alors 1’équation (30) a une ou deux solutions d’aprés Thm. 2 et I’équation
(31) a une seule solution d’apres le Lemme 2(ii), Y,,, étant non nul pour m
positif. Si > a — 1 alors, d’apres le Lemme 2(i), X, est non nul pour m
positif, et ’équation (30) a une seule solution. Les relations (32) impliquent
B1 =2 et pour § >3, a3 >20; —1. D’apres Thm. 2, I’équation (31) a une
ou deux solutions.

Supposons enfin que o = 1. D’apres le Lemme 2(i), X, est non nul pour
m positif, et 'équation (30) a une seule solution. D’apres (32), nous avons
01 =1 et pour p # 2, oy > 207 lorsque 8 > 2. Thm. 2 appliqué a ¢ pour
p = 2 ou pour p # 2 avec [ > 2 montre que I"équation (31) a une ou deux
solutions. Dans tous les cas envisagés, les équations (30) ou (31) ont deux
ou trois solutions et il en est de méme pour 'équation (1).

Second cas : p divise ¢,s et b. La démarche est la méme que dans
le premier cas, en remplacant le Lemme 2 par le Lemme 3. =

PROPOSITION 7. Sous ’hypothése 2, le triplet (S, Q, R) étant de la forme
(abs,dq, 1) avec § = a?b, soient W et € les deux entiers du corps K définis
par w =w/a ottw = R/p et e = p3/§.

(i) Le triplet (Ss, Qs, R3) représentant le polynéme minimal hs de e est
égal a (ab?s®+3(abgs+1),a’bg® —3r(abgs+r),r3) et il vérifie I’hypothése 2.
Pour m € N, les suites-coordonnées de €™ dans l'ordre Z[e] vérifient la rela-
tion de récurrence ayant hy comme polynome auxiliaire; elles sont définies
par

(33) ™ =Ume? + Ve + W, .

(ii) Pour m € N, posons aUsy,, = 0" X, Uspy1 = 0™Y,, et Usppio =
0" Zy,. Les suites Xy, Y, Zm 8’expriment en termes de la suite U, :

Xm - CL(]2 —1rs S Z/{m
(34) Yin ) \ —ar  q+0s® ) \Ups1 )’
T = T2Z/[m _ (27‘ + abqs)um+1 + z/{m-&-Q ;

chacune d’entre elles est donnée explicitement par la formule suivante :

((+J+k)! 5 kititkem me1—kt+[r/2]
(35) Z TR s'q¢?r"b a
i+2j+3k=3m+A—2
respectivement pour X = 0, A = 1, A = 2, et [A\/2] désigne la partie entiére
de M\/2. Chaque solution de l’équation (1) correspond alors a un zéro de
Pune des suites X, Yo ou Zpy; la suite Z,, n’a pas de zéros lorsque d1{r.

(iii) Pour m € N, les coordonnées de €™ dans la base {p?, p,1} du corps
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K ainsi que dans la base {@?,@, 1} sont données par les formules suivantes :
(36) €™ = Xn(p?/a) + (Yo — b5 X0)p + (Zm — absYs, — abgX,,),
(37) €™ = Yy (@ /br) + (rXpm + aqY)(@/7) + Zp ;

en particulier pour m =1 : ¢ = (bs? +q)(@?/br) + (rs +aq(bs® +q)) (W /r) +
(ab?s® + 2abgs +1); € = (s/a)p* + qp + .
(iv) Soit F5 Uindice de € dans l'ordre Z[w, p,1]. Alors

Fs=a’b*Fy et Fhi=aqg®+abg’s* —brs®.

(v) Si (aS,Q) # 6 alors (q,s) # 1, la suite Z,, n’a pas de zéros et € est
une unité semi-locale pour chaque diviseur premier de (q,s). Si “F3 a la
propriété P(R)” alors “(q,s) a la propriété P(ab/c)” ot c = (b,r).

Preuve. (i) Soit f3 le polynéme minimal de p* et h3 celui de . Par
définition, f3(X) = det(X1x — p3) et 63h3(X/5) = f3(X). Un calcul simple
montre que le triplet représentant f3 est (S3+3(QS+R), Q3—3R(QS+R),
R3), le triplet “réduit” (Ss, Q3,R3) s’en déduit. Il vérifie I'hypothese 1
d’aprés Prop. 1(i); on obtient que (Qs,R3) = c ou ¢ = (b,7), ¢|S; et
¢ # Rs (Prop. 3(i)), le triplet vérifie donc I’hypothese 2. La formule (33)
résulte de Prop. 1(ii).

(ii) D’apres (11), pour m € N et A € {0,1,2}, Usppyn = UsaUp, +
UsiaV,, +U\W,,, ou U,,, V,,,, W,,, sont les coordonnées de p>™ dans I'ordre
Z[p®]. Dapres (12), U, = 6™ Uy, V,y = 0™V, et W, = 6™W,, ot
Uy, Vin €t Wy, sont les suites définies par (33), avec V,, = Upr1 — Sslim,
Wi = U2 — SsUp+1 — QsUy,. Apres division par 6™ ou par " /a lorsque
A = 0, on obtient les formules (34). La formule (35) provient de (13) apres
simplification. D’apres Cor. 2, chaque solution de I’équation (1) est un zéro
de la suite U, qui correspond a un zéro de 'une des suites X,,, Y,, ou Z,,
suivant que n = 3m, n =3m + 1 oun =3m+ 2, et Z,, # 0 si 01r d’apres
Prop. 2(ii).

(iii) La formule (36) se déduit de la formule (3) pour n = 3m apres
division par 6™ compte-tenu de Vs, = Usypt1 —SUsy, et de W3y, = Usppq0—
SUsm+1 — QUspy; la formule (37) s’obtient de la méme fagon a partir de (6)
pour n = 3m avec w = aw.

(iv) Dans la formule (36), remplagons p? par expression a(w+bsp+abq)
déduite de (15), ce qui donne €™ = X,,,w + Yy,p + Z,, — absY,,, et d’apres
(33), €™ = Upme? + Vime + Wy,. Nous déduisons de (34) les formules de
changement de coordonnées entre ces deux bases de K :

Xn\ [ aq®—rs+sS s U
Y ) \—qr+ (bs>+¢q)S bs®+q Vi )~

L’indice de 'ordre Z[e] dans l'ordre Z[w, p, 1] est alors égal au déterminant
de cette matrice, c’est-a-dire & F5, et par définition de F3, F3 = a’b3F}.
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(v) Si (aS,Q) # 6 alors (q,s) # 1 du fait que (aS,Q) = (g, s). D’apres
Prop. 2(ii), la suite Usj,,+2 n’a pas de zéros, ainsi que la suite Z,,, d’apres
(ii). Suivant Déf. 6, £ est une unité semi-locale pour chaque nombre premier
qui ne divise pas Rz = 3, ce qui est le cas de chacun des diviseurs premiers
de (g, s), par 'hypothese (¢,r7) = 1; de plus, chacun d’entre eux est un
diviseur de F3, d’apres (iv). Si “Fs a la propriété P(R)” alors chaque
diviseur premier de F3 est un diviseur de R = a?br, et il en est de méme
pour chaque diviseur premier p de (g, s); mais d’apres ce qui précede, p|ab
et pfr, donc “(q, s) a la propriété P(ab/c)” ou c = (b,r). m

p étant un nombre premier fixé, X un entier rationnel non nul et v un en-
tier positif ou nul tel que p* || X alors | X| =p~" et v = v,(X); pour X =0,
|0] = 0 et par convention, v,(0) = +oo. [ ] désignant la partie entiere,
rappelons que la définition v,(X!) = [X/p] + [X/p?] + [X/p?] + ... im-
plique v, (X!) < X/(p—1). La valuation v, vérifie I'inégalité ultramétrique :
vp(X +Y) > min(v,(X), v,(Y)) et il y a égalité lorsque v, (X) # v,(Y).

LEMME 2. Soient p un diviseur premier de a vérifiant les hypotheses du
critére Fy, X, et Y, les suites définies par (35).

(i) Sta=1ousip=2,a=2 et >2 alors X,, # 0 pour m positif.
(ii) Pour p=2, sia > 2 et B =1 alors Yy, # 0 pour m positif.

Preuve. Pour m positif, nous déduisons de la formule (35) les ex-
pressions respectives de Yy, — r™ ("3 )bs? + mq) pour A = 1 ou de
X, —msr™ ! pour A =0,

Z (i +J + k)! siqI Itk gm=1—k
i11k!
0<k<m—2
i+2j=3(m—1—k)+14+X
(i) Supposons qu'il existe un entier m positif tel que X,,, = 0. L’inégalité
ultramétrique appliquée & vy, (msr™ 1) = v, (X,, — msr™~!) implique
(38) a+ vp(m) > minwv,(E),
ot vy (msr™ 1) = a+uv,(m) et E = p‘l”f’j*l(”jt”rj*l*l)(Hj), le minimum
étant pris sur tous les entiers non négatifs ¢, 7,1 tels que 1 + 25 = 3l + 1 et
1 <1 <m-—1, enremplagant k par m—1—{. Par une minoration convenable
de v,(E) nous allons montrer que I'inégalité (38) est en contradiction avec
les hypotheses, « = 1 ou lorsque p = 2, @ = 2 et § > 2. Commencgons par
vérifier que p divise m. Nous avons v,(E) > ai+ 35 +1 > a(i+ j) + 1, car
0 > a. Il est utile pour la suite de calculer le minimum de ¢ 4+ j lorsque
i+2j=3l4+1avecl>1: min(i+7) = (3l+2)/2 pour j = 3l/2 lorsque 2|,
min(i+ j) = (3l +1)/2 pour j = (31 4+ 1)/2 lorsque 2t{. Nous en déduisons
que v,(E) > 2a + 1 et d’apres (38), v,(m) > a+ 1. La décomposition des



4. Solutions modulo trois : “F3 a la propriété P(R)” et (aS,Q) # ¢ 35

coeflicients binomiaux figurant dans E sous la forme

m<m T2 7) <m - 1) 12— /GBI +1 - 2)))
m l
et v,(X!) < X/(p — 1) impliquent que v,(E) > (ai + 35 + 1 + v,(m)) —
(3l+1—4)/(p—1). Pour p # 2 et a = 1, nous obtenons que v,(E)—wv,(m) est
supérieur a (71+4)/2 sil est pair, & (71+1)/2 sinon, ainsi v,(E) > 2+4v,(m)
en contradiction avec (38) pour a« = 1. Pour p = 2, § > a avec a« = 2 ou
a = 1, nous obtenons que vo(E)—vs(m) est supérieur a [(3a—1)/24+(a—1)/2
si [ est impair, & [(3aa—1)/2+ (a—1) sinon, ainsi vo(E) > (2a—1) +v2(m),
ce qui contredit (38) pour a =1 ou av = 2.

(ii) Supposons que Y,,, = 0 pour un certain entier m positif. Appliquons
I'inégalité ultramétrique au second membre de 1’égalité

(e (7))

ce qui donne la condition
(39) 1+ ve(m) > minve(E),

pour E défini ci-dessus, en prenant le minimum sur tous les entiers non
négatifs ¢, 4,1 tels que t + 25 = 3l + 2 avec 1 <[ < m — 1. Comme dans le
cas (i), nous montrons que I'inégalité (39) n’est pas vérifiée lorsque o > 2 et
B = 1. Sous ces hypotheses, vo(E) > ai + 55 +1 > 2i + j + . Calculons le
minimum de 2i+ j lorsque i +2j = 3[4 2 avec | > 1, min(2i+j) = (31+2)/2
pour j = (3l +2)/2 si 2|1, min(2i 4+ j) = (3l +5)/2 pour j = (31 +1)/2
si 241, Ainsi vo(E) > 5 et d’apres (39), va(m) > 4. La décomposition des
coefficients binomiaux figurant dans F sous la forme

m<m Al j) <m . 1) W2+ 1= HN)/GIBL+2 - 25))

m
et v2(X!) < X impliquent vo(E) > (ai+ Bj + 1+ va(m)) — (3l +2 — j).
Nous en déduisons que va(E) > 2 + vy(m), en contradiction avec (39). m

LEMME 3. Soient p un diviseur premier de b vérifiant les hypothéses du
critere Fh, X, et Yo, les suites définies par (35).

(i) Pourp=2,sia=1 et > 2 alors X,, # 0 pour m positif.
(i) Sif=1ousip=2,0=2eta>2 alors Y, # 0 pour m positif.

Le Lemme 3 se démontre de la méme fagon que le Lemme 2.
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§ 5. Diviseurs de F3 et de R/6

Lorsque “F» ala propriété P(R)”, le critere F» ne s’applique pas, et nous
avons montré que la condition F4 = +1 est nécessaire pour que I’équation
(1) ait une solution non triviale (Cor. 3). Nous mettons en évidence une
condition analogue lorsque “Fj3 a la propriété P(R)” (Cor. 5).

LEMME 4. Pour n > 1, soient A, et B, les deux suites définies par

it+j : (it -

A=) ( . )(—1)% Bn= ), z( j )(—1)] L
itoj=n \ J i+2j=n J

Sin prend les valeurs 3m —2, 3m —1 ou 3m alors (—1)™A,, est égal respec-

tivement a —1, 0 ou 1 et (—1)™ 1B, est égal respectivement a 1 —m, m ou

2m.

Preuve. Nous utilisons la relation de récurrence définissant les coeffi-
cients binomiaux pour décomposer A, 2 sous la forme

Apa= Y ((i_fj)(—l)j—(i;ﬁl)(—l)f'—l).

i+2j=n+2
La suite A,, vérifie la relation de récurrence A, +o = A1 — A, avec A; =1
et As = 0. La série génératrice de cette suite est une fraction rationnelle

Alz) =) A" =(z-22)/(1—z+2%).

Nous en déduisons Pexpression A, = (—j)*(j"* —1)/(j — 1) pour n > 1,
ol j désigne une racine de ’équation 1+ z + 22 = 0. Nous décomposons de
méme B, s :

Bra= ¥ (i("7 )

i+2j=n—+2

] A A (A CC B

La suite B,, vérifie la relation de récurrence B, 12 = B,11 — B, + A, avec
By = 0 et By = 1. La série génératrice de cette suite est une fraction
rationnelle
B(z) = Z Bpz" =22/(1 — 2+ 2%)?,
n>2
et nous obtenons ’expression suivante de B,,, pour n > 1 :

B, =(1/3)(=)" 20" = 1)/(G 1) = (n + 1)(F" +1)).
Les valeurs de A, et de B, figurant dans I’énoncé se déduisent de leurs
expressions respectives. m
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PROPOSITION 8. Soient (S, Q, R) un triplet vérifiant I’hypothése 2, § =
(Q,R) avec § = a®b et 6D = (8% + Q,R). Posons F3 = a’b*DF} ou
F3=Q%*(S?+ Q) — RS3.

(i) Le triplet étant de la forme (abs,dq,dr) avec (aq,7) =1 et r > 2,

d = (bs,r) et c = (b,r) dans les notations de Prop. 3, alors D = (q+bs?,r),

(D,abgsd) = 1 et on pose r = Ddr'. Soient o = (s,a) et 7 = (¢,b), on

pose a = od', s = os', b =71V, g =714 ou (d,08) = (V,7q") = 1; alors

(ab, FY) = ot lorsque (q,s) = 1. Si “F3 a la propriété P(R)” alors “F%

a la propriété P(Dab/c)” et si, de plus, (D,F§) =1 et (aS,Q) = 0 alors
4 ==+oT.

(ii) Soit U, la suite définie dans Prop. 1. Pour n # 0, la suite U, n’a
pas de zéros de la forme n =3m oun =3m+2 si D # 1, et pour n # 1,
elle n’a pas de zéros de la forme n =3m+1 si (D, F5) # 1.

Preuve. (i) Par définition de D, 6D = (S? + Q,R) avec S%2 + Q =
5(bs? + q) et R = 6r, donc D = (q + bs?,r). Nous montrons que (D, abgsd)
=1: (ag,r) =1 et D|r impliquent (aq, D) = 1, et d’autre part, (D,d) =
(q + bs?,bs,7) = (D,bs) et (qg,r) = 1 impliquent (dbs, D) = 1. D’apres
Prop. 7(iv), F3 = a®b3F} ot F} = aq?®(q + bs?) — brs®; aprés avoir posé
q+ bs? = DY et r = Ddr', nous obtenons que F; = DF} et Fy =
aq®Y — bs3dr’ avec (ag®Y,dr') =1, donc (FY,dr') = 1. Comme (ab, D) =1
alors (ab, ) = (ab, F3); vu la forme de F} et compte-tenu des hypotheses,
chaque diviseur premier de (ab, F3) est un diviseur de (s,a) = o ou de
(g,b) = 7. Si (¢,s) = 1 alors (7¢’,08') = 1, et F5 a lexpression sui-
vante : Fy = DFY = or(a't%¢”® + a'b/ (07¢'s")? — b'0?s"3r), avec (D, o7) =
(D,ab) = 1 et (1,7) = (¢,7) = 1. Nous déduisons alors de (7a'q’,0) =1
que o || F§ et de (ob's'r,7) = 1 que 7| F§. Si “F3 a la propriété P(R)”
alors chaque diviseur premier de F3 est un diviseur de R; d’apres ce qui
précede, (R,F3) = a?bD(a®b*Fy,dr') = a?bD(c? dr’"), donc chaque di-
viseur premier de F3 est un diviseur de Dab, “F3 a la propriété P(Dab)”,
et il en est de méme pour F5 qui est un diviseur de Fs3, avec (Dab, Fy) =
(Dab/c, FY). Si, de plus, (D, F4) = 1 alors chaque diviseur premier de F%
est un diviseur de ab/c, “Fj a la propriété P(ab/c)”, et sous I'hypothese
(aS,Q) = 9§, qui s'écrit simplement (q,s) = 1, (ab, &) = or, dans ce cas

4 =ztoT.

(ii) Soit p un diviseur premier de D, lorsque D # 1. D’apres (i), le
triplet (S,Q, R) est de la forme (S, —S? + p'V,p!W) ou p' || D avec t > 1
entier, ptS et pf(V,W). D’apreés la formule (13), U,, a lexpression sui-
vante :

i+i+R) .
Un = (ptW)k< > (z']'k:')s (-5 +ptV)”> ,
k=0 i+2j=n—3k—2
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ol [n/2] est la partie entiere de n/2. Par réduction modulo p’ nous obtenons

Un - (Z +J) (_1)jSi+2j = An_2sn—2’
i+2;12 J

ou A,, est la suite définie dans le Lemme 4. Nous déduisons des valeurs de

A,, figurant dans ce lemme que U,, Z 0 (mod p') et donc U, # 0 lorsque

n =3moun = 3m+ 2 avec n # 0, tandis que U, = 0 (mod p') pour

n=3m+ 1, As;i1 étant nul. Réduisons alors Us,,;1 modulo pt+! :

Usmy1 = Agm 157"+ Vp'§om=3 Z j(l ; j) G

i+2j=3m—1 J

S ‘
swptst G (TET )y,
e j+1
i+2j=3m—4
ol Aszm_1 = 0, et utilisons la suite B,, définie dans le Lemme 4, ce qui
donne

Usmi1 = p' (VSBspm_1 + WB3m_2)S3m_4 (mod pt+1) .
Par définition de F3, F3 = p'((VS — W)S3 + pt(25? — p'V)V?), avec
Fz = a’b*DFY et (ab, D) = 1 d’apres (i). Supposons que p| (D, FY); alors
pit| F3 et SV = W (mod p). Nous déduisons alors des congruences ci-
dessus et du Lemme 4 que

P Uspyr = WS 4(—=1)""1 £0 (mod p);
par conséquent, la suite Us,,+1 ne s’annule pas pour m > 1. m

COROLLAIRE 5. Sous les hypothéses et avec les notations de Prop. 8,
léquation (1) a deux solutions en n si “lindice F3 a la propriété P(R)”
et si (aS,Q) = d, a moins que Fj§ ne soit égal a £oT, ot 0 = (s,a) et
T = (q,b), et lorsque “lindice F3 n’a pas la propriété P(R)”, elle posséde
deux ou trois solutions si D # 1 et deux solutions si (D, F5) # 1.

Preuve. D’apres Cor. 2, I’équation (1) est équivalente a I’équation
U, = 0. D’apres Prop. 8(ii), la condition (D, F%) = 1 est nécessaire pour
que la suite U, ait un zéro non trivial, 'assertion résulte alors de Prop. 8(i)
et de Thm. 5. =

§ 6. Solutions modulo trois :

“F3 a la propriété P(R)” et (aS5,Q) =6

THEOREME 7. Soient (S,Q, R) un triplet vérifiant hypothése 2, § =
(Q,R) avec § = a®b, Fo = —(QS + R) et F3 = Q*(S? + Q) — RS3. Si
“Vindice Fs a la propriété P(R)” et si (aS,Q) = 0 alors le nombre de
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solutions en n de l’équation (1) est égal a deuz lorsque “Iindice Fa a la
propriété P(R)”, et il est au plus égal a trois dans le cas contraire, a moins
que le triplet ne soit de l'un des deux types suivants :

(40) (ab, —(ab)?, (ab)® — Aa?b),

ou X € {£1,42, 43}, (D,\) =1 et D > 2, en posant D = ab®> — X, alors
l’équation (1) a au moins trois solutions en n : 0,1,4 et au plus quatre
solutions si \ # *1;

(41) (07 _57 5d) )

ot d > 2, dans ce cas, I’équation (1) a au moins trois solutions enn : 0,1, 3.

9

Preuve. Supposons que “I'indice F3 a la propriété P(R)”. Pour que
I’équation (1) ait quatre solutions lorsque “Fs n’a pas la propriété P(R)”
et au moins trois solutions lorsque “F» a la propriété P(R)”, il faut que le
triplet (S, @, R) vérifie le systéme suivant :

QS+R=—F,
(42) {Q2(52 +Q) RSP = A,

ou chacun des indices F5 et F3 est de la forme indiquée dans Cor. 3 et
Cor. 5. Nous pouvons donc supposer, d’apres Cor. 3 et avec les notations de
Prop. 3, que Fy = ddX\ avec A € {£1,4£2,+£3}, (\,R) =1 et d = (S, R/J),
et d’apres Cor. 5, les notations étant celles de Prop. 8, que F3 = §2DaboT f
avec f =+l et 0D = (S? +Q,R).

Soit (S, @, R) un triplet solution de (42). Si @S est nul alors S est nul,
Q = £0 et d’apres (13), Q est négatif. Le triplet est de la forme (41), avec
Us = S = 0, donc n = 3 est solution de 1’équation (1). Lorsque QS est
non nul, multiplions F3 par @3, remplacons —QS par F» + R et posons
X = —@?; nous obtenons ainsi une équation quadratique en X

(43) X2—X((.7:2+R)2—.7'-3)+R(.7'—2+R)3:0.

Cette équation a des solutions réelles uniquement si son discriminant est
positif ou nul, ce qui donne la condition

(44) ((F2+ R)? = F3)? > 4R(F> + R)*,
que 'on peut écrire sous une forme équivalente
(45) (Fo + R)(Fo — 3R) > F3(2(F2 + R)* — F3).

La condition (44) est trivialement vérifiée lorsque F5 + R est négatif. Dans
le cas olt Fo + R est positif, si (Fo + R)? > F3 et F3 positif alors d’aprés
(45), F2 > 3R, ce qui s’écrit apres simplification et avec les notations de
Prop. 8, A > 3Dr’. Les hypotheses A < 3 et Dr’ > 1 impliquent A = 3 et
Dr’ =1, donc F» = 3R et 0 < F3 < 16R?, mais alors le discriminant de
(43) est négatif puisqu’il est égal & F3(F3 — 32R?), et aucun triplet n’est
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solution de (42). Nous avons donc (Fp + R)? < F3 ou F3 < 0, F3 étant
non nul, et dans le cas spécial ou Fo = 3R et F3 < 0, la condition (44) est
vérifiée. Par conséquent, nous étudions trois cas.

Premier cas : Fo+ R > 0 et F2» # 3R. La condition (44) prend la
forme

ffg > (.7:2 + R)(f(fQ + R) + 24/ R(fg + R)) .
Avec les notations de Prop. 8, nous avons d’une part Fo + R = dd(Dr’ + \)
et d’autre part Fo + R = —QS = dabor(—¢'s’). Apres avoir divisé par fF3
et simplifié, nous obtenons

1> (=¢'s'P'd)(f(1+A\/Dr') +2y/1+ \/Dr’)
lorsque Dr’ + X > 1. Avec les notations du Lemme 5, la condition (44)
implique
(46) 1> (—¢'s'r'd)M] (Dr")
lorsque Dr’ > max(1,1—\), avec —¢'s'r'd > 1, f = 1, A € {£1,£2,+3} et
(A, Ddr’) = 1. Nous allons montrer que la condition (46) implique f = —1
et —q's'r'd = 1.

Si f = 1 alors, d’aprés le Lemme 5(i), M{(Dr') > 1, en contradic-
tion avec (46), donc f = —1. Posons M), pour M{ lorsque f = —1.
Dans le cas spécial ou A = 3 et Dr’ = 1 remarquons que M3(1) = 0.
SiAe{l,2} et Drf =1 alorsd > A+ 1, car (\,d) = 1 et Ddr’ > 2 par
hypothese, (46) implique 1 > (A 4 1)M(1), ce qui est impossible d’apres
le Lemme 5(iii), donc Dr’ > 1. Pour A € {1,3} et Dr’ > 2, d’apres le
Lemme 5(iv), Mx(Dr') > M)(2) avec 2M,(2) > 1; alors (46) implique
1 > (—¢'s'r"d)Mx(2) et on doit avoir —¢’'s'r'd = 1. Le résultat est iden-
tique dans le cas ot A = 2, comme 2{Dr’, dr’ > 3, My(Dr') > M>(3)
avec 2M5(3) > 1, et 1 > (—¢'s'r'd)M5(3) d’apres (46), donc —¢'s'r'd = 1.
Lorsque A < 0, Dr’ > 1—\ et d’apres le Lemme 5(v), My (Dr’) > Mx(1—X)
et 2Mx(1 — A) > 1, (46) implique 1 > (—¢'s'r’'d)Mx(1 — \), ce qui est im-
possible & moins que —¢'s'r'd = 1.

Les conditions f = —1 et —¢'s'r’d = 1 se traduisant par (F2 + R) =
5(D+N), F3 = —6D?*(D + \) avec D + X\ = abor, le triplet (S, Q, R) est de
la forme (dabo, F67,8D) ot § = a®b et D > 1. L’équation (43) s’écrit

X?— XD+ A)(2D+A)+6*'D(D+A)* =0,

elle posséde deux solutions positives : 62D(D + A) et 6%(D + \)?. X étant
égal & —Q3, Q est négatif et S positif. La premiere solution ne convient
pas : en effet, pour Q = —07 et D + X\ = abor, —Q3 = 6°D(D + \) est
équivalent & ar? = oD avec (at?,0D) = o et D > 1. La seconde solution
—Q3 = 6%(D + \)?, via D + X\ = aboT, donne aprés simplification 7 = bo?,
o=1,7=>bpuis s =1et ¢ = —b. Les triplets (S, Q, R) solutions de (42)
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sont bien du type (40); comme Uy = S? + Q = 0, alors n = 4 est solution
de I’équation (1).

Deuxieme cas : Fa = 3R. Le systeme (42) est de la forme

QS = —4R,
Q(S? +2Q)? = 4F;.

Nous avons vu plus haut que F3 < 0, donc @ < 0 et S > 0. Les notations
étant celles de Prop. 3 et de Prop. 8, posons t = cd? olt d = cd;. On obtient
apres simplification

{(—GQ)(blsl) =4,
(—aq)(bi1s3t +2q)? = 4o,

et par hypothese t > 2 et 31t; rappelons que o = (s,a) = (s1,a) et 7 =
(q,b) = (g,b1). On distingue trois cas suivant que —aq est égal a 1, 2 ou 4.
Il n’y a pas de solutions en ¢ avec t > 2 et 31t dans le premier cas : —ag =1
implique o7 =1, bysy =4 et 2tsy =1+ 1, dout=0o0out=1. Il en est de

méme dans le second cas : —ag = 2 implique bys; = 2 et 2(ts; + ¢)? = o7,
donc o =2et —qs; # 1,cequidonnet =3 out=1pours; =1letqg=—2,
ainsi que t = 1 out = 0 pour s; = 2 et ¢ = —1. Dans le troisieme cas :

—aq = 4 implique b1sy =1, o7 =1 et t = —2¢g + 1, on trouve d’une part
t=5o0ut=3poura=2etqg=—2,donc c=d=D>5; et dautre part t =7
out=9poura=1et ¢g=—4, donc ¢c=d = 7. Nous obtenons ainsi deux
triplets solutions de (42), (10, —4 - 10,10%) et (7,—4 - 7,7?), pour lesquels
I’équation (1) a respectivement deux et trois solutions d’apres le Lemme 6.

Troisieme cas : Fo+ R < 0. Comme QS #0et Fo+ R = —-QS
alors @ < 0 et S < 0, d’apreés (13). La condition —(F2 + R) > 1 entraine,
apres simplification, que 1 < Dr’ < —1 — A; nous en déduisons que Dr’ =1
pour A € {—2, -3} et Dr’ =2 pour A = —3.

Dans le cas ou Dr’ = 1, alors R = dd avec d > 2 et Fo = AR avec
(d, ) = 1; le systeme (42) est de la forme

QS =—-(\+1)R,
{ QRS>+ (A+1)Q)?> = A+ 1)((N—3)Q> +4F3).

Avec les notations de Prop. 3 et de Prop. 8, en posant t = cd? ou d = cdj,
apres simplification on obtient

{ (—aq)(=bis1) = —(A+1),
(—aq)(2b153t + (A +1)q)? = —(A+ 1) (A = 3)ag® + do7f),

out > 2et (A\t) =1 par hypothese. Pour A = —2, d’apreés la premiere
équation —ag = —bys; = o7 = 1 et d’apres la seconde, (2t +1)? = 4(1+1),
ce qui est impossible pour t > 2. Pour A = —3, on distingue deux cas suivant
que —aq est égal a 2 ou 1. Il n’y a pas de solutions en ¢t avec ¢ > 2 dans le
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premier cas : —aq = 2 implique —by;s; = o7 = let (t —q)?> = 3¢> + f, ce
qui donne (t+2)2 =124+ 1 pourq=—2eta=1,¢t=1out = —3 pour
q=—1et a=2. 1l en est de méme dans le second cas : —aq = 1 implique
—bisy=2,0r=1et (2ts; —1)2 =342, dount=0o0ut=—1.

Enfin, dans le cas ou A = =3 et Dr' = 2, F, = —30d et R = 24d, le
systeme (42) est

20S =R,
{ Q257 +Q)(S* + Q) = —7Fs,

et apres simplification, comme précédemment, on obtient

{ (—aq)(=bis1) =1,
(—aq)(2b152t + q)(b3sit — q) = Dot f,

en posant t = cd? pour d = cdy, avec t > 1 et 61t par hypothése. On
déduit de ce systeme que —aq = —b1s;1 = o7 = 1 et que t est donné par
(2t —1)(t+1) = £D, avec D = 1 ou D = 2; t = 1 est la seule solution
qui convienne. Nous obtenons dans ce cas un seul triplet solution de (42),
(—1,—1,2), pour lequel I’équation (1) a deux solutions, d’apres le Lemme 6.

|

LEMME 5. Pour A\ € {£1,4+2,43}, f = +1 et z > max(1,1 — \), soit
M{ la fonction définie par M/’\c(x) = f(1+A/z)+2y/1+ X x. My désigne
simplement M{ lorsque f = —1.

(i) La fonction My est minorée par 1 au sens strict.
(ii) La fonction My est croissante et magjorée strictement par 1.
(iii) Pour A € {1,2}, siz > 1 alors Mx(x) > Mx(1) et (A+1)Mx(1) > 1.
M3(1) =0 pour \ = 3.
(iv) Pour \ € {1,3}, six > 2 alors My(x) > Mx(2) et 2M(2) > 1; pour
A =2, st x> 3 alors My(z) > M2(3) et 2M5(3) > 1.
(v) Pour A <0, six > 1=\ alors My(x) > Mx(1—X\) et 2Mx(1—X) > 1.

Preuve. Soit (M{) (x) = (=\/2®)(f+1//1+ A/z), la dérivée en z de
la fonction M ){ ; elle est positive lorsque f =1 et A < 0 ou lorsque f = —1.

(i) I est clair que pour A > 0 et > 1, M}(z) > 3. Pour A < 0 et
r>1—X M(x) > M(1—X) avec Mi(1—X) = (14+2V/1-X)/(1—=N).
Cette expression prend les valeurs respectives (1+2v/2)/2, (1+2v/3)/3, 5/4
pour A € {—1,—2, -3}, donc M} (1—A) > 1.

(ii) La fonction My a pour limite 1 quand z croit indéfiniment.

(iii) La fonction M) est croissante. Une simple vérification montre que
M3(1) = 0 et que chacune des quantités suivantes est supérieure a 1 :
oM (1) = 4(v2 — 1), 3Mx(1) = 3v3(2 — V3), 2M;(2) = 2V6 — 3,
2M3(2) = 2v/10 — 5 et 2M>(3) = 21/5/3(2 — 1/5/3).
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(iv) Siz > 1 =X > 1 alors My(z) > Mx(1 —X) et 2My(1 — ) =
2(=1 4+ 2V1—=X)/(1 — A). Cette expression prend les valeurs respectives
—142v/2, 2(=142v/3)/3, 3/2 lorsque A € {—1, -2, -3}, donc My (1-\) > 1.

LEMME 6. Pour n distinct de 0 et de 1, l’équation (1) n’a pas de solutions
dans le cas du triplet (10,—4 - 10,102), et elle posséde une solution non
triviale dans les deuz cas suivants : n = 5 pour le triplet (7,—4 - 7,7%);
n =4 pour le triplet (—1,—1,2).

Preuve. On constate que chacun des trois triplets (S, @, R) du lemme
vérifie I'hypothese 2. L’indice F» du triplet (10, —4-10,10?) est égal & 3-102.
Appliquons le critere Fy a p?# = 20(3p?—15p+50), pour p = 3 et u = 2, dans
le cas spécial. Du fait que Uy = S? + Q = 60 et Us = S +2QS + R = 300,
aucune des deux conditions Cy et C; n’est vérifiée et ’équation (1) a deux
solutions en n, 0 et 1.

L’indice Fp du triplet (7,—4 - 7,7%) est égal & 3 - 72. Le critere JF
appliqué a p?* = 7(3p* — 21p + 49), pour p = 3 et u = 2 (cas spécial),
montre que pour n # 0, ’équation (1) a deux ou trois solutions de la forme
n = 4m + 1, Us étant nul. D’apres (11), pour m € N et Us = 0, Ugppy1 =
UyU,, + UsV,, = UyU,,, ou1 U, est la fonction symétrique complete de p*,
p'4, p"* (Prop. 1(v)). Le triplet représentant le polynome minimal de p? est
donné par (S?+42Q,2RS —Q?, R?); apres réduction, on obtient pour p?/7 le
triplet (—1,—2,7) et pour p*/7? le triplet (—3, —18,7%). Posons ¢ = p*/7?;
d’apres Prop. 1(i), ¢ vérifie 'hypotheése 1, ainsi que ’hypothese 2. D’apres
(12), U,, = 72m=2)1Y,,, ot U,, est la fonction symétrique complete de o, ¢,
¢". Les zéros de la suite Uy, 1 correspondent aux zéros de la suite U,,, o m
vérifie I'équation "™ = z¢+y. L'indice F2(p) étant égal & —103, on montre
que cette équation a deux solutions en m, 0 et 1, en appliquant le critere F»
A 2" pour p = 103, avec u = 102 et p?* = 67-103p% +32-1030+99-103+1
(mod 103?%); les conditions Cy et C; ne sont pas vérifiées. L’équation (1) a
trois solutions en n : 0, 1, 5.

Dans le cas du triplet (—1,—1,2),ona: F3 = —3, D = (S2 + Q,R) =
2et 0 = (Q,R) = 1. Dapres Thm. 3, I"équation (1) a trois ou quatre
solutions en n, Uy étant nul, et d’apres Prop. 8, pour n # 0, les solutions
sont de la forme n = 3m + 1. D’apres (11), pour m € N et Uy = 0,
Usim+1 = Uiy, + UV, = U7l,y,, 00 U, est la fonction symétrique complete
de p3, p'3, p""3. Le polynéme minimal de p® est représenté par le triplet
(83, Q3,R3) = (8,—19,8); d’apres Prop. 7(i) pour € = p? lorsque § = 1, ce
triplet vérifie ’hypothese 2 et 6. = (Q3,R3) = 1. Comme Fa(e) = —16 -9
et d. = (S3,R3) = 8, d’apres Prop. 3, pour m distinct de 0 et 1, la suite U,
n’a pas de zéros. L’équation (1) a dans ce cas trois solutions en n : 0, 1, 4.

|
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§ 7. Cas particulier : Uy =0

THEOREME 8. Soit (S, Q, R) un triplet vérifiant I’hypothése 2. Supposons
que Uy = S? +Q = 0. Alors, I’équation (1) a exactement trois solutions en
n: 0, 1, 4, sauf dans deux cas ou il y a une solution supplémentaire :

n = 10 pour le triplet (3,—9,18),
n = 16 pour le triplet (5, —25,50).

Preuve. D’apres Prop. 9, via le Lemme 7, le nombre de solutions en
n de Péquation (1) est égal a trois, sauf pour un nombre fini de triplets
(S,Q, R) du type (40). Pour n # 0, les solutions étant de la forme n =
3m + 1 ou m vérifie I’équation (48), elles correspondent aux puissances "
binomiales en ¢, ou € est défini dans Prop. 7(i), et il y a un nombre fini de
triplets (S35, Q3, R3) représentant le polynéme minimal de e. Dans Prop. 10,
le nombre de ces triplets est réduit a dix-huit (voir Table 1) par I’application
du critere F» & €* ou du critere F3 & €3 pour p = 3; pour chacun de ces
triplets, le nombre de solutions en m de I'équation (48) est au plus égal a
trois et il existe trois solutions dans les deux cas suivants :

cas7: 3= -3¢+8,
cas 18 : €% = —95e + 72.

Il reste & montrer que I’équation (48) a seulement deux solutions dans les
autres cas. Soit p un diviseur premier de Fa(e) = —(Q3S85 + R3). Si p| R3
alors p|de ou d. = (S3,R3); d’apres Prop. 3(ii), pour m distinct de 0 et 1,
I’équation (48) n’a pas de solutions dans le cas 3 oit d. = 8 et Fa(e) = —8-16,
et il peut exister des solutions impaires dans les cas 1, 6, 8, 16 ou d. # 1.
Le cas 3 étant réglé, dans les quinze cas restants, nous choisissons p tel que
p > 5 et ptR3, puis nous appliquons le critere F» & £2# (voir Table 2), ol u
est le plus petit entier positif tel que e** = pAe? + pBe + C (mod p?), avec
ptAC et pt B (sauf dans les cas 2 et 15 ou p | B); il est clair que la condition
Co n'est pas vérifiée, et du fait que S3A + B # 0 (mod p), la condition C;
n’est pas non plus vérifiée. L’équation (48) a donc deux solutions en h et
I’équation (1) trois solutions en n, dans tous les cas de la Table 2. m

La Table 1 donne la liste des dix-huit triplets (Ss3, Q3,R3) définis en
fonction de a et de A (Prop. 10) et pour chaque triplet, —Fs(e) = Q3S3+R3
et d. = (S3,R3).

La Table 2 donne, dans chaque cas, un diviseur premier p de Fa(e) tel
que p > 5 et p{Rg3, un élément primitif e de (Z/pZ)*, le plus petit entier
positif p tel que (83/93)* =1 (mod p) (sauf dans les cas 2 et 15 o1 = p),
et les coordonnées Us,,, Vo, Wa,, de € dans l'ordre Zle], apres réduction
modulo p?.
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Table 1
cas A a a—-X S —-0Q3 R3 —Fa(e) de
1 —1 1 2 4 7 8 4.5 4
2 2 3 5 13 27 2:19 1
3 5 6 8 43 216 8:16 8
4 6 7 9 57 343 10-17 1
5 10 11 13 133 1331 2-199 1
6 15 16 18 273 4096 2-409 2
7 1 3 2 3 8 -8 8
8 5 4 2 13 64 —2:19 2
9 10 9 7 73 729 —2-109 1
10 30 29 27 813 24389 —2:23-53 1
11 —2 1 3 7 19 27 2-53 1
12 3 5 9 39 125 2:113 1
13 5 7 11 67 343 2-197 1
14 2 5 3 -1 7 27 —2-17 1
15 15 13 9 147 2197 —2-19-23 1
16 -3 1 4 10 37 64 2:9-17 2
17 10 13 19 217 2197 2-9-107 1
18 3 5 2 —4 7 8 —4.9 4
Table 2
cas D e I Uay, Vo Way
1 5 2 4 53 54 5241
2 19 2 19 19-1 0 19-6 + 6
4 5 2 4 5.2 5-3 5444
5 199 3 33 199-101 199-144 199-185 + 106
6 409 21 68  409-222  409-381  409-194 + 53
8 19 2 3 19-15 19-13 19-10 +7
9 109 6 18 109-48 109-79 109-91 + 63
10 23 5 22 23-2 23-4 231 +1
11 53 2 52 53-27 53-16 53-51 + 1
12 113 3 112 113-104 113-89 11375 + 1
13 197 2 196 197-13 197-164 19791 + 1
14 17 3 16 17-10 17-3 172 + 1
15 19 2 19 19-1 0 19-17 + 5
16 17 3 16 17.7 17-6 17-11 + 1
17 107 2 106 107-48 107-30 10798 + 1

LEMME 7. Soient (S,Q, R) un triplet du type (40), Y, la suite définie
dans Prop. 7(ii) et p un diviseur premier de ab. Si p divise a avec p > 7 ou
st p divise b avec p > 5 alors, pour m > 2, la suite Y, n’a pas de zéros.
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Preuve. Dans la formule (35) pour A = 1, posons s = 1, ¢ = b et
r = D; As,,—1 étant nul d’apres le Lemme 4, nous obtenons

m—2 . .
_ 2N ym—2—1 (i+j+k) j
Y, =bD Y (ab?)'D ( 3 W(_l) ,
1=0 i+2j=31+2
ainsi que la congruence Y,,,/(bD) = ('y)D™ 2 (mod ab?). Nous en dédui-
sons que, pour p impair, p divise m(m — 1), via I'hypothese (ab, D) = 1.
Supposons que Y,, s’annule pour un certain m, avec m > 2; alors

w((5)) = (s~ (5)7)

Appliquons I'inégalité ultramétrique au second membre de cette égalité :

(47) Vp (@)) > min v, (E)

en posant
E:(ab2)l<z‘+j+m—1—l> <i+j)
i+ j )’
et le minimum est pris sur tous les entiers non négatifs i, j, [ tels que

1+2j=3l+2et 1 <1< m—2. Suivant que p divise m ou bien m — 1,
décomposons les combinaisons figurant dans £

m<m+2l+1—j> <m—1> (l!(2l+1—j)!

m l 30+ 2 —25)l5!”7

20+1—j —2\ (I = 1)I20 +2 - j)!
(m—1) m+204+1—75\ (m (I —1))( l+' .‘7) .

m—1 -1 (3l +2 —29)!5!

Nous déduisons de ces expressions et de la relation v,(X!) < X/(p — 1)
que la valuation de E vérifie la relation suivante, pour p impair et pour

[ >1:
m 31+ 2
vp(E) > v, <<2>> + vy (ab?) — e

La différence v, (E) — v,(("y)) est alors minorée par 3/4 si p divise b avec
p > 5, ou par 1/6 si p divise a avec p > 7, ce qui contredit (47). m

PROPOSITION 9. Sous les hypothéses de Thm. 8, le nombre de solutions
en n de l’équation (1) est égal a trois, a moins que le triplet (S,Q, R) ne
soit du type (40), avec a € {1,2,3,5,6,10,15,30} et b € {1,2,3,6}. Dans
ce cas, pour n # 0, les solutions sont de la forme n = 3m + 1 et m vérifie
l’équation
(48) eM=ze+y
ou e = p?/(a®b). Le triplet (S3, Q3,R3) représentant le polynéme minimal
de € vérifie Uhypothése 2 et il est défini par (D — 2)\, —(D? — AD + \?), D3)
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ou D =ab® — X et 6. = (Q3,R3) = 1. L’équation (48) n’a pas de solutions
avec m négatif.

Preuve. Soit (S,Q,R) un triplet vérifiant I’hypotheése 2, avec § =
(Q,R) = a®b. L’hypothese Uy = S? + Q = 0 entraine que F3 = —RS® et
(aS,Q) = aS. L’équation (1) a exactement trois solutions lorsque aS # %4,
d’apres Thm. 5 et Thm. 6, et d’apres Thm. 7, elle possede au moins trois
solutions lorsque aS = +J, a condition que le triplet soit du type (40),
(ab, —b,8D) ou D = ab® — A, ce que nous supposons dans la suite. Chaque
solution en n de 'équation (1) est un zéro de la suite U,, (Cor. 2). Comme
D > 2, pour n # 0, les zéros de la suite U, sont de la forme n = 3m + 1
(Prop. 8(ii)). Chaque zéro de la suite Usy,41 correspond a un zéro de la
suite Y, (Prop. 7(ii)) et pour m > 2, la suite Y;,, n’a pas de zéros, a
moins que a et b ne vérifient les conditions de ’énoncé (Lemme 7). D’apres
(34), Y, = —bDU,,, et d’apres (33), chaque zéro de la suite U,, est une
solution de I’équation (48). Il résulte de Prop. 7(i) que le triplet (Ss, Qs, R3)
représentant le polynéme minimal de e vérifie ’hypothese 2 et qu’il est de la
forme indiquée lorsque (S, @, R) est du type (40), 6. = (Q3,R3) = 1 du fait
que (ab, \) = 1. L’équation (48) est alors équivalente a I’équation U,, = 0
(Cor. 2). m

PROPOSITION 10. Pour que l’équation (48) ait une solution non triviale
en m, il faut que le triplet (Ss,Qs,R3), défini dans Prop. 9, soit de la
forme

(a — 3\, —(a® — 3aX + 3)\?), (a — \)?),
ot a € {1,2,3,5,6,10,15,30}, A € {£1,+2,£3}, (a,A\) =1 et a > A+ 2.
Il faut de plus que 3%|(a — 3\) si 3|a et que 3*| (aX — 15) si A = +3. La
liste des diz-huit triplets vérifiant ces conditions est donnée dans la Table 1.
Pour chacun d’entre eux, I’équation (48) a deux ou trois solutions, et dans
deux cas il existe une solution distincte de 0 et de 1 : m = 3 dans le cas 7,
m =5 dans le cas 18.

Preuve. Pour m = 3 et m = 4, les coordonnées U,,, V,,, W,, de €™ dans
lordre Ze] sont données par les formules suivantes ou S, Q, R désignent
simplement S3, Qs, R3 :

Us =S = ab® — 3\,
(49) V3 = Q = —(a?b* — 3\ab? + 3)\2),
Wi =R = (ab® — \)3;
Uy = 8%+ Q= —3\(ab® — 2)),
(50) Vi = OS + R = A\(3a%b* — 9\ab? + 8)\2)
Wi =RS = (ab® — 3)\)(ab? — \)3.

Remarquons que —V3 = ab?Us+3)\? et rappelons que Fz(e) = —V;. D’aprés
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Prop. 9, b € {1,2,3,6}; nous montrons d’abord que 1’équation (48) a deux
solutions lorsque b # 1. Si 3|b alors 3faX, 3||Us, 3|| Vs et 3tWs, via
(49). Le critere F3 appliqué a 2, pour p = 3 et @ = S = 1, montre
que 'équation (48) a deux solutions. Si maintenant 2|b alors 2{al, 2 || Uy,
41| Vs et 2t Wy, via (50). L’équation (48) a encore deux solutions, d’apres
le critere F» appliqué & €* pour p = 2, @ = 1 et § = 2. Nous pouvons
supposer que b = 1, le triplet (S, Q,R) est bien de la forme indiquée. Nous
étudions ensuite le cas ou 3 |a.

Si 3]a alors a € {3,6,15,30} et A € {£1,42}, ainsi 3|Us, 3| V5 et
31 Ws, via (49). D’apres le critére F3 appliqué a €% pour p = 3, a > 1 et
B =1, la condition 3% | Uz, ot Us = a— 3\, est nécessaire pour que 1’équation
(48) ait trois solutions. Comme (a,A\) =1 et a > A+ 2, nous obtenons ainsi
les cas 4, 6, 7, 10, 12, 15 de la Table 1; remarquons que U3 = 0 dans le cas
7, m = 3 est solution de I’équation (48).

Lorsque A = #3, alors a € {1,2,5,10}; on vérifie que 3% || Uy, 32 ||V,
et 31 Wy, via (50). D’apres le critere Fy appliqué a ¢* pour p = 2 et
a = B = 2, la condition 3*|Us, ot Us = S3 + 298 + R, est nécessaire
pour que I'équation (48) ait trois solutions. Comme Us = 6A(aX — 15),
la condition s’écrit 3% | (aX — 15) et nous obtenons les cas 16, 17, 18 de la
Table 1, en tenant compte de a > A 4+ 2. Remarquons que U5 = 0 dans le
cas 18, m = 5 est solution de I’équation (48).

La Table 1 est alors complétée par les neufs cas ou 3ta). Nous consta-
tons que pour chaque triplet, il existe un nombre premier p tel que p > 5,
p|Fa(e) et ptR, I'équation (48) a donc deux ou trois solutions, d’apres
Thm. 3. =

§ 8. Cas particulier : U3 =0

THEOREME 9. Soit (S, Q, R) un triplet vérifiant I’hypothése 2. Supposons
que U3 = S = 0. Alors l’équation (1) a trois ou quatre solutions en n. Dans
les deux cas suivants, il existe une solution distincte de 0, 1, 3 :

n = 13 pour le triplet (0, —20,100),
n = 15 pour le triplet (0, —15,45).

Preuve. L’hypothese Us = S = 0 entraine que Fo = —R, F3 = Q3 et
(@S, Q) = Q. Soit § = (Q, R). L’équation (1) a trois solutionsenn : 0, 1, 3
lorsque Q # +4, d’aprés Thm. 5 et Thm. 6, et d’aprés Thm. 7, elle possede
au moins trois solutions lorsque = £4, a condition que le triplet soit du
type (41), (0,9, 8d) avec § = ab et d > 2, ce que nous supposons dans la
suite. L’équation (1) est équivalente & 1’équation U,, = 0 (Cor. 2). Comme
d > 2, pour n # 0 les zéros de la suite U, sont de la forme n = 2h + 1
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(Prop. 3(ii)). D’apres (11) et Déf. 2, pour h € N, Usp11 = UsUp, + UsVy, =
UsU;, ou Uy, est la fonction symétrique complete de p?, p'2, p”’? et d’apres
(12), Un(p?) = (ac)"2U(p?/(ac)) ou ¢ = (6,d). Posons v = p?/(ac) et
Uy, = Up(7); d’apres Prop. 11, 'équation (51), v* = 2y + y, a deux ou trois
solutions en h et chaque solution est un zéro de la suite ;. Dans les deux
cas particuliers du Lemme 8, on trouve une solution distincte de 0 et 1 :
h =6 pour 6 =20 et d=>5,h=7pour § =15 et d = 3. L’équation (1)
a donc trois ou quatre solutions en n et dans les deux cas précédents, elle
possede quatre solutions : 0, 1, 3, 13 et 0, 1, 3, 15. =

PROPOSITION 11. Soit (0, —4,dd) un triplet vérifiant [’hypothése 2, avec
§=abetd>2. Posonsb=chy,d=cdy,t=cd? otc=(bd)etl=(a,d).
Désignons par v Uentier p*/(ac) et par Uy, la fonction symétrique compléte
de~y, ',y (Déf. 2). Le triplet (So, Q2, R2) représentant le polynome mini-
mal de v est défini par

(—2b1a, —(bya)?, b3at) ;
ce triplet vérifie ’hypothése 2. Chaque solution en h de I’équation
(51) V' =zy+y

est un zéro de la suite Uy. L’équation (51) a deuzx ou trois solutions en h,
et seulement deux solutions lorsque 4| (t + 2a%by).

Preuve. Un calcul simple montre que le triplet (—26, —62, 62d?) repré-
sente le polynéme minimal de p?; ce triplet vérifie 'hypothese 1 (Prop. 1(i)).
Avec les notations de 1'énoncé, § = a?bic et d = cdy; apres réduction
par ac on obtient le triplet (Sa2, Qa,R2) représentant le polynéme mini-
mal hy de v = p?/(ac). Les hypotheses (t,ab;) = 1 et t > 2 entrainent
que 6y = (Q2,R2) = b2a et Rot Q. Le triplet (Sp, Qa, Ro) vérifie bien
I'hypothese 2. D’aprés Prop. 1(ii) ou p est remplacé par ~, pour h €
N, les suites-coordonnées de v* dans I'ordre Z[y] vérifient la relation de
récurrence ayant ho comme polyndome auxiliaire, et elles sont définies par
v = Upy? 4+ Viy + Wy,. Chaque solution en h de 1’équation (51) est un zéro
de la suite Uy, (Cor. 2).

Nous étudions les solutions modulo deux de cette équation en fonction
de lindice F(y) = —(Q282 + R2). Posons Fa(y) = 0,d,F5(7); alors
dyFY(y) = —(t + 2a%b1) ou dy = (S2,R2/d,) = (2,t). Dans le cas ou ¢
est pair, d’apres Prop. 3(ii), pour h distinct de 0 et 1, I'"équation (51) n’a
pas de solutions en h si 2|t et il peut exister des solutions impaires si 4 | ¢,
Fy/(y) étant impair. Si 21t ou si 4|t alors il existe un diviseur premier
p impair de F(v) tel que ptabit, “Fa(y) n’a pas la propriété P(Rz)”.
D’apres Cor. 3, les conditions ¢ + 2a?b; = 6 si 4|t et t + 2a%b; = 3 si 24t
sont nécessaires pour que I’équation (51) ait quatre solutions. La premiere
condition implique aby = 1 et t = 4, donc 6 = 1, d = 2 et le polynéme
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minimal de p n’est pas irréductible, ce qui contredit 'hypothese 1. Le cas
du triplet (0,—1,2) est traité en exemple. La seconde condition implique
aby =t =1, en contradiction avec ¢ > 2. D’aprés Thm. 3, I’équation (51) a
deux ou trois solutions. m

LEMME 8. Sous les hypotheéses et avec les notations de Prop. 11 :

(i) Pour h # 0, la suite U, n’a pas de zéros de la forme h = 3m ou
h =3m+2 si3|t et pour h # 1, elle n’a pas de zéros de la forme h = 3m+1
i 9| (8t + 3a?by).

(ii) La suite U, n'a pas de zéros de la forme h = 3m+2 lorsque ab; # 1.
Soit p un diviseur premier de aby. Pour h # 0, la suite Uy n’a pas de zéros
de la forme h =3m sip|a avec p > 3 ou si p|by avec p > 5, et pour h # 1,
elle n’a pas de zéros de la forme h =3m+1 sia# 1 ou si p|by avecp > T.
Cas particuliers : Us = 0 pour a’by = 4 et t = 5; Uy = 0 pour a®by =5 et
t=3.

Preuve. La partie (i) du lemme résulte de Prop. 8(ii) appliquée au
triplet (Sa, Q2, R2) avec D., = (3,t) et D, FY(v) = a(8t + 3a?by).

(ii) Soient X, Vi, Zm les suites définies par biUs,, = 03 Xom, Usimv1 =
0% Ym et Uspyo = 05" 2 ol 0y = b2a. Par hypothese (t,ab;) =1 et t > 2;
d’apres Prop. 7(ii) ou p est remplacé par v, la suite Z,, ne s’annule pas
lorsque ab; # 1, et nous déduisons de (35) les expressions respectives de X,
et (1/a)Ym, pour A=0et A=1:

; (t)k(a2bl)m—1—k< T W(_l)i-i—]gz‘) 7

i+2j=3m—2+A—3k

o f(3Mm—14+X—k (i+j+k)! o
(2 k( ) = > mr DT
2k +1 2j 43I am 2 i151k!

ce qui s’écrit plus simplement, en posant [ =m — 1 — k,

2m +1
_ 2 lym—1-1
An== D, (-a®b)t <3l+1>’

2m+1+1
Vi = a Z (—ale)ltm1l< ) .
o<icm_1 31+ 2

Supposons que ab; # 1; nous obtenons alors les congruences modulo a?b; :
X, = —2mt™ "t (1/a)Vm = m(2m + 1)t~ p désigne dans la suite un
diviseur de ab;.

Si la suite X, s’annule pour m > 1 alors I'inégalité ultramétrique ap-
pliquée au second membre de v, (2m) = v, (X, +2mt™ 1), via (52), entraine
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que
. 2m + 1

(53) vp(2m) > min v, ((a2bl)l ( 24 )) .

Ecrivons (%’Zfll) sous la forme

(") ("

alors, par définition de v,(X!), la condition (53) implique
0 > lvy(a®by) — 31+ 1)/(p—1).

Cette condition n’est pas vérifiée lorsque p divise a avec p > 3 ou lorsque p
divise b1 avec p > 5. Dans le cas ou1 a = 2, chaque zéro de la suite X, est de
la forme m = 2l ot m vérifie ’équation €™ = xy+y, en posant € = v /(b?a)
dans (36). Les expressions de € et de €2 pour a = 2 sont données par
e=—2v2/by — 2y +t, 2 = 4(5by — t)y? /by + 4(t + 8b1)y + t(t — 16b;). On
vérifie que Us = 0 lorsque t = 5 et a?b; = 4, via £2 = 52y — 55.

Remarquons que la suite ), ne s’annule pas pour m > 1, lorsque a est
pair, d’apres Thm. 6 ol p est remplacé par . Supposons maintenant que YV,
s’annule avec m > 1; alors v,(m(2m + 1)) = v,((1/a) Ym — m(2m + 1)t™ 1)
et d’apres I'inégalité ultramétrique, via (52), nous obtenons

G0 et )z, (@) (1)

a étant impair. Nous distinguons deux cas suivant que p divise m ou bien

2m + 1. Si p divise m alors, (2"5::; 1) étant écrit sous la forme

o <2m +1+ 1) (2m — 1> I+ D)l
2m 21 Bl+2)! 7
par définition de v,(X!), la condition (54) implique
0 > lvy(a®by) — (31 +2)/(p—1).

Cette condition n’est pas vérifiée lorsque p divise a avec p > 5 ou lorsque p
divise b; avec p > 7. De méme, si p divise 2m + 1 alors (2";:;1;1) est de la
forme

2 [+1 2 204 1)!

(2m + 1) m+1+ m (+)’
2m+1 20+1) (3l +2)!
et la condition (54) implique
0> lv,(a®by) — (31+2)/(p — 1) + v, (2L + 1)) .

Cette condition n’est pas vérifiée lorsque p divise a avec p > 3 ou lorsque p
divise b1 avec p > 7. Dans le cas ou a = 3, chaque zéro de la suite ), est de
la forme m = 91 ott m vérifie 'équation €™ = xn+y, en posant € = v3/(b3a)
et yn = abit dans (37). Les expressions de ¢ et de €3, pour a = 3, sont
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données par € = 3n?/t — (2t +27by)n/t+ (t —36b1), e = 3An? /t—3Bn/t+C,
avec A =T7t%, B=2t3, C =3 (mod 3). Alors Thm. 2 appliqué a ¢ = &3
avec p = 3 et § = 1, montre que €3/ n’est pas binomial en 7 pour [ > 1, donc
a # 3. On vérifie que Uy = 0 lorsque ¢t = 3 et a?b; = 5, via 2 = 13n — 116.

Conclusion

Nous avons rassemblé dans deux corollaires des conditions nécessaires
pour que ’équation (1) ait quatre solutions en n. Nous appliquons ensuite
ces conditions dans le cas ou f n’est pas irréductible (Rem. 5). Nous traitons
en exemple le cas du triplet (0,—1,2) mis en évidence dans la preuve de
Prop. 11. Rem. 6 concerne les fonctions récurrentes fondamentales.

COROLLAIRE 6. Sous les hypothéses de Thm. 9, si l’équation (1) a une
solution n distincte de 0, 1, 3 alors n est un entier positif impair, le triplet
est de la forme (0,—6,0d), avec 4ct (26 + d?) ot 6 = a®b et ¢ = (b,d), et &

et d vérifient les conditions suivantes :

(i) pourmn=6m+1: a € {1,2}, b/c € {1,2,3,6} et 31d;
(i) pourn =6m+3:a=1,b/c € {1,2,3,5,6,10,15,30}, 9ct (35+8d?);
(iii) pourn =6m+5: a=1,b=c et 3{d.

COROLLAIRE 7. Soit (S,Q,R) un triplet vérifiant I’hypothése 2 et ne
figurant pas dans la Table 3, avec S non nul. Si l’équation (1) a quatre
solutions enn : 0, 1, h, k, alors h et k sont positifs et distincts de 4, h ou
k est congru a 2 modulo 3. La forme du triplet et certaines conditions sur
h et k se déduisent des Corollaires 2, 3, 4 et 5.

Remarque 5. Regardons les conséquences immédiates de ces corol-
laires, lorsque le polyndéme f a une racine dans Z, p = K, et deux racines
complexes conjuguées (voir Rem. 1). Une vérification élémentaire des con-
ditions de Cor. 7, pour f donné dans Rem. 3, montre que I’équation (17) a
deux ou trois solutions en n si S est non nul. D’apreés Cor. 6, si .S est nul
alors I’équation (17) a trois ou quatre solutions en n pour K # 1 et trois
solutions pour K = 1, sauf dans le cas du triplet (0, —1,2), ou il y a quatre
solutions en n : 0, 1, 3, 11. Voir exemple.

EXEMPLE. Déterminons les solutions de ’équation (17), Pt = xp+ yl,
dans le cas du triplet (0,—1,2). D’aprés Rem. 1 et Cor. 2, chaque so-
lution en n de I'équation (17) est un zéro de la suite U,. Le polynéme
f(X) = X34 X — 2 a trois racines 1, —6, —0 ott 6 = (1 +14+/7)/2. D’apres
(4), pour n € N,

(55) o2 " = (—1)(0—0) & U, =0,
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et n+2 € {1,2,3,5,13}, d’apres Kubota [15, p. 24] ou d’apres Beukers [3,
p. 266]; mais n € N, la suite U,, a donc quatre zéros : 0, 1, 3, 11, qui sont les
seules solutions en n de I’équation (17). Il est bien connu que 1’équation (55)
est équivalente & I’équation de Ramanujan-Nagell, 22 +7 = 2"*t4 o n € N
et © € Z (voir le livre de Cassels [8, p. 70 et note, p. 73], Mignotte [23],
ainsi que leurs références). A titre d’illustration, retrouvons les solutions
de I’équation (17) par des congruences modulo 2 et 31. Pour simplifier les
notations, ~ est supprimé, p” désigne le vecteur (1, (—0)", (—0)"), le vecteur
(1,1,1) est omis.

La suite U,, est définie par Uy = U; = 0, U = 1 et par la relation
de récurrence Upy3s = SUpt2 + QU,y1 + RU, ou (S,Q,R) = (0,—1,2)
est le triplet définissant p. Comme Us; = S = 0, nous supposons qu’il
existe n > 3 tel que U, = 0. D’apres (13), Ugyyo = (—1)! (mod 4),
(1/2)Ug41 = (-1)!(1 — 1) (mod 4). La suite U,, s’annule pour n = 8m + 3
avec m > 1, apres vérification Uy; = 0. Nous avons obtenu les quatre zéros
de la suite U, : 0, 1, 3, 11. Supposons alors qu’il existe m > 1 tel que
Usmy3 = 0. D’apres (11), Usmys = Urolm + U1V + UsWi = Urglp,
Uyg = 72, donc U,, = 0 ou U,, est la fonction symétrique complete de
© = p® et p est défini par le triplet (S, Q, R) = (—30, —225,256). Les zéros
de la suite U,, correspondent aux puissances ¢ binomiales en ¢, via (3),
O™ = Uy 0® + Vi + Wi L'indice Fa(p), défini par —(QS + R), est égal a
—2-31-113, et pour p = 31, on vérifie que p = 10 est le plus petit exposant
de ? tel que 31 divise les deux premieres coordonnées de ¢?* dans la base
{p?, 0,1} de C3. Le criteére F» appliqué & p?*, pour p = 31 et u = 10, avec
e = 31(11¢? +9¢+11)+1 (mod 312), montre que 'équation o™ = zp+y
n’a pas de solutions pour m distinct de 0 et 1. Pour m > 1, Ugpa3 = 72U,y
ne s’annule pas.

Explicitons le critere F» sur cet exemple. Par réduction modulo 31 de
la récurrence, Us11 = Sy et Uy = (S? — Q') /(S? — Q), chacune des
congruences Us; = 0 et Uy 11 =0 (mod 31) implique I = 0 (mod 10) et par
réduction modulo 4, via (13), Usyo = (—1)!. Les solutions de U, = 0 sont
donc de la forme m = 20h + 1. D’apres (6),

(56) 2802 = Uson119% + Vaon+20 + Waon+3

olt 1 = 28 /. L’expression de ¢** ci-dessus, et les formules de changement
de bases (15), donnent ¢?° = 31(18¢? 4+ 22¢) +5) + 1 (mod 31?), la congru-
ence est prise dans Zz1) = {(u/v) € Q | 31{v}. Posons ¢*° = 31y + 1; par
la formule du binéme,

B\
(57) P =14 > 313<.>vﬂ,
1< M

avec 7/ = ;9% + yj00 + z; et z;, yj, zj € Z31)- On identifie les coor-
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données de p?°" dans la base {121, 1} de C3, via (56) et (57). L’équation
Uson+1 = 0, apres division par 31, est équivalente a

(58) —hay = Y 311—1<?>xj,

2<j<h

avec 1 = 18 (mod 31), donc h = 0 (mod 31). Si h > 1 alors v = v31(h)
avec v > 1 entier, ou w3, est la valuation 31-adique dans Q. D’apres
I'inégalité ultramétrique appliquée & (58), ¥ > minj>o(j — 1 + 1)31((’;)));
comme 031((?)) > v —j/30 pour j > 2, on en déduit que v > v + 14/15,
ce qui est impossible. Donc h = 0. L’équation ¢?°"* = 21 + y n’a pas de
solutions pour h > 1.

Remarque 6. D’apres Beukers [4], la zéro-multiplicité d’une récur-
rence ternaire non-dégénérée de nombres rationnels est égale a six (voir
Déf. 1). Il n’est pas évident de trouver des suites ayant au moins quatre
zéros, en dehors des fonctions récurrentes fondamentales U,,, V,,, W,,. Les
suites V,, et W, définies par (3), ont chacune au moins deux zéros, elles
s’expriment en termes de la suite U, via les relations : V,, = U, 41 — SU,, =
QU1+ RU,_oavec Vi =1et Vy=Vo=0; W, = RU,,_1 avec Wy =1 et
W1 = Wy = 0. Les zéros de la suite W,, se déduisent trivialement des zéros
de la suite U, et, lorsque QS = 0, il en est de méme pour la suite V,,. Dans
le cas o S est non nul, on peut discuter le nombre des zéros impairs de la
suite V,, en fonction du nombre de ses zéros pairs, qui sont déterminés par
I’équation Vs, = —Fal,, = 0 ou U, est la fonction symétrique complete
de p?, p'2, p""? et F est l'indice de p? relatif & p (Déf. 5). Cette étude n’est
pas immeédiate.

La Table 3 donne les solutions en n de ’équation p"” = zp + y, ou
p est I'une quelconque des racines du polynéme f(X) = X3 — SX2 —
QX — R, non-dégénéré et a coefficients dans Z, avec R # 0, lorsque le
nombre de solutions est au moins égal a quatre. Les solutions en m de
Iéquation w™ = zw + y ol w = R/p se déduisent trivialement par la re-
lation n +m = 1. La liste des triplets (S, Q, R) est exhaustive dans le
cas ot R|Q (voir [12, p. 164]), dans le cas ott Q = —S? (voir Thm. 8),
et dans le cas ou f(K)=0, avec K € Z*, pour K = 1 ou bien pour
K # 1et S # 0 (voir Rem. 5). Les trois premiers triplets sont extraits
de [10, p. 417]. Le triplet () est relié a I’équation de Ramanujan—Nagell
(voir I'exemple ci-dessus). Dans le cas du triplet (2,—4,4), les six solu-
tions sont les zéros de la suite de Berstel et Mignotte, définie par U,4+3 =
2Up 40 —4Up 41 +4U,, avec Uy = Uy = 0, Uy = 1 (voir [9, p. 99] et [11, pp. 30
et 42].
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Table 3

=zp+y

n:p"

R

S

n:pt=zp+ty

R

12
15
13

6
12

45
100

—15
—20

1 4 17

0
0
—2
—2
—2

-1
-1

-1

13 52

4

1 3 11

0 1 24

01

22

6
7

10
16

01

50

—25

1 3 10

0
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