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WROOLAWEKA DRUKARNIA NAUK OWA

Introduction

Je prégente el une méthode d’approximation dos fonations uni
valentos horndes par des fonctions analogues algébriques vérifiant oer-
taines équations simples,

Je aongidere ensuite des olassos compactes de tielles fonotions algé-
briques ot je déduis les conditions néeessairos que doivent satisfaire
dans ces classes des fonot‘ons extrémales pour lesquelles certaines fone-
tionnelles atteignent des valours maxima*),

Notations el définitions

Dégignons par K(&,7) of K*(£,7) respoctivement le cevele ouvert
de centre & et de rayon #, et In oirconférence de ce ocerole,

Désignons par Re (¢} ot Im{f) respectivement la partic réelle et
imaginaire du nombre complexs £, Pour la fonction @(f) détinie dans
Vengemble W, désignons par p(W) limage de W obtonue & L'aide de ¢(£).

Appelons fonction univalents bornde toute fonction univalente de la
forme

J (@)= ayo-tagatt. .., [¢]<<1, a0,

telle que [f(2)| <l pour |s|<1.
Appolong fonstion rationndlle spdeiale toute fonction de la forme .
X
olt)= 3 (O, Bl) (O #0),
Hooa
ot le nombre 2K —le dogrd do oetbe fongtion, Remarquons la pro-
priété suivante dos fonotions de oe genre: g(1/8)==g[f); en pavhieulier
Im{o(£)} =0 ponr |{]e=,

Appelons distance do dewn ensembles plams, par exemple de deux
ares simples § of T, ln borne inférieure des nombres positifs e tels que
SCUK(E o TCUK(L,e).

&

fall!

*) Ces résulbats ont b6 communigués & la séance de la Sooidté Polonaise des
Mathématiques & T.dd% lo 30 mavs 1053,



1. Résultats auxiliaires
Nous présentons ci-dessous six Jommen qui so vondront utiles dyng
la suite.

Lummn 1. Soit une suite queloongue de fonations {by(e)} satisfaisan
auw cing conditions sudvantes:

1. Ohague fonetion by(z) est holomorphs dans lo cerele |
est wn nombre positif.

2. Chaque fonotion by(s) vérific Pidentitd U,(b,(z))mV,(ﬂ), 01t

<oy 0 g

o . M
Up(w) == Ly V() e Ky,
() t_é:M Wy 9(#) m‘;zu, L

et los suites complemes finies Ly ot Ky satisfont aum conditions
et > gy | Laagyy > g,
\Lyl <6, |Kyl<6¢, |M,|<M,

g, G ot M dlant des constantes positives,

3. La suite des nombres g; est convergente vors une limite finde g, mo
nulle.

4. Lo suite {b,(z)} 68t convergente presque uniformdment dans le oerele
el <go vers ume fomction holomorphs by (@) 1),

5. Les suites {U;(w)} of {Vy()} sont convergantes presque wniformé-
ment sur le plan complens, emcopté aum points adro ot Pinfini, vers des
fonations non constantes Uy(w) et Vy(s) analoguos & oolles do la oondition 2.

Alors pour towte swuite de points {z,} convergente vers wn potnt 8, telle
que (4| <oy pour Yout § t || ==gq, la suite {by(z;)} convorge vers un point w,
qui ne dépend quo de z,.

Démonstration. Soient w, (h==1,...,R) toutes les diftdrentes v~
cines de 1équation U, (w)== Ve(z,).

Choisissons un nombre positif ¢ de manidre que tous les corcles
IC{wp,e) (h=1,,..,R) aveo leurs circonférences solont disjoints. TI vésulte

%) Voir {3], p. 3-4.

Eoantgl oty [ gl > g1y

(Lo Mgy, Mygdoat 2,000,

Rewilinda nuxilindros B

facilement des conditions 2,5 du lemme quil exivie, pour e aingi ohoisi,
un voisinage H du point #, ef un indice J’ tels que, pour tout params-
fre geH, toutes les racines des doquations

(1.1) Uﬁ('w) sxl’y(a), ol jod,
(1.2) Uy () s ¥y (2)

gont situdes dang lu somme

N UV (g e),
b

Puisque pour toub sl L0, ) ou ze MK (0, gy) les nombres Y(z) ou
bo(3) sont des racincs des équations du fype (1.1) ou (L.2) daprés les
conditiony 2,4, & du lemme, on n

(1.8) by(HAIC(0,0))CY  pour jo=J7,
(1.h) bo(HAI (0, 00))C S,

Soit maintenant J un indice plus grand que J’ ot tel que log ensem-
bles HAK(0,0) (j=J) et HAIC(0,0) nient un point commun { Choi-
sissons, en tienant compte de (1.4) ot j>J ot de I définition de V’ensemble
8, un indiee %, tel que

(L.5) by(&)e K ().

Comme les suites {b;(s)} ot (o) sont convergentes vers bo(z) ot 2, il existe
done un indice I pluy grand que J tel que

(L.6) by(&) e K{wy,,8)  pour g1,
(1.7) e HAK(0,0)  pour j§>1.

Comme les onsembles dey ¢6tdy ganchen do (1.3), (L.4) sont connoxes et
ont suivantb (1.6), (1.5) des points sommuns wves lo corele K (wy,,s) pour
§> I, il résulte, dor délinitions des cerclos K (wy,e) (h=21,...,K) et de 'en-
semble §, quiils doivent 8ive contenus dang lo cevolo J2(wy,e). Bn parki-
oulior, on o Ruivant (1.7)

© {L.8) by(ay) e W (awy, ) pour  jo=1.

Puilsque enfin s était ohoisi srbitrairement, la relation (1.8) prouve gque
la suite {by(2)} est convergente, e qui entraine d’aprés ootte relation
6 la définition des indices J et h, que le point wy, ne dépend pas de e,
done qu’il dépend uniquement de g. Xn posant alors we=sw,, il suit de
(1.8) que la suite {b;tz)} converge vers wp, c. ¢ £. d.
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Luwww 2. Soil une fonction b(s) holomorphe dans lo corole (5] <p<oo
et y wvérifiant Pidentitd U(b( ))~ (), ol

(10) 5 Z 71,/17 Z Wy,

ot Tos sudtes Ly (L_p=£0, ,LM:-/::()), I (K _M-/.-(D, I\M:/; 0) (b= M, M)
sont complewes finies.

La fonction b(z) &'dend ulors de manidre condinue sur fout lo oorels
fermé |8 <o.

Pour la démonstration de co lemme, il sulfib de poser by(s)=:b(a),
Uyw)=U(w), Vy{#)=V{(a) (§==1,2,...), ot appliqner lo résultat pré-
cédent.

Levmw 3. Soit une suite queloongue de fonotions [l),(z)} salbyfoisant
auw cing conditions dw lemme 1. La relation

=

implique alors

Timn by(ay) = by (2y)

oo 009
pour touts suite de points (o) comvergemie vers wn poiné s of telle quo
<oy (7=1,2,...); Von admet dvidemment, swivant l6 lemme 2, que
ohaoune des fonotions by(w) et by(s) est diendu sur lo cerdls |2 <g.

Démonstration. U lemme rdsulte du lomme 2 ot (’un raisonue-

ment analogue & celui du lemme 1.

Soient K +L fonctions complexes

(1.9) Op(Zayeooy By By ooy Baytyy ooy tn) (p==l,..., )
(1.10) ho(21y. . s80, By ey Baytiy ey tn) (gl ., )
et une fonotion

(1.11) Flony e, By By by e oy )

toutes de 2s variables complexes of B variables réollns

zh"-)zm21w“azsatls'-'yt.lc:
définies dans un domaine V, ot elles admettent les dérivés partielles du

premier ordre continues. Supposons pour le moment quo les variables |

complexes marquées d'un trait ne sont pas conjugudes aux auires, mais
tout-d-fait indépendantes.

Oongidérons l’ensemble B composé de tous les points de V de Ia
forme .

(1.12) Byeres Py Bayenny Basbises oy by

Reéwultals nuxilinires 7

tels quo

('1.-13) {/7,(2‘1,-..,43‘,”E[,...,EH,I1,.-.,t1¢)r“"‘:‘) (?1"~1<,--~,'K.)

(1.14) h ('317 Sy %ng Egyeoy byt 0 (q==1,...,1),

qit les variables marqudes d’un trait ont waintenant le sens habituel,
contrairerent & la supposition faito ci-dessus.

Supposons que pour lew points de la formoe (1.12) les fonctions (1.10)
ofi (1.11) wadmettont que des valeurs réelles.

Supposons enfin que la fonelion (L.11) atteint on un certain point
A B BT o Pensemble B son extrémo local dans et
ensemble,

Tosmwens 4. U owiste wn sysidme non trivial de multiplicateurs comple-
wes of vdels Ay, pig,T covrespondant aua comditions (1.13), (1.14) et & la
fonation (1.11), dans loquel yi, ot © sont rdels, p==1,...,K, ¢g=1,...,L, e
tel qulont liew los relations suivamtes:

" & )(/ ()4/ r)/: g
r \1 (( I' ) l, ‘g' “ (T‘:g)
(1.15) lwl(A d + Z' ()zj (l-ml ‘)N e 0% 1),
af
=al,,
( ()Mj) ‘ ( ()z,) (] S)’
K . L Bh,
JRANENL ; by
- N [ 7’) ( ( ) <
(1.16) _,_J(A.l,( O/m) - Ap ((ﬂm él Yy - it PR

Dl
af o .
(20N (2L me=1,...,R).
R~ I

Pour syméirie, nous adoptons i les notations doubles by, et b, powr les varia-
bles rdollos; los ddrivdes partiolles so ratiaohent auww valewrs cwtrdmales

‘3:)"'3'7:’ 315«--15:{&?,-“:’3»
Démonntration. Posons
(1.17) Sy o] By (Foslyan, 8),
(1.18) ) vy (el 8),
ot romplegons lox couditions (1.18) par les suivantes qui lewr sont équi-
valentes:
R'(ﬁ{.’/:n(zla' coBey By Bl "lﬁ)} wi {) (po=lyi.. oN
Il“l”n(zl,u . )-'397517' e Byl 7tlﬂ)}"m() (7”“‘"’1 [ARN "K)'

T cousiddrant, A’apras (1.17), Vexpression (1.11) ot les cOtés gauches
de (L19) of (1.14) comme des fonctions réelles des variables réelles

(1.19)
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Ugyeroy g, Dpyee ,vs,il, IR, on voit facilement que (1.11) séteint pour
W yer oy Up WY yee ey Ve 1y e, U 0N extrémo local dans Pensomble des Pointg
Whyeony Uy BryeenyUay by eyt qui satisfont aux conditions (1.19) et (L.14).

En vertu de la méthode connue des multiplicatours, il existe wn
systéme non trivisl de 2K --L-L1 nombres réels ay,f, (pe=1,..., K,
(g=1,...,L),7 tel que ¢

x,
{1.20) 2(%
Pl
af
By Ul 8),
K
d Reg,l . 0Imig,)
1.21 2l . ®
- [g(% By P By )
s, Ok of
1 o] @ f)’l’/ k)11, (] :]’ ‘*$S)7
K .
(1.22) 2((1,,61%{%’} 8, aiﬂiﬁal)
Pl [
5o of
ol ) W sms
! -%/ta i, T‘“m (m==1y,.,,R),

ot les dérivées partielles doivent &tre ca.leulées lei, ainsi que daus la suite,
pour ley valeurs extrémales uy,.. ,u,,vl, eyt ek On & o0 méme
temps, pour tous les indices p,q,7,m,

Q_:-..RLG.L(ZP.}. = Rg Qf/ﬁll -+ Re gﬂ{;’_l , () B.n..uz’ ses LLLL 4 e
au, 7 ()z/' : Dy 4 l

OBeltp} _ 1 (8] 00 OI0M) g {%l el )

oy day 8% By B2y Loy |
a -R‘U! /1)} {C)gzz f_’_ﬂn In) a T a{/”l
2 B [ T
ah oh dh . ok :
L F N TR ST T
v By [ My Im i - In I

Résullanis suxiliniros [}

ol les dérivées partielles des fonetions (1.9), (1.10), (111) dojvent atre
caleulées pour leg valours extrémales sf,...,e5,2,... 50,0, .. .

En substituant dans les dgalités (1.20), (1.21), (1.22) les cﬁbés droibs
des dernidres équations obbenues, en multipliant chaque c66és des éga-
lités (1.21) par ¢ el en soustrayant eusuite celles-ci des égalitds Tospecti-
ves (1.20), on 2, on posant encore Ay=ay—if, (p==l,...,X), les galités
(1.18) et (1.10), v. g. L. d.

Soit unoe fonetion holomorphe quelconque ¢(Z) dans un engemble
ouvert U. Bupposons quo U soit symétrigue par rapport 3 axe réel ot
quo (&)= q(£) pour L6V,

Boit un engemble F symélrique par rapport 4 Vaxoe réel, contenu
dang le complémentnive do U, et tel que sa fermeture ait des points com-
mung avec loutes les composantes du complémoentaire de U, Soit un
engemble fermé quelconque 7V eontenu dans U,

Leumu 8. On peut, dans Densemble V, approwimer arbitraivement
la fonotion q(§) par une fonclion rationnelle =(L) sotisfaisant eux condi-
tions suivantes:

1. Tous tes pbles de »(L) appartiennent & B,
2, Pour towt & on o %({)=u(t)

Démonstration, Tl est évident gue Pon poeut approximer arbi-
traivement g(¢) par wne fonotion fationnelle %(£) qui o wniquement dos
poles du premier ordre situds & Pextérieur de V, et qui satistait & la con-
dition 2.

On peut ensuite déplacer chague couple de poéles conjugués de x({)
e long de deux chaines de points conjugués jusqu’s des points conju-
guds de Pensomble B de maniére que la condition 2 reste tonjours satis-
faite.

Soit maintensnt uwne fonotion univalente »(f) dans un ensemble
fermé W. Soient une fonetion holomorphe queloonque 8(¢) daus oot
ensemble o6 un cnsemble fermé Z contenu & lintérieur de W.

Lomsn 6. 8¢ la fonction 8(&) ost suffisamment proche de r({) dans W,
ollo ost univalento dans 7.

Démonstration, Supposons su conlraire gu’il existe dang W une

suite de fonetions holomorphes {e,,(é')} convergente niformément vers
() dans oel cnsomble et telle que

(1.23) “%(%)”‘34\(5:;) (n==1,9,...),

ol ¢} et {¢n) sont des suites do points do Z différentes terme par terme,
En choigigsant éventuellement des suites partielles on peut supposer
que {¢n) ot {Zn] tendent respectivement vers les limites wp ot ag. Ces li-
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mites doivent étre toutes leg deux dgales & un ceriain nombre Wy, 0BT
dang le cas contraire, on aurait r(mg)=r(a7), ce qui et impossible v
Phypothése faite au début.

Considérons la fonetion #(£) sur uue eircontérence quelconque K*
de centre », of d’un rayon suffisamment petit, et désignons par m la
borne inférieure de |r(L)—r{w,)| rur cette civconférence. Comme la fong-
tion #({) est univalente dany W, dote m est un nowbre positit et on g

(1.24) (1 (L) o s (E)] = : mo pour Le kY,

par conséquent,
1

(1.25) [ (£) == (aig) | 3 ; weopowr e Rt

pour n suffisamment grands. En désignant par e, les valours congéeuti-

ves de (1.23), on voit que la suite {s,] tend vors # () et, par aonsdquent,
1 .

(1.26) {8y ==~ 7'(,7‘”)!<~;£- m

pour » suffissmment grands, I’am ds (1.25) of (1.20), on a

1
(1.27) {8 (&) = 8ul > -t pour tek™

pour » suffisamment grands.

Mais alors, en vertu de (1.24) et (1.27), Ia somme (u,,(C)-— an)~|—
+(7(8)—84()) =7 (L) —~s8, doit avoir & Pintérienr do K* lo méme nombre
de racines que la différence s,({)—s,, done aun moins deux vu ln détini-
tion de fy,{, eb s,. Oeci est cependant impossible, ot la démonstration
du lemme se trouve ainsi terminde.

2. Approximation des fonclions umivalentes bornées
par des fonctions univalentes algébriques bornées

Tour 7' queleonguo entre 0 ol 1, désignons par By la famille de toutes
les fonetions univalonties hornédes dont le premior cocfficient est pluy
grand ou égal & 7. Désignons par I 1a somme des familles By, ¢’est-d-dire
1a famille de touties les fonetions nnivalentes hornées. Pour tout T entre 0
ot 1 ot M naturel, désignons par Upy la famille de toutes les fonctions
de la formoe

(2.1) a(@)e= agrdoaga o (8]l
qui sabistont aux conditions suivantes:
Loay=T;
2. Tl existe deux fonctions rationnelles spdeinlos
L L
QoY== 3 (Dy w1 [Ty ch gla@) e X (B et By 2,
L Rl

0% D0, B0, LSLM, telles que 2(a(2)) =y(2).
Remarquons que chacune des fonctions (2.1) appartient & la fami-
lle I, Cela résulte de la condition 2 en vertu de laquelle a lisu ’égquation

(e \2
(, (tq,(f«‘) ‘A) (ﬂ () (,‘(z))nm

gui est wn cas particulioy d*équations plus géudrales dtudides en détail®),

Romarquons aussi guo, d’aprés le lemme 2, chaque fonotion a(z)
de In famille Uy, 8'étond do manidre continue sur tout lo cerdle |41,

Désignous eneore, pour I queloonque ontre 0 et 1, par Ap la somme
de toutes les familles gy qui correspondent & tous les M naturels, ot
par U la somme de toutes les Familles Up.

Tl sera nabuvel d’appelor los dléments de la famille 2 fonotions wni-
valentes algdbriques borndos.

On voit nisément que les familles Uy et A sont contenues respecti-
vement dans log familles Fyp ¢t . On peut prouver de plus qu’elles y sont
donges, ('eti ce que nous dit le résultat suivant:

) Voir [2], p. 687662,
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Luyyun voNDAMENTAL 7. Toule fonclion wnivalenle horuds 1(2) pows
ére appromimer arbitrairement par une fonotion wntvalente algdbrigue
bornde a(z).

Démonstration, Remurquons quiil suffit de démonirer lo lomme
dans le cas particulier oh Ja fonotion #(z) trausforme lo coreln unitaire
E(0,1) en Vensemble ¢ de la formo GeaC(0,1) -8, ol § ost wu are simple
partant d’un point de la cireonférence K*(0,1) vers Dintériour do I (0,1)
ot ne ocontenant pas de point zéro?),

Prenons & cot effet une fonetion homographiyue (ueleondgue ¥w)
qui trangforme lo cerole unitaire en lo demi-plan wupdrionr de manidre
que les points 0 b oo passent respectivement en des points @ ot . Tiare §
se transforme & Laide de I(w) en un are analogue ¢f = (8). Formong lave O
symétrique & ¢ par rapport b I'axe réel, Lo arcs ¢ ot ¢ forment ensomblo
un are simple F situé symétriquement pax rapport & Paxe réel. Out are
a exactement un point commun avec I’axe ot 16 contiet pas log points o
et @ On peut Vapproximer par un are analytique anglogue I veprésenté
paramétriquement gous la forme

C=p(t)  (tel),

ol I est Vintervalle imaginaire {—14,4> et p(f) wwe fonction wnivalente
définie dans un domaine simplement connexo B symétrigue par rapport
al'axe réel et contenant I; en outre p (7)== P pour {eB ot Vimago L =p(B)
ne contient pas les points « et @ Considérons dans Pensemblo D In Tonetion
inverse p~(¢). On remarque, d’aprés ce qui précdde, que p“‘(2)=p‘1(1:)'
pour {eD. Bn vertu de ceci et dos lemmes 5 ot 6, on peut trouver une
fonction rationnelle a (L) avee uniquement deux Pélos aux points « et &,
telle que

(2.2) - al)=nl)

pour tout £, et qui est univalente, arbitrairement, provhe de p=* (¢ duus

un engemble fermé Q, compris dans I et tel que #(¢y) contient T & son
intérieur. Posons my(¢)=m() pour fe)y of

(2.3) Lo (1),

On. voit que 7 est un ure analytique simple, syméheigquo pur rapport
4 laxo réel, ot arbitrairernent proche de are H. Hn outre, sl =(¢) est
suffisamment proche de p~*(f) dans Qo) Vare I' n'n qulun point commun
avec l'axe réel, Cela résulte du fuit que Pare H a, au point commun aveo
axe réel, la tangente perpondioulaire & ce dernier. Supposons pour I

sui‘ote que Pare T a la propriété ci-dessus ef qulil ne contient pas los points
a ot &

%) Voir [13, p. 105-106.

Approximabion dos fonetions miivalontes hopuses 13

Considérons la fonction composée m(l(w0)). Oa véritie taciloment,
en vertu de ee qui préedle, qua ¢ost wne fonation rationnells spéeiale,
En pogant

- (2.4) Be=17(D),

ot P ent Ja partie de I’ situde dang Io demi-plan gupérionr fermé, on con-
state quo B est un are simple, wrbitrairement proche do g,

Hoib maintenant une fonation univalonte bornée a(e) qui transtorme
lo corcle F0(0,1) on Pensemble B K(0,1)—~R. Oeobte fonction est dvi-
demment proche arbifrairement de f(2) ot il sulfit de démontrer qu’elle
vérific uno ideniité du typo Q(a(z))xmx(z), olt 2(w) ot x(s) sont des
fonctions rationnelles spdeiales, non congtantes,

A cob effet posons

(2.5) Q) =y (s (1)),
ol

(2.6) P (m) ==,

cofi considérons Pexprossion

(2.7) g 2 {a(z).

Lin fonction (2.5) dtant dvideramoent une fonction rationnelle spé-
olale non econstante, il ne nous resto qu’d prouver I méme chose pour
la fonetion (2.7). Hn considérant cette dernidre sur la circonférence
unitaire, on remarque qulelle n’y admbt que des valeurs rdelles.
Bn effet, en prepant un point gueleonque sur la circonférence unitaire,
on voit que a(s) apparvtient & K¥(0,1) ou & R. Mais, d'aprés (2.2),
(2.6) ¢t la délinition de I{w), la eirconférence JK*(0,1) se transforme
& aide de (2.8) en un segment de axe réel, et Vare B, en vertu de (2.3),
(2.4), (2.8) ¢t o la Aéinition de I, se transformo loi aussi en un segment
de Laxe réol. Hn outre on remargue que la fonotion (3.7) est régulidre
dans le eerelo unitaire ot n’y a gu’un seul pdle an point zéro. Il on résulte
que (2.7) doit 8bre une fonstion rationnolle spéeiale, . q. £, d.

Oo vésultat montro quo diversos rocherohos effectudes sur les familles
Fyp ot B pouvent &hre védduites & des recherohes analogues sur les familles
gy, U, A, T partioulior oeol trouve application an probldme des exire-
mes des fonationnelles rdellog, sontinues dang les familles Fp et F, Pour
oetbe raison, nous nous ocouporons dans la suite des fonetions univalontes
algébriques bhornées parcourvant les familles gy,
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Noovg démontrons maintenant

Lawmn 8, Toute famille Wpy ost compadte en ello-mémeo.

Démonstration. La famille est évidemment normale; il suffic
done de démonirer gqu'elle ost aussi formén,

Soit une suite quelconque de fonotions de eetite famille {a,(z)} con-
vergente vers une fonction ae(2). Il est clair que a,(z) satisfeit & 1a condi-
tion 1 de la définition de 1o famille Upy. Désignons par

Ly
By(w)== 3 (Dyyro™" 4 Dy ) (f==1,2,,..),

il
Iy .

x,(:f):-:-«» z; (~En} z'&k‘}/ ﬁ.ﬂ/ zn) (]""1921“-)7
o

ol Dy 0y Hp;#0, IS LKM (j==1,2,...), log suites vespootives do
fonctions rationnelles spéoiales, analogues & (1) of (%) do la définition
citée, telles que

(31 Yly@) =) (=1,2,0..).

En additionnant éventuellement les fonotions £(w) et y;(s) & des con-
stantes réslles efi en les multipliant par des facteurs réels, on peut supposer
que Dy=0 (j=1,2,...) o que

rq ) 1 .
(3A2) ZO,D,IEM“[“ %{Eﬂjﬂ”*’%‘] (j | ,2,...).
8w Hen

Puis on choisissant des suites partiellos on pout supposer eneore que
les suites Qy(w) et y;(e) sont convergentes respectivement vers los limitos

Iy "
(3'3) ‘Qﬂ("‘”)m ’Zo (])80 w~a“[_ ]jao wa)’ %ﬂ(z) B 2 (-717«0 ”u'“’}‘ ﬂun za)’

Bunf)

ot
(8.4) Dpro#0 st L0, et Bpra# 0 i Ly 0,
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of o, ’aprdy los conditions 1< L < M, Dyp=0 (j=1,2,...) of (3.2) on a

(3'5) ' ])00'”"'07
(3.8") Dy M, 0Ty < M,
oo
(3.6) 2 DDyt Y By Byyes 1.
sl Rea )

Eu passant & la limite dang (3.1) on obtient identitd
(8.7) Ly (g (#)) = 50 (3) .

Tay fonetion ay(#) w’étant pas constante, alors d’aprds (3.7) ot (3.8), ou
bien los deux limites q(w) of y,(2) se réduisent & la méme constante
égale & zéro, ou blon clles sont non constantes. Mais la premiére éventua-
1ité est impossible on vertu de (3.6). Reste done la seconde et, d'aprés
(3.4), (3.7), 1K Li=T.

Ainsi, d’apréy (8.7), (3.3), (3.4}, (3.5") et 1a dernidre relation, la fonetion
a(#) setisfait aussi & la condition 2 de la définition de Uryr. Done elle
appartient & cette famille, ¢. g, £. d.

Nous déduirons & présent quelques rolations concernant les fonctions
rationnelles spéoiales Q2(w) ot x(s) que Pon & déja rencontréss dans la dé-
finition des fonefions univalentes algébriques horndes.

Soit une fonetion univalente algébriquo barnde queleonque

a* (@)= aye o ud b
Désignons par

O (1) == S:(D:'w“M Diw®) et y¥) maii (B2t )

fron <

des fonctions rationnelles spéeinles tolles qre

(3.8) @) 2t ()

ali

(8.9) Diwh0,  Whek0, 1IN

Bo posant T™:=af on voit, de (3.8), qu'il doit &tre

(3.10) D T 12,

c’est--dire

(8.11) DYy T Yy =2 00,
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Considérons toutes leg racines de 'dquation
(3.12) .Q*’ (/{(J) sz ()

se trouvaut dans leo cerels fermé IC(0,1). Posons pour abréger A =
a*{K(0,1)), A%=a"(K*(0,1)), ¢t désignovs respeetivement pax

(313) wy, (h=1,...,Q), o (b=T1,..,P), & (I=1,..,R)
toutes lew différentes rucines do Uéquation (3.8) qui appartionnent 3,
A, A* AR (0,1) ot K°(0,1) respectivemont, ot par

(3.14)  yr (k==1,...,0), Oy (b1, ), ] (l”:'“-l,,...,])’,)

log ordres de multiplicité de ces racines.
Pour tout k==1,...,Q, désignons par 2, lo point & situd a Uintdrieur
de (0,1) tel que a”(ey)==10. Il résulte deg relations dvidentes:

(3.15) W (2) QY (a¥ () == g (2),
(3.16) o™ (B0 pour || L,

que chaque poind #;, est une racine de Péquation y*'(s)«=0, dont Vordre
de multiplicité est égal & celui de la racine wy.

Désignons pour fous les b, I de (3.13) par
(8.27) (=1, Lyh=1,...,P) ou 6" (J=l,. .. ,Gl=0,... ,RB)

tous les points z situés sur la circonférence K*(0,1), tels que

(3.18) £1(8)=0,
(3.19) a* (%) ===y,
ou

(3.20) a¥(4) = o,

Les points (3.17) sont par définition des racines do Péquation (3.18)
Désignons leurs ordrves de multiplicité respeativemont par

(3.21) &y (jmlw-"vlh;h”"]w"~xp)a"hl (J=alycythy bty B).

Admettons encore leg notationy Qe=0, Pem0, [0, Gy=0 pour los
cas exceptionnels ot les racines 1wy, vy, 6", ™ (voir (3.13) o (3.17))
wWexistent pas.

En raison de tout cela. eb de (3.8), pour les fonctions Q%(w) of z"{2)
et les Tacines wy,v,, ™, ont lieu les relations suivantes:

Propridtés générales 17
wlr ( )= (/{’"‘]7 "79)’
Q*("”( 00y,) == (==l 905 k=1,...,0),
*(m)( ) = (m’:17"'a')’k; kml}"';Q)a

. (3.22) o {m)- XI ‘7’/1!) (4 =21y, Iy he=l,...,P),
L0 (1) (m==1,..., 8 h=1,...,P),
A *1;)“‘0 (me=lyn bys f==1,... T4 he=1,...,P),

o)zl ) =0 (' =1,..,G5 I=1,...,B),
B a)=0  (m=1,...,05 I=1,...,R),

200 () = 0 (==l my; j==l,... Gy I=1,...,R),
ot 'on a posé pour abréger ‘
(3.93) OF () == 2 (61,
(3.24) 2 ()= o (6),

ot d’ol on rejette éventuellement les relations qui correspondent aux
cag exoeptionnels @=0, P=0, I,=0, G;=0%.

On peut conmdérer len relamons obtenues (3.11) et (3.22) comme des
conditions néeessaires auxquelles doivent satisfaire ley fonctions 2 (w)
ot 2*(#) pour qu'il existe une fonction univalente bornée a*(2) qui vé-
rifie l'identité 2%(a*(z))= »*(¢) et la condition T"= o,

Ces conditions s'avérent 8&tre aussi localement suffisantes ce que
prouve le lemme suivant:

Lenveun 0. Bant donnd un systéme de nombres complewes ot réels (8'):

D, {(8=0,...,I%),

By (s=0,...,I",
0y {(k=1,...,Q),
”}L ('7"13“-7P)’
(3.20) wiréal (I==1,...,R),
e {(k==l,...,@),

Wl'ld'rd”l (o s da; he=1,...,P),
py-rdel (J=1,...,G4; I==1,..., R),

4 Remarquons que pour tout w=¢® et tout s naburel les conditlons:
QRO ()= 0 o QY™ (@)= 0 (ma=1,...,§) ront équivalontes et ceci de méme pour
les fonetions gf (s) ot ¥ (z). )

Rozprawy Matematyosne X 2
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dowd les termes sond suffisamment prothes des tormes respeolifs du gys-

téme (8%):
( DY (80,0, 1Y),

B (0,00,
0y, UES P
(3.26) ", (h==1,...,P),
y (b1, 000, RY,
iy (Festyonny Iy by, P)y
py (el Gy bl B

de Q*(w), x*(2) e (3.18), (3.17), ef satisfout aun vonditions suivailes,
analogues. & (3.11) et (3.22):

(8.27) I)L;, o PR
L (wie) — ¥ (#) = ( (l=1,...,9),

L0 () = (o=l weg kel @),

%(m)(z/a)=0 (me==lyo, oy k==1,...,Q),

t{rw-al)

(3.28) Q (W)~ 21 (ga)=0 (f=dyer oy Iy By P,
2 (27)=0 (m=1,...,83 h=1,...,P),
2" (i) =10 (m=1,.., b5 T==1,00, 145 h=1,...,P),
Q=0 (=1, l=1,.00, B),
™ (e0y) =0 (m==lyiiy0p U=l R)
Ay =0  (m=d, . myife=dy, 0 b=, B),
o
(3.29) " (1) = Z Dyw™*4 Dy w0, Q) = ' (6™,
B )
g . . &
(3.30) 7 (8) =2 Bpe~'+ I, % ()=x(6"),

B0
4 ewiste alors emadiement une fonation wnivalents, algdbrique bornde

()= oo agat b,

Propridtés générales 19

satisfatsant & Didentitd
(3.31) 2(a'(2) = 1 ()

ot & la oondition «=1T". (etle fonction appartient & la famille gy, .

Démonstration. Choisissons une suite queleconque de systémes
du type prénddent (8)):

Dy (8=0,...,0"),
By (8==0,...,T%),
Wy (k=1,...,Q),
Ty (h==1,...,P),
(3.32) wyy ~ réol (I=1,...,R),
Ry (k=1,...,Q),

Qg = 1éel (f=1,...,Ih; h=1,...,P),
(i==1,...,64; I=1,...,R),

dont log termes convergent vers les termes respectifs de (8*) et satistont
pour tout f les conditions suivantes, analogues & (3.27) et (3.28):

(3.33) Dy T By 0,
(k=1,...,),
QN w) =0 (m=1,...,p; k=L,...,Q),

APE) =0 (m=1,...,p05 k=1,...,Q),
(‘Q/(”hf)'“' Q]( )) w2 () (h==1,...,P),
M

(3.34) Ly ( gy} == X1y (Pagg) == 0 (Je=1,0 0y b=y, - P)s
Q(’m('nh,) == () (’"‘1, 3 N s (3/,,; == yoney Z‘)),

Yy = 1éol

Qp{wpy) — xy(opy) ==

MP (o) =0 (m=1,... &y f=1,...,I4; h=1,...,P),
Cplay)~Dalpg =0 (j=1,...,G; I=1,...,R),
APy =0 (m=1,...,0; I=1,...,R),

XW’("I‘U/) =0 (=1, y; f==1,...,
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ot
Ll
(3.88) Q)= X Dygw=p By’ Qyylay - @y,
M}
2 ;
(3.36) Apl7) 21”_[,}”3»,@:,&, [g"!’;”1 Tagl) =y () 5).
Rua

On. voit de (3.33), (3.358), (8.36), qulil existe, pour tout f suffisnmment
grand, exactement une fonetion holomorphe dung un entourage du poing
%610 ;

a ()= s ugydt .,
patisfaisant & lidentité
(3.37) Qy(ap(2)) = 2y(2)
et & lo condition a=1"

Soit 7y le rayon de convergence de In série ay(s), 1l suffit do démontrer
que. ry est non moindre que 1 pour f suffisamment grands. A cet effet
supposons le contraire, o’est d-dire qu’on & toujours, on choisissant éven-
tuellement des suwites partielles, ry<<1. Hn outre, en rafron du lemms 2,
on peut admettre que toutes les fonotions ay(e) sont continnes dans tout
le cercle fermé |2|<<rp On remarque facilement qu'il exisbe toujours sur
la circonférence |2|==r; un point y, dans lequel la fonotion ay(s) nest
pas holomorphe. Par conségquent, an posant my=a,(y), on a Qy(m)=0,
car dans le cas contraire la fonetion ay(s) serait holomorphe au point g,
en vertu de (3.37).

On peut supposer iei, en tenant compte de (3.37) ot des relationt
évidentes

(3.38) lim 2 () = 2" 1),

H
lian 77 )= 2* (3)

%) Remarquons quil doit &tve ioi, vu lo Jélinitlon des ovdres (3,14), (8.21):

g?m)(ww)ryéo (M= dy-t1y bly o, @),

A0 ey kT kel @),

QM @)#A 0  (mw by g1 B, P,

WPy A0 =ty fm Lo s bl P),
AP A0 (mem oyl L, B),

BP0 ey e, G Tl R)

pour f suffisamment grands.
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ot, on choisissant dventuellement des suites partielles, que

(3.39) Hm oy ==y, '
frrco
(3.40) Tim. gy =1y,
=0
(3.41) 1im. ay(2) == a4 (2),
febco

ofl 792+ 0y [Yol e 06 ap(2) est uno fonotion holomorphe dang le cercle
2| < 7. Liw convergences (3.38) ot (3.41) sont presque uniformes respeoti-
vemoent dang tout le plan sans les points 0 et oo, et dans le cercle |s|<r,.
La fonetion aq(#) coincide avee la fonction a*(2) dans le cercle R
on congbgquence, ollo s’étend avee a*(z) de manidre continue sur tous
le cerclo [¢]<ry. D aprés Jo lomme 3, les formules (3.37), (3.40), (3.41),
(3.38), on &

(3.42) }im By =y= " (Yy),
— 00
(8.43) L% (1) = 0.

Par conséquent, il doit &bro, d’aprés (3.42), (8.43) et la définition des
nombres (3.13)

(8.44) Mg == 10 of Wy == 8
on

(3.48) gy, b [fa] == 1

oun

(8.46) o= g et |y,

ol &, by désignent respectivement certains indices de (3.13).

Soffirme que dans le premier cas (3.44) ont lieu les égalités my=wy
ot yy== gy pour f sublisamment grands, BEn effel, en supposant @&y
pour une infinité de f, il vésulberait cdes relations (3.34), (3.42), (3.44)
et de ln détinition des suites (3.32) et {m,} que

!J}’") (10py) = O
L) == 0)

(el vps f==1,2,...),

(fwl,f&,...),
aofi

lim wyp =y e
oo

COeoi donnerait, en pagsant & la limite et en tenant compte de

Hm @) () == Q* (w)
I-ro0

lim Dy == W
o0
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ot @7 wy que wy est une racine de Péquation £%(w)==0 Lordre ay
moing y-+1, contrairement & I définition du nombre y,. Done Pégalité
o= 1y doit avoir licu. De la méme manidre on prouve I'égalité Yr=1y.

Quant au deuxidme cay (3.40), jaffirmae qu’il esl impossible. Bn
effet, on a, d’aprés (3.34), (3.42), (3.40) ¢t la définition des suites
(3.32) et [m):

QP (oy) =0 (me==1,.0y 845 f==1,2,...0,
et
(3.47) Lim gy == 0y,
{00

Ly(p) =0 ([=1,2,...),

lim ay sy,
Jero0

ce qui donue, comme ci-dessus, ay= vy pour f sulfissmment grands. On
voit quiel x*(4)==0, car il résulte dn (3.47), (3.34), (3.37) et o= (1),
741 ainsl que de la définition de y, que:

1 1
(3.48) xyn= Qylvy}y  xy (:“) = (), Yy

Yy Uy
pour f suffisamment grands; ceci implique, en passant & Ia limite ot en
tenant compte de (3.38), (3.47), (3.40) que l'dquation

27 (3)— Q% ()= 0

a, au point ¥,, wne racine multiple, done x* (4,)==0 a lieu.
Dlaprés 1" (yo)=0, les formuler (3.42), (3.45) ot la délinition des
nombres ¢4, on peut supposer que

(3.49) Yo== c'om,

ol § est certain indice enfre 1 et Ty.
En méme temps on a, d’aprés (3.34),
(3:50)  gyldmm)=s(v), AV (@M)=0  (m=l,.., Ey 1,250
of, d’apres la définition des nombres (3.33), (3.40), (3.49),
T, ¢ = i,
Joroo

Comme il résulte de rp<l que

Tim, g s #i,
foron

A
W iks o' s s gy T
Wy 6 Th, 7 e ot Wy # i
pour f suffisamment grands, on trouve, daprds (3.47), (3.48), (3.50),
(3.38), en passant & la limite, que I'équation

28— 2% (0) =0

1

®) Voir remarque p. 17,
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f, au point ¢, une racine d’ordre au moins &y 3, contrairement & la
définition du nombre &,.

Pour le troisidme cas (3.46), on constate de la méme manidre qu’il
est impossible Iui aussi. :

Les rvelations (3.44) et, par conséquent, =y, y;=sy étant uni-
quement possibles, on ebtient, en tenant compte de zy=ay(y,), des for-
mules (3.37), (3.34) et do la définition des nombres (3.32):

£4(an)== 4(y)
el
!H)}m) ({!'/) = () Q}V}d'l-l)(v%‘]) #*0,
Xsm) (:”’) =={) Z;v"-hl (f’/!) 0 ﬁ’)

pour tout f suffisamment grand. On voit de 13 que la fonction a;(z) se-
rait holomorphe au point ¥, contrairement & la définition de ce point.
Lo démonsgtration se trowve aingi achevée.

(m==ly o0, v),

(mr=1,...,9),

¥) Voir remarque p. 20.



4. Les fonctions extrémales dans les familles de fonctions univalentes
algébriques bornées

Soit, pour N eutier plus grand que 1, unc fonction analytique réolle
H(X,,...,X5,X5,...,¥y) définie dans un domaine suffisamment grand
de variables réelles X,,..., Xy, Y,,y..., Xy, ot dont los ddrivées pariiolles
du premijer ordre ne s’annullent nulle part simultandmont.

Soit une famille quelconque Upy telle que M>N -1,

Définissons dans gy pour chaque fonction a(e)==oys-- adt ...,
ls|<1, la fonctionnelle H, comme suit:

Hows H (Qyy ooy dagy fig, <o)y

ol Ay +tun=a, (n=2,....N).

Cholisissons pour a(2) des fonctions rationnelles spéoinles 02 (w)
et x(2) déderites dans la condition 2 de la définition de Woppe

Comme le quotient Dy, par Hy est positif, les coetticients de a(z)
pour I>>N--1 peuvent &tre exprimés par loy coefficients des fonetions
(w) et x(2) comme suit:

Gy, ; i i
—a— ==u,,L([)g",-.‘,l)L,Eg“,...,.EL) (%=‘~'»’=2,...,N),

1
ol Gn=L—n+1 (n=2,...,N) ot les oxpressions
(¢.1) il €Gure o 05y o 4 2) {n==2,,.,,N)

sont des fometions analytiques des variables indépendantes Eqyriey bp-

gy Npy OU G=L N1, Lo forme de (4.1) dépend unigquement de 1
et de .

En vertu de tout cela, on peut pour a(#) et les fonstions GOXLesPOLL:
dantes Q(w) et y(2) exprimer Ia fonationnella H, sous Ta forme
(4~2) HazJL(-DGr-wDLyEGw-"EﬂyEO‘v“'vﬂLaﬁG‘w'wMh)i
ol l'expression '

~

(42" Jeléer v bnrbareery Enitaye oy gy i)
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o8t une fonotion analytique des variables indépendantes &gq,..., &y, &g,
A~ ~

oo s §p ey M0y Nay otz On Pobtient de H(Xy,..., Xy, ¥y, ..., ¥a) en
substituant

. 1 < ~ ~ ~ o~ ~
"‘n'”: 2 (anb('ﬂﬁ’u" e 51,»’1(:,.,”-77)14)'*' anL(ElJ,n' vy 51,,’7&,.7-- ';“IL))
(n==2,..., ),

. 1 ~ ~ A A ~
Y oo Y (‘1711‘4(‘50',.1 ey 6,59"70..» R TR unL(EG,u tey ’fL;"?Gm - -:"7L))

P

ol

~ ~ ~ s ~ A~

~ A ~
tnt(Eetar e vs s Ny e oML St (Egr e by gy oo ann)  (0=2,...,N).

La forme de la fonetion (4.2') dépend uniquement de la fonction
H{Xyy..; Xy, Xy,00, Xy) b de L
Aprés avoir remarqué cool, nous présentons o résultat suivant:

THEORDME TONDAMENTAL. Il ewiste dans py des fonctions exlrd-

males a*(2) pour losquelles lo fonctionnelle H., atteint sa valeur lu plus grande
dans celte famillo,

Tn méme tomps, si

™

(4.3) L2¥ ()= 3 (DFw™ 4 Dy,

&ulh

¥ .
(4.3") g (@)= 3 (W e B,
Qun}
désignont des fonotions vationnelles spdoiales tolles que
Doty Ep#0,  N-l<I*<SM o Q" @)= " (2),
alors ont Wew les dquaiions dos momonts

CP00) ) .{ RO A B fdi}
dj !5‘"7(/1;7)1‘(7(!) ) wl| e P ‘J x*'(ﬂ)z(x (=) P

|
(4.4) Re {‘Jm

0

’ 1 a* (s
(dd") 1‘0{“2;;;3J a® ()
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ol ¢ 68t wne circonférence de centre sdro of dun rayon suffisamonent pelit, e

N *
Pt P
(4'.5) (]')(//(7):...1(21 ,,4{131 or @]' 1,",1; ) ¢
VR
N ogwn 1
. 5 € " .
(4.6) () T(;‘\.:] ey Q’II‘ 2 i
Pl
* ¥ * L]
Lt \1 ¥ iy b ¥
MRS AT M (pe 2y NY,
ey .
N
TR (1 * pyw
(!0 - .2-/2(’( ) l)“ﬂ,”‘nﬂ
o
(4.7) v
w -1 * " ,
gt =2 2, (1o e Dty My (p -2, N,
) LIRS

o0 o
(£.7)  3 apet==a*(2), 2@t a* @) (s, V),
Twslp

ll*

* S, *u»ﬂ "
An A gy =y
Uy

ATy Hpes Hy, (e 30 = i Sy (A ooy b (=2, 000N,

tandis que v ot g sont des nombros rdals me & annulant pas stmultandment”),

Démonstration. Llexistence des fonetions extrémales a*(z) ré-
sulte de la continuité de la fonctionelle H, et de la compacité de lo fa-
mille gy, (lemme 8). I1 suffit done de déduire low formules (4.4), (4.4").
On le fera en deux étapes,

L. Application de la méthode des multiplicateurs

Soient une fonotion extvémale quelecongque a*(3) et los doux fone-
tions correspondantes 2% {w) ot x*(2) déeritey ci-lessus, Toubes les notions
et notations de paragraphe 8 sont valables pour ces fonetions.

Considérons ’ensemble © composé do tous les systémos do nombres —
tout court points — (8" de (3.28) matisfaisant aux eonditions (3.27),
(3.28). En posant

e
4

(4.8) w0, Dy Dy Dyy oy D) s 31 (D™ |- Dy w®),
Husl)
. . I §
{4.9) x (szOv-' ':'E},,M Em tiey E’L.) e 2: (-N; ! l{'; zs)’
Hal)

") Romarquons que les fonetions @ (w) b W(2) do (4.4) ol (4.47) sonl tout & faib
semblables & celles gue j'ai obtenues dans les dquations de fonctions extrdrmnlos dans
Fyps voir {3], p.5-6.
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olt on counsidére pour le moment w,s et D,,D;,H, E, (s=0,...,L"
comme 2--2(L*--1) variables indépendantes, on peut représenter les
conditions (3.28) sous la forme équivalente suivante:

Q‘(”“Im [);)7 cery 'l—)),")"' Z‘(:Iw'}%a ces 7EL*)”‘“ (k=s1,... Q)

Q5™ 0y, Dy, D=0 (mes=d, Ly k==, .., Q)
x;f"")(ﬁ}a,]%, e 71?.1,“)'m 0 (=1, s kems Ly @),

| - Lo .
(4.10) ; (g, Dy, D)y — 0 (5",.1),,,...,]5,,)) = () (h==1,...,0),
b h
‘Q‘(”;u ]);H""D.L‘)’ i xi((/’}m]j"(‘li‘“'-E,'I.*)“"'” (j"‘":-l 3oy Th;”’m'l‘a'“;l))v
8 g Dy Do) =20 (m==1,..., 843 he==1,...,P),
Z'l(””)((];}w,ﬂb,.,,,]}7}4,)::() (=1, &y f=1,0, 0 h=1,...,P),

Qzl(m;;vl);)a--'7E‘L~)'”"Z'l("/’i:/rE(‘h“-;E.L‘)::“ (:i'—":ly"':ali l::‘.]-?""R):
.Qi(,,;n)(wl,])a,.,.,ﬁ};w)m“ (==l opp be=1, 0, R,

xign)“/’i]vw;]a~-"E.],*)“‘ “ (W']r:': ‘7“'?77U; :“:21 yere ?Gl; l-'.= 1.,...,]3)7
ol . :

Qifa, Dy, D) = 26, Dy, D),

00 oy By = g (¥ By B
Tl résulte du lename 9 qu’d chagque poing (87) de Pensemble &, suffisamment
proche du point (8%) de (3.26), correspond une fonction e (2)=ae--
- ayet ... satisfaisant aux conditions (3.31) et ay=1T", qui appartient
8 Wy 08 done aussi & gy, Powr cette fonetion a lieu Uinégalité H, <H,
car o*(2) est extrémale. En méme temps, il résulte de (4.2) que les va-
lours H, et H, peuvent &tre représentéos pour (§7) suffisamument proche
do (8%) sous I forme

(l.ll) ""a.‘;JE]Ln(‘DbI,‘ ey I)l/‘n,.ijl;u,.-u,ﬁ-l;m,.w;;a,-",-ELME;J»-,-H yE‘j“')y
(L12)  Hoyres o yu(Dlnyevoy Dy Doy D By o B B, ),

Hn congidérant le cdté droit de (4.11) commé une fonstion du point
variable (8) dans Pengsemble &, il résulte de 1'inégalité H, <Hy of (4.12)
que cette fonotion atteint au point (§*) son maximum local dans &, Mais
comme Pensemble & est défini par les conditions (3.27) et (4.10) pour
les variables (3.25), on peut considérer Je maxirmoum local en question
comme étant en ountre lié. Le lomme 4 prouve qu’il oxiste un systéme
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non trivial de multiplicateurs complexes ol réels correspondant sux
conditions (4.10), (3.27) et & la fonction (4.11)%):
hesly @),
sy oy el Q)
(==l pgs By, @),
(AR ] P)i
oIy b1y, 0),

V3 [,..

2 Sr.M)

(m)
bk

(
(

fn - réel (=
(j

py

(4.18) o4 (el iy 8y by ),
(1517;")”]‘601 (m=slyoy &3 Jedyg Dy b by,
1y - réel (f==1,... LGy b1, R,
pi" - réel (m=1,... R o),

gy - réel (=1, 0ymyy G7= Ly, Gy boarly o B,
o
t - réel,

tel que les égalités suivantes ont liew:

é’(% (Q;E&:i) . w(.{’%)) ,ﬁ( Z(W”” (ocmxg'») e (09315%)))7“
22 ) e ()] ] S5 o ()
(3 {on(552) w50
Ea g e,
2 S (5 e ()|
S (5 (S|

®) Puisque los fonctions (4.8) el (4.9) sont envers w ok ¢ des fonotions vationnelles
gpéoiales, on constate facilement que les 4ddme, 7-idme, 8-dme, 9.dme, 10-iéme
obtés gouches de (4:10) sont toujours réels.

i
P

H
-+
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(31862 )
=\ s
2 E b5 e ()
. Z ( % (\ ( o (0 j%:fz"z’,) N q,;n)(o?uii'ﬂ))))l
IR IR C]

les symboles €y, mScm); m%’”a P, Gy ‘2[2""), %5477)3 %l/, @57"'), %35}"): R, SLH
désignent ici respectivement les cotés gauches de (4.10), (8.27) ot lo cété
droit de (4.11) que ’on considére ici cornme des fonctions des variables
indépendantes complexes ot réelles (3.28) et des variables conjuguées
avea oelles-ci. Lie symbole ¢ doit &tre remplacéd dans (4.14) respectivement
par les variables citées, sauf les conjugudes. Les dérivées partielles do-
ivent 8tre caloulées pour les valeurs extrémales (3.26) et les valeurs con-
juguées avec elles, on respectant la convention du lemme 4 pour les va-
riables réelles.

Bn examinant les relations (4.14), on constate, en substitnant {e==wj
puis L==25 quelles se réduisent aux suivantes:

L~=

=

A2

i

— ] f—
”'MQ‘;A,)(/“’)(H D:;’ sy DZ') “!" 5: Mcm’ ‘Q';A(}m k) ‘(wlm -D: ER 1'DI':*) =) ,“ = I 1(1)) ’

)
v 2 (e Yy ) v--r-wéi A AN (e L =0 (k=1 @),
Aol d’aprés (4.10)%),
(4.185) Az b /4,5‘;'”’ s () (msnngy b=y, @),
Hu posant f=uvj, ob  Cesgpy (falyn, g b=l P), on obtient

1. 1. \ :
n i Q‘;(w,“_l);',, (RN] n‘l.'.*) i i T 'Qu"("lu n: yrrey f)z*)

. Z':. b ) i
e AEL 0, DR ey D) (}21“’”) q ‘”221195:'»).(2&:” Y, D80, D)

%) Voir remarque p. 20.
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P .’ L] b d
= (g b W) vy (Pag s .. )

2 3 U g, By B 0 G D e 2y

KIESY
Pott, Mapréds (4.10),
Wm0 (e By b1, P)
(4.16) k w T
Wn) =0 (mesbyy feml,a, Dy bl L, P),

En posant ==y, Ceqy (Gol,.,0y (
plus haut

A Bt), on obtient eommo
U & (it 1 Ty* "
2 (w0, DY . s )j\l el 2 217)51'1)91&:"" Yoy, Dy D) =0
= T

m

e 21y gy (g Y 4 TL Z A oy, iy EL)’”‘“ ‘
. (=l Gy ULy R),
d’ott, d’aprés (4.10),
' ‘ TPl (e oy bl R,
AWP=0 (= gy el G Ll R)

Bn posant {=D; et {=H, (s=0,...,L*), on obtiont, aprés un caloul gimple
et en tenant compte de (4.15), (4.16), (4.17), les relations snivantes:

(4:17)

Q ' Vp—-1
(4.18) [ (v207° 4 7, 70) ( ( T it z}:’”ﬁ‘"”w‘"m))

-2 2 {In (w5 ® "’h) l Z ("/u”n | Ty ;ﬁh))‘
. bl \ fonl
TP el N ’ B 4
o )2;1‘ (2 (,‘c}s;rn) Jﬂf?’z)’l’}:”””“’«fn "%m‘) J«‘,‘,’""’ - m)) , e , r}J (f}d "yt fm(ﬂ) l
(] R R

Hhol, [}

’ 2 -t " e LY.
+[2 (S pim p«ﬂp(nw) ’ o (e byon 1),
Il \fem) ,Ya ] (h‘ ”‘ﬂll*) H

1) Remarquons quon a toujours

(1 1 .
Qq,:(ﬁ‘ :D:-m:D:;*)'&"‘ = ,Q’(w,)‘)o, %z,)flt’.

Tonetions extrémales 3
G 6yl
1 - v ! Fred
(4.19) 3 2 ("’Iuﬁ/c“ 1 32*) (Z (, m) Jw(m)~ Rl }- ,“5'“) I,,(m) 8 m))
el o Mhent

r In ' : Py Iy iyl
Z (Z‘(un/ 1 ‘Til,,y) 4*"4""‘!")' S Z (Z (Z d “" I‘('“) ¢ ”‘""’))I

Dol \fev) Hpwal

{n’. (J_A (;h g~ |
3 z (2.’1 rye ‘irma) , Ay 3 ( (Z m) /‘('") o lm;n)) ‘
sk \f ]l j,ul sl .
| X, ORI A D

Ny n T (yeat),

ot
0 (3==0,...,G* 1),
(4.20) X, 1 (a@ + f(dﬁ“) (5 G .
D, an, !
ol
0 (B0, 6% —1),
(4.20") Y, t(_"lz_) H(OJL) o
o, E, FEE e h
ot ol

T s g (g1 L (8= e 1),

[0 e s)™ (850 ndnly sl g1, 0,000,

Il Déduction des formules fondamentales

Considérons los obbés gauches de (4.18) et (4.19) pour les indices
8 plus grands que L* et désignous les respeckivement par

(4.21) Xy (es=IUp1, 000,000,
(4.219) Yo o (s=mDMR1 00000,
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Fonetions oxtrémales a3
Posons On vérifio facilement en vertu de (4.22), (4.22') ot de la définition
s des nombres (4.20), (4.21) et (4.20°), (4.21') que
(4.22) (a0r) V( T 1 "’Wﬁ’k?ﬁ) 11 .
= oy L Wby, (4.24) X =2 X (e),
u
R T , ol X T
SIS i 0 e () (37,
ol | e, ('):m 70 t 4 (»)c.'m, I “,(: )
| ot -
3o g &l . "
) ) o A (4.25) X (ap) === ( . 'X,,w"‘) o a0t
8 saa (I
. e, "W;. , ' (4.28") ¥ (#) “( Yy z") v g T
412 .1:-“ N gt | Yy By, 0 ) ) | a%&* " ‘
A o 10T 71 R pour w ot # suffisamment petits. En posant ensuite
P fa ) (4.26) D () e = B (W) WX (20)
" né: M.Zml o BC"‘ o e;"' ”"T: (4.26') V() == 4 " ()2 (2),
,,, Lty . il résulte de (3.22), (4.22), (4.24), (4.28) ot (4. 22'), (4.247), (4.20") ainsi
) ‘ M que dos relations évidentes
R 6 - 1V
-+ 22 Zl‘ o B \1 \ ) P a 1 {4.27) [ () S Y
“ g I T\ P L gt ) W w
£ = 1 \ttiom W o ), ] l
+ oo e o i z;‘
ob (4.27) X (2)5 z (%),

que les exprossions (4.26) of (4.26’ 6') n 'admettent des p()les gu’aux points
zéro ot Vinfini et que P(1/®)= cb(w ) et Y(1/7) =:?{’ (#). Cos oxpressions
gont done des fonetions rationnelles spéoiales. En outre, en considérant
les identités

CQ
i F "Iczkz
- s - 1 —-zi’,,

- . , D (w)
vp-1 m ) . , .9 X () = e
+ 2 2 i ’awii, b 1 g LA (4.28) Yl Q4 (w)ow
Tl | freal ¢ 1 e ~z T T y(2)
| 5‘. Lrody Sy | (4"28,) Y(g) A [ x*’(s)z
F P pour w ob @ suffisammoent pebits, on déluit de (4.25) eb (4.23') que los

; Iy g o “/h/ P Iy 71 g i ’ . ) J
Z e AEaY g 4 degrén das fonations (4.28) et (4.28') ne sont pas plus grands que 2N —2,
hosed \ Jual T me™ ) g ﬁ.’lim 1 a0 i Y0, T

11y Remarquons qu'on verbn de (4.18) ot (4,19), la sommo

33 fv.f,f,.M.)I.{\,. (33w, | (S ]2 (z)] 22 (]

T~ e -
i AA | Ayt | o), doit atre nulle,

apruwy Mah ematyosns X
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Pogonsg
. a4 . ;
(4.29) B (w) 24 7(0’10?{ LDy ! (D Dy),
Preald
60/ Af' €, net ¢ ¢
(4.29') Wigy= Y10 G (€ Gy,
T

ot examinons los coeflicients dans los adtés droits do sos expressions, On
a, A’aprds (4.29), (4.28), (4.20), (4.3) o (4.29) (1.207), (4.40), (4.3")

i

I
(4.30) 2Dy (a 2 Xax 1):) AN
L\i
(4.30") - (3%1 Vs ‘n::) kDM D, T
at;
Trepl )
(4.81) Q)m-lr"" 52,;‘ Xyt p =1 )I):-}-pml =ty  N),

T =ppl

(4.31") G,y == GZ;. Yo(s-b o~ 1) 0y (pe=adyinny N).

Rev_e_nons aux fonctions (4.8) et (4.9), et considérons y w, 2 ol D',,J_)-f,,
B, B, (s=0,...,I" somme des variables indépondantos suffispmment
proches de 0,0 ot Dy, D}, 7y, B} (s=0,.,.,L"). On voit faciloment qu'il
exigte une fonotion

(482)  w=d'(8,},..., D50, Dy, Dyuy By By, Iy, Tge)
holomorphe envers les variables oftdes of telle que jdentiquement

(4.33) Q@@ Doy Hy) Dy, D)= (3,8 Hip),

en outre a'(0,D;,...,Hp)=0 ot —n/L<argay (b, Dy,. .., Hp)<n/L. Hn
posant dang nn entourage du point zw=0

. R = et . -
(4.34) a (2, Dyyouy Bya) = 3y (Dgyn oy Jia)e™,
o

on a en particulier

a;t(])aa--'y-m};')

(4.35) m == ngp (Degyy ooy Dy Bigy s Hya) (2400 V),

ob les expressions du o6té droit coincident avee collos o (4.1}
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Enfin on caleule facilement de (4.33), (4.34) et (4.8), (4.9):

36 X (( (')"a') ) 1 ( o (LM' \))
(4-36) B, T i\ oD, \\ 98 Jed!] T nt NP \OD, /) emo

(n=2,...,N; s=G",..., L"),

i’ - lixey

T (e, Dy, D) -|-—07)Ta = (} (s==G*,...,I",
04y L
e S g QYL LY
g g @)
el
Oup, 1 (8 & 1o (0(1,')
afly  nt\oE, \\ 82" Joe]] b\ 02 \0E, /) smo
(4.36") (n=2,...,N; s=@%... L%,
do’ . - - ay ;
7}:&"(211,1([‘.71)07"':’01,,*)“'_0'_{1':=0 (s=G",..., L"),
oy

()ﬁ],,__g; (”::G*v-"vL*)7

ot o', &,y el o, désigunent respectivement les expressions (4.32), (4.8),
(4.9) ot los ooefficients de (4.34). On obtient de la, aprés un caloul simple
et d’aprés (4.85), (4.20), (4.20') et la définition de (4.2') et (4.7")

Oy Y (s=G",...,L"~1),
ol o
ODB _E;_lﬁ; (s:Lﬁ),
des 0 (s=G",..., L' —1),
LI Y]
0K, THM e
(3 L*Dp («5 )
1 By * T*
s S (G A L "'"‘l
ity a 0D, (=G, h
D, Uf 0y ay ) (s2=1%)
uy \ 8.0, L' Dy, ,
L day, ” ]
— S:G s L - 1
Dby . o 0F, ( T "
X, l ( day, + ai.r,.u;l) =1
€ E)I’/'; -L*Di' ’

3
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ol a,z. désignent los fomotions dos cbbes droifi de (4.85), o cusuite

da,
rlm er(c’)!)ﬁ) (H--»(}',...,L*m—l)’
B T
(4.38) X,= .
....EM 2]]#({)“,;‘) . Ilﬁ“w ‘[*
.T* Eo ] " (71); L 1)1, fhusd m sl )’
E e Dy,
T*%l]n<dﬁ, (8 (., L =1),

i, ’I"“ Y
e H ( '") W II"a) P A
(Z aly) " LD e T ( b

olt les dérivées pamtwlles go rattachent aux valours extrémales D} D:,

By B (s=0,...,L*). En appliquant les formules (4.36), (4.38), (4.36"),
(4.38') on obtlenf. de (4.81) ot (4.31"):

? t rE & PENEE f |
p—1= o a‘;;— (7%2 '"[w,!(()z” »9*'-('&#(@'))((l*(z))")--oll)(a By DD

t oG, A I
B e e sy RO N ey e 1YY [
m*,%f"[m (azﬂ((“’ @) T )] %4 (o ')D””“"‘(a*(z)“"”)))..o]
(p=2,....N),
¢ D~p+l N : 1 o 1
(GRS S 7 ol Dl A ) o
1= :}; (n..z " m(az" T @) ).mol) RS

N . 1 Ltepd |
E D, o+
= [ ( az ( (Z)z Il %5'0 P ’1’ - l )J"‘:»{—i)»ml z“i’,) )‘ﬂo_l

o ’ (pe=tdyon N
Puisgu’on a, en introduisant los notations .1, ‘

_"]'_‘__( On . v 1 L*"lel
n!\ 9" ((“ ) Wﬁ(’;)) s%. (849 -1) Dy ( )um)) et

1 ( an( . ( ) » 1 T¥p-t-1 (
ot [ | Y () 2P - Sole g DB e s ore (W ) L)
nl \Ga® x*,(z) 5%* ( -2 ) u.,yp-1z,+w))”mo (2 p 4 1) et

(nyp=ttye, ),
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on en déduit
(4.39) p -y 'I’* Z ‘[{::”:L(“) (p=2,...,N), .
Pyeal
" 1
(4::39') 6'-“1)-1'7' 1,'4 S fl { I)“:—m-l (p:27'~-7N)~
Ny

On caleule de la méme maniére de (4.36), (4.38), (4.30), (4.38"), (4.38),
(4.80") et (3.10)

(4.40) 3@0,”%_‘\‘] % e ,1,, Z Hyup- e L* DYy == wL* D,

Nem2 Pl

(4407 2@ = r* Z HAh 1'* Z Hyn A ™5 L2 By,

] N

1’* Z (= ) e 2T L B

Tom2

BEu posant done

i
T oEst e

- ST ¥ wL* TN
Vil g == L Dyee=— w17 LY BT, |

on vérifie, suivant (4.39), (4.40), (4.29) et (4.39"), (4.40"), (4.29') que les
fonctions (4.26) et (4.26') ont la forme (4.5) et (4.6).

Pagsons maintenant 3 la déduction des formules (4.4). On déduit '
de (4.22), (4.25) et (4.227), (4.28") que

i [ 1 ,tlw
(441) Re i L?J{EC,[ & (0) (£2* () —

|
(,,) D XD X, D:W))

= gmdl

" (xl)"(’) {-uﬁzg)),

, - ,dz »
N

1 o 1 - .
- ( 33 (mEs T, E:w)) (s B 1
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oL ¢ désigne uno circonférence suffigamment, petite de centro zéro, of §
“un nombre naturel queleongue et olt nous admettons los notzmonﬂ
pA
(442) (@G0 3] DOt DIt ) (fea1,2,.00),

smo

!
(442) (") - 5’1 Wyt BYDR gy ) (f 1,200,

On véritie facilement, en tenant compte do (4.42), (4.18) of (4.42'), (418"
et de la définition des nombyes (4.21) of (4.217) que leg ebton droity de
(4.41) ot (4.41') se reduigent 3 la formo

-
(4.43) Z(ar/d!J}'(vf'zc>vl "'lc!)?(""’lt))‘
Jenaa} .
" 8 /ul -
-+ Z(Z ( Mﬂm) Q;'(m)("‘/‘/c) 4 2gm Q?(m)(,,,,/ﬂ)))’
kel At L .

. bl

+]2Y ("“ o) 2 o) l l .,}f ag 85 (0] 35?'('?1:).)))1
Lml =l E

I_\
qpp

é?

~1

@MMWM!WWWNMI

B |
[Z (2 751:1),{1;'1(11&)((()1))' (f=1y8,00),

._.

IR
+ 32(2'1/!’/1 COL)

L dml \fed Il \fpwl
(4.43")
B T 1%
- Z ("’IaXf (%) -+ vy (%)) \ (\ (/053") T ) |- g e )))’
, Rl oy MW |

- Z(Z {2ty W/w)ﬁ;i(f/'m))l + 12 \’(Z ( \"‘ i ™ flu)))’
R Iwal ‘H!ﬂl

| hml \ el oo |

|
1o

R i ] Mg
Z(ZI’WM "/’ZJ)] ’ >(V( DA ))l (fosly2y00),

Tl f il me-
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ot Q}'l(‘m)nﬁ,’.‘((;m) of g (y)= 267, Mais revenant aux relations
(4.21'), on ohtient pour (A/LZ), (4.42) ot tout f naturel les égalités

!2,(44%) =y e (k=1,...,0),
L5 () == 0 (m=1,...,9 k=1,...,0),
1™ () == 0 (=1, ., k=1,...,0),
_Q;’(fph)m.,.);’('n,,,) (h==1,...,P),
(h4d)  Qf ()= g0 (gwy) (==, I h=1,...,P),
70 (1) = 1) (m==l,..., 8,5 h=L,...,P),
11 (qugy == 0 (M=, 0, bys f=1,...,In; h=1,...,P),
Dnlw)=gnlwy)  (j=1,...,6; I=1,...,R),
L7 () = ) (m=1,...,035 I==1,..., R),

2 ()= 0 (=1, qy; j=1,...,6; I=1,..., R),

Dong, en comparant les formules (4.44), (4. 28) (4.41), (4.43) ot (4.28"),
(4.417), (4.43") on a immédiatement les formules cherchéos (4.4).

Tn faisant ane substitution dans les intégrales & gauche dans (4.4),
ot on profitant de Videntité dvidento

A (3) @ (2 (2)) = 1 1),

on parvient aux formules (4.4'). Enfin, en passant aux nombres © ot 9
nous ‘voyons facilement de (4 39), (4.40), (4.29), (4.28), (4.22) et de (4.39"),
(4.40"), (4.29'), (4.28"), (4.22"), qu’ils ne peuvent s’annuler simultanément,
car da‘ns ce cas les mulhplmateurs (4.13) devraient 8tre tous égaux & zéro.
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