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Wstep

Btosowuanie w pierwszych okresach roswoju lotnistwa uproszezonych
i, co jest z tym wxento polgezono, nicdostatecznic dokladnyeh metod
obliczeniowych. powodowato praez dugi ezas hrak jasnyeh i poprawnych
pogladéw na prace kongtrukeji cienkodeiennych w lotnictwie. Wiadomo
bowiem, zo zwylkda teoria zginania i skrecania, talca jaka sie TOZWija
w kursach wytrzymatodei materialéw, prowadsi do blednych wynikéw,
gdy sig ja stosuje do konstrukeji cienkodciennych.

Prayozyn fego jest kilka. Najistotniejsza z nich jest lekkodd i deli-
katnogé komstrukeji cienkosciennych zwigzana z cienkodein i smu-
ktoseig eclementéw skladowych. Stad wrazliwosé tych konstrukeji na
naprezenia lokalne, ktéryoh wpltyw pomija na ogét zwykla teoria zgi-
nania i skrgeania, powstala w zwigzku z wytrzymalodeia olementéw
masywnyeh; stad zawsze zagragajaca bezpieczenstwu utrata statecznodei
nie tylko poszozegélnych elementéw jako calogei, ale réwnies pewnych
ograniczonych obszardw Jkonstrukeji i pewnych miejsc samych elementéw.
Zagadnienia. tego zatom rodzaju, jak wprowadzemie sit skupionych,
wplyw utwicrdzonia itd., kbére nie odgrywaja w istocic Zadnej niemal
roli w statycznych obliczeniach elementéw masywnych, musialy zostaé
dokladnie rozwazone w odniesienin do konstrukeji cienkogeienmych.

Niemniej istotng role odegral fakt, ze elementy cienkogcienne, jako
szezegGlnie lekkio i racjonalne pod wzgledem uksztaltowania wytrzy-
majosciowego, znalazly swe gléwne zastosowanie w konstrukejach lot-
niezych; te za8 konstrukeje maja wiele eech im w szezegélnosei wiadoi-
wych (jale agymotria przekrojow, zbieznogd, liczne wykroje) i sa nara-
zone na dzistanie speoyfioznych obeiggen, jak zginanie polgezone zo
skrocaniem, oraz na réznego roduaju, ezgsto niebozpieczne dla cadofel
konstrukeji, stany drgan, uderzed, obeiggenn zmiennych ibd. Ta rézno-
rodnogd ezynnikéw dynamioznyeh (obciggen) oddzialujacych na preoyzyjng
konstrukejo lotniczn, od ktérej wymaga sie niemal calkowitego hezpie-
ozefstiwa, byls drugg wazng prayezyng powickszenia dokladnosei metod
obliezeniowych. i jak najbardziej szozegélowego wniknigeia w powsta-
Jaca w konstrukcjach cienkodeiennych gre naprezer. Zawito§é zjawisk
oraz trudnodei natury matematycznej i, w wigkszej jeszeze mierze, ezysto
rachunkowe, nie gprayjaty jednak szyblkiemu wyjagnieniv, powstalych
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zagadnien. Dopiero po zakorezeniu ostatnie] wojny ukazalo sig kilka
prac, w kidrych teoria konstrukeji cienkodeciennych, whadciwie 7o teoria
dzwigaréw cienkobciennyeh — o ktorej dalej bodzie wylacsnie mowa —
sostala rozwiniota w sposéb Scisly 1 dostatecznie ogblny. Z teorii tej nie
zdolano jednak - ze wzgledu na poprzednio wspomniane trudnodei —
wyprowadzié wezystkich wnioskéw, kiére wyjasnilyby w pelui zamie-
szanie w pogladach, panujace dotychezas wiréd wieln statykéw lotmi-
ezych. W szezcgdlnodel odnosi si@ to do posytecznych w codziennej prak-
tyce konstrukiorskicj pojeé rodkd Scinania i frodka skrecania. Pojecia
drodka deinania i drodka skrocanis — windciwie zad osi deinania i osi
gkrocania, bedacych odpowicdnimi miecjseami geometryeznymi  tych
frodkéw — odgrywanja dofé duza role w teorii diwigardw cienkodeien-
nych. Dotyezy to miedzy innymi zagadnienia drgad skretno-gietnych
dgwigaréw (skrzydlowyeh), dla ktérych nie jest obojefny ksztalt i polo-
senie tzw. osi spresystejt); o tej osi zaklada sie, ze laczy ona wiadciwodel
ogl $cinania (jezeli w lazdym przekroju diwigara wypadkowa sil dzia-
lajacyeh praechodzi przez of $einania, to mnastepuje ugigeie dZwigara
hez gkrecania) z wladciwodciomi osi skrecania przy ezystym skrecaniu 2).
Tymezasem w wielu przypadkach stwierdzono, ze zatoZenie takie moze
byé podane w watpliwo§é. Podobno znaczenic ma ksztalt i polozenie
obu wymicnionych linii w zjawiskach niestatecznogel pretéw - cienko-
dciennyceh o przekroju otwartym ), w zagadnieniaeh dodatkowego wplywu
skrecania na wielkosé naprezen i odksztaleert ddwigardw cienkodciennych
itd. Dla dociekani teoretycznych nie moze byé réwniez obojetny fakt,
#e konstruktorzy lotniczy szezegélnie chetnie — zwlaszeza przy bardzie]
prymitywnych metodach obliczen — posluguja sie pojeciem osi Scina-
nia, czemu nie mozna sie zressty dziwié. Aczkolwiek bowiem z punkiu
widzenia $eciglejszyeh teoril pojecie to mosma uwaiad za niezbyb istotne,
to jednak znajomosé polozenia osi $cinania pozwala na oceng, jednym
rzutem  oka, wielkofei momentéw skrocajacych, wca,le nieobojetnych
np. dla obliczenia wytrzymaltodei skrzydel.

Brak dokladnej definieji i analizy osi Seinania i squczmm OYAZ AWig-
zana z Gym brakiem niejasnodé pogladéw na oba pojecia wyplyws nie
tylko z trudnofei natury teoretycznej, lecz réwniez z tego, e pojecia
te powstaly i zakorzenily sip gleboko joszeze w pierwszej, dodé prymityw-
nej fazie obliczen statycamych, W tej fazie wyznaczano naprezenia w dzwi-
garach skrzydlowyeh w zaloieniu, Ze utwierdzenie dZwigaréw w kadiu-
hie samolotu jest tzw. swobodne, i stosowano réwnoczesnie wzory dla

1) Por. np. [1].

%) Of skrecania jest mle]scem geometrycznym punktéw, dokola ktéryeh naste-
puje obrét przekrojéw poprzecznych w trakeie odlsztalcen diwigara.

) Por. podstawows prace z tej dziedziny Wiasowa [12] i Kappusa [4]

Welep

<t

naprezon, obowigzujace deifle tylko w szezegdlnym, nie majacym prak-
tyeanego znaczenia praypadka, gdy obeiazenie dziala na wolny koniec
AAwigars.

Opierajae sig na tyeh dwoch prayblizonyeh zalozeniach wnioskowano
Przes elstrapolacje, %e poloZenie osi deinania zaleZzy jedynie od geome-
tryezyeh wlasnodcl prackrojdw poprzecznych, a nie zalezy od utwier-
dzenin déwigara i roznieszezenia obeiazernt. Poglad taki nie byt w isto-
cie niczyr uwzasadniony i jedynie na podstawie wynikéw dofwiadezen
mozna bylo praypuszezad, 7o w omniej dokladnych metodach obliczeil
mozna go wwazad s wystarezajaco prayblizony. Ostatnio avtor wykazal
[8] ogblnie dla ddwigaréw cienkodeionnych o prackroju dwuspojnym,
ze polozenie drodlka einania w przckroju kocowym (na kodeu wolnym)
zalesy od sposobu utwierdzenia drugiego korica d4wigara, o w innej pra-
y [7] podal w watpliwodé teoretyezne uzasadnienie samej definicji
ofi feinania, tak jak sie ja dotychezas formuduje.

Zrédiem podobnyeh niejasnodei jest réwniez pojecie osi skrecania.
Jak wiadomo, wedlug twierdzenia . Webera [11], srodek skrecanin
koneowego przekroju dwigara wipornikowego obeiazonego para sit dzia-
lajaca w tym przekroju (ezyli poddanego ezystemn skrgcaniu), gdy utwier-
dzenje (Zwigaray jost sztywne, pokrywa sie ze Srodkiem Acinania tego
przekroju. Twicrdzenie to bylo uwazane za stuszne réwniez poza gra-
nicami swej wasnoked, boz dostatecsnego uzasadnienia. Twierdzono za-
tem m. in., zo polozenie i keztalt osl skrecania (ktorg traktowano hes
zadnyeh, walpliwosei jako linig prosty) nie zaleza od rodzaju ubwierdzenia
i obciggenia i ze of ta pokrywa sig # osig fcinania (stad pojecie jednej
tiylko osi — sprozystej). W kilku pracach, [3], [B]-[9], wykazana zostals
nieshusznodé takiego pogladu; undowodniono réwniez, o of skrecania nie
przedstawia w ogélnodei linii prostoj oraz ze polozenie jej zalezy nie tylko
od rodzaju utwicrdzenia, ale ponadbo od rodzaju a nawet wiellkkodei ob-
ciggenia. W pracach W(-h wikazano na fakt, ze aczkolwick w przekroju
koticowym, oheigzonym, istnieje punkt, ktéry ma cechy przypiyywane
$rodkowi goinania, to jednak przylozenie sity w tym punkcie powoduje
obrét wazystlich przekrojéw poprzcesnych, s wyjatkiem jedynie samego-
przoekroju oheigganego (i oczywidele przekroju utwierdzonego). Taki whio-
sek jowt naturslnio foorelyesnio spracezny z tradycyjnym pogladem na.
rolg osi feinunia, chociag fradno jest joszeze okredlié jego znaczenio jprak-
tyezme (jakby wynikato # obliczonego w niniejszej pracy przyldadu —
raeze niowiclkio). W kazdym juinak razie zwezas on jeszeze bardsz i
granice stosowalnode dotyohezasowej definioji i praypisuje drodkowi
feinania snaczenio racxoej lokalne.

Yauwazmy, %o dotychezas mowiliémy o grodku Aeinania przekroju.
koneowego i o osi skroeania Wlko w takim przypadla, gdy obeigZenie
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dziala w plaszesyZnie przckroju koricowego. Natomiast petne wyjasnie-
nie zagadnienia wymagaloby rozpatrzenia wplywu sit dzialajacych w prze-
krojach pofrednich (a nie koricowych). Takie jednak sformulowanie
napotyka na bardzo znaesne trudnofel natury rachunkowej, swluszeza
gdy rzecz dotyczy konkretnych prayldaddéw, a nie rozumowari ogélnyeh,
Z tego wzgledu w niniejszej pracy ograniczony zostal zalkres uogélnienia
dotychezasowych wnioskdw, jakkolwick nie ma Zadnyel zasadniczyeh
trudnodei do catkowitego wyjagnienia istniejacych watpliwodei. Nalo-
zome ograniczenie polega przede wezystkim na tym, ze rozpatrzono dzia-
lanie jednej tylko sity pruylozonej w praekroju pogrednim (aresaty dowol-
nym), a nie dzialanie dowolnego oboiagenia. Dla tego praypadku podane
zostaly wzory ogélne dla wepllizednych drodka fcinania przekroju
obeigzonego w zatozeniu, %o przekrdj ddwigara jest dwuospéiny, a utwier-
dzenie sztywne.

Aby pokonaé maczne frudnogei rachunkowe wystepujgce pray
obliczaniu konkretnych praykladéw, przyjeto — bez uszezerbku dla
feistodei wniogkdéw — ze pokrycie przenosi jedynie naprezenia feinajace
(jest to zatem tzw. pokrycie »hiepracujace’); natomiast przyjeto réwno-
czefnie, ze dwigar ma wzmocnienia podluzne (listwy, pagy), ktdre przej-
mujg catkowicie istniejace naprezenia normalne. W tym zalozeniu pray-
pomniane zostaly poprzednio wyprowadzone wzory dla dZwigars o prze-
kroju trapezowym niesymetrycznym [7] i przeprowadzone clelctywne
obliczenie dla przekroju prostokgtnego majacego jedna tylko of sy-
metrii 4). Przyklad ten wykazal (jak oczywidcie powinno byé), zo srodek
$einania przekroju kodcowego nie pokrywa sie w ogélnodei ze frodkiem
skrgcania tego przekroju i zespolenie obu punktéw nastepuje dopiero
wowezas, gdy obcigzenie diwigara przeradza si¢ w tizw. skrecanie oxyste.
Udalo si¢ réwniez stwierdsié, ze przy utwierdzeniu sztywnym® of skre-
cania nie przedstawia w ogélnosei linii prosteji ze polozenie jej zalezy na
0g6l od rodzaju i wielkosei obeiazenia. Poza tym okazalo sig, Ze polozenie
frodka $cinania przekroju koricowego jest zalezne od dlugofel diwigara;
dla dZwigardw bardzo krétkich (wiasciwie — bardzo ,krepych’) odlegtodé
frodka deinania od drodka ciezkodei przekroju moge wzrosnaé traykrot-
nie 'w pordéwnaniu z tg sama odleglogeia dla d4wigaréw wysmuldych.
Oharakterystyczne jest przy tym, ze w miare zoomicjszamia sie dlugoei
dzwigara frodek feinamin przesuwa sig po krzywej, pokrywajacej sie
.z osig skrecania wyznaczong dla przypadku skrecania czystego.

) Asymetria przekroju prosbokatnego polega ns nietéwnyel polach prao-
krojn pasdw.

1. Wzory podstawowe

Rozpativzy  déwigar clenkodcienny walcowy utwicrdzony sztywno
jednym koeem w podiozu sztywnym. Zalézmy, ze przekroje sa nie-
odksztatealne w swyeh plaszezyznach i dwuospéjne (tzn. zamknigte i bez
praegrdd) ovaz 4o majy co najwyzej jodng of wymetril. Praekr6] diwigara
jest uwazany zs niezmienny, o oznacza, %e grubodé § feianek w punktach
polozonyeh na toj samoej tworzace] jest stala.

Poczatek O prawoskretnego ukladu wepélrzednyeh prostokatnych
@,y,# umieszezamy w grodlu cigzkodel przekroju podporowego. Za of 2
przyjmujemy of podinina déwigara, za dwie pozostate osie (@ 1 y) —
gléwne ($rodkowe) osic bezwladnosel
przekroju podporowego (rys. 1). Poloze-
nie dowolnego punktu dfwigara bedzie-
my okredlali albo wspllrzednymi @, y
i ¢ albo wepblrzednymi s i », gdzie 8
oznaeze odleglodd micrzong wzdluz kon-
furn przekroju od pewnego punktu po-
czatkowego (lezacego na tworzgoej obra-
nej za poezatkows dla wszystkich prze-
krojéw). Po przekszbalcenin diwigara
dowolny jego punkt ulegnie prze-
mieszezeniu o skladowych &, 4 i T, k- Rys. 1
re 85 w ogdlnodel funkejami poloZenia.

Powinny to byé funkejo ciggle wepdlrzednych, gdyz wszelkie ich skoki
bylyby z punktu widzenia fizykalnege réwnowazne rozdarciu Iub rozwar-
stiwieniu materiata, .

Jak wyjasniono na innym miejseu [B], skladowe przemieszezenia
& 11 F odpowiednio w kicrankn osi o, 91 # 8 praedstawione praez naste-
pujace wyradenia:

{1.1) & E () D),
(L2) T (o) 0(0)e,

4 .. G dn
(1.3) P e gL
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W powyzszych wzorach £(2) i 5(e) oznaczajs przesuniecia (postepowe)
w kierunku osi # i%y, jednakowe dla wszystkich punktéw przekroju,
H(z) zad jest katem, o kbtéry dany przekrdj obraca si¢ w swoj plagz-
ezy#nie. Symbol ¢ lub wyrasniej: badz {{@,y,2), bads {(s,#), jest tunkeja,
obrazujacy zakrzywicenie ezyli spaczenie przekroju.

Z zalozenia nieodkaztalealnodel przekrojéw w swych plaszezyznach
oraz nader matej wartodei liczby Poissona wynika, %e hlonowy stan napre-
#enia panujacy w Sciankach (w powloce) d4wigara sprowadza sig do dwdch
skladowych. Skladowymi tymi sa: naprezenie normalne o, lub kréeej o,
w kierunku osi podiuznej déwigars oraz naprezenie Scinajace .

Naprezenia o i = w postaci uzaleznionej od ,skladowych” przemiesz-
ezenia &, g, ¢ 1 9 pracdstawiajy nastepujace wzory ®):

a @ 1l

w5 1= (_,,+ ”")

w ktérych v oznacza diugoéé prostopadlej opuszezonej ze srodka ciezkodei
na gtyczng do konturu w dowolnym jego punkcie. Zalésmy, ze sily zew-
netrzoe dziatajace na dzwigar gg prostopadie do jego osi podiuznej. Wéw-
czag réwnowage napieé zewnetrznych panujgcych w dciankach dZwigara
okredla réwnanie rzutdéw sit na kierunek tworzacej?)
do  d(vo)

1.6 Botm e ] =0,
(16) 0z & ds

Réwnanie to po uwzglednieniv zwigzkéw (1.4) i (1.5) przyjmuje
nastepujaca postad: .

¢ 8 (64‘ ) 0*1: G b(dr) ad e @y

LT |G 8 b s Bk P P

Tds s a2 de*
Jest to réwnanie rézniezkowe o pochodnyeh czgstkowycli drugiego rzedu
wrgledem zmiennej [(s,z), zawierajace nadto trzy funkcje £(2), n(2)
i #(x). W ten sposdéb zagadnienie zasadnicze zostalo wprowadzone do
odnalezienia ezterech nieznanych funkeji {(s,e), £(2), n(2) i ¥(z), spel-
niajgeyeh réwnenie rézniczkowe (1.7) oraz pewne warvanki dodatkowe,
o ktérych dalej bhedzie mowa.

Rozwigzanie . tak sformulowanego zadania na wartodel brzegowe
nastrecza znaczne trudnodei matematyczne, mozo jednak byé uzyskane
w sposéb nastepujacy 7):

®) [9), ust. 4 1 nastepne. °) [0], usb. 5. 7) [9], ust. 6 i nastepne.

Wrory podstawowo 9

Praedstawmy funkeje &, 9, i &, kidre spelniaja réwnanie réznicz-
kowo (1.7) ovaz wszystkic praepisane zadaniem warunki dodatkowe,
w postact

(1.8.1) fen go,%g‘ ¢,
(1.8.2) ,,ﬁ,,o_,_gx 3
(1.8.3) £l ;‘:C;
(1.8.4) P Z")‘

Tutej wielkodei oznaczone wekanikiem 0 nazwiemy preemicszozeniami
cwigzamymi 2 wiitadem napresert wedbug teorii , inéynierskief”; odpowiednio,
wielkofiei ozmnaczone wekagnikiom 4 nanwiemy preemieszozeniams 2wiqga-

[~}
nymé 2 i-tym uldadem napreden samozréwnowasonych (znak X przedsta-
wia gume, w ogélnofei niegkoriezons, tych przemieszezen).
Jezell wyrazonia (1.8) podstawié do wzoréw (1.4) 1 (1.5), to otrzy-
muje sig

o0
(1.9.1) o=d" Y ot
* »
(1.9.2) w4 )

gdz'y przyjeto nastepujgce oznacsenia:

(1:10.1) rr°¢-:=1f](- 'Z‘f: - E Y+ %é.)
(1.10.2) ,ﬂmg(d_(;’;_o. - ‘;5:)
(L11.1) ,rt,,,(,z(.. ?:5” sﬂ: y- 004;)

Zialézmy levay, %o

10 Naprozenia oznaczone wskednikiew 0 réwnowazg calkowicie (sg
statyeznie réwnowagne) obeigsenie zewngtrzne. W zwigzku z tym 8g
one nazywane dalej napreseniami obliczonymi wedbug teorii elementarnyoh
(,yinzynierskich?), gdy# postad tyeh wzoréw — bedacych na ogél wzo-

®
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umi prayblizonymi — zostata zaposyczona z elementarnych teoxii wytrzy-
‘malofei materialéw (wzér Bredta dla czystego gkrocania i wzér elomen.
tarny dla zginania).

3% Napresenia oznaczone wskagnikiem ¢ tworzy samnzréwncm'u,y',oxm,
czyll tzw. zerowe uklady naprezen, kidrych sita wypadkowa i moment
wypadkowy sg réwne zern. Zadaniem Gych napresen jest takie uzupel-
nienie naprezenl ,inzynierskich”, aby naprezenia wypadkowo spelniaty
wezystkio warunki dodatkowe zadania, & przemieszezenia wypadkowe
byly ze sobg zgodne (tzn. aby nie wywolywaly ewentualnyeh poflize6w
wownebrznyeh i rozdareia materialu deianck ddwigara).

Dokladna analiza zagadnienia doprowadza do nastepujgeyel wzo-
16w dla napresen (wypadkowyeh) w deiankach diwigara 8):

. Mm(z) § - A, (=)

1.12.1 v
(L12.1) n, "o,

@
+—E—§:(WAW— By ey [A'Qu(2) 4 BQ, (2)-1- C* M2 (17"‘
G i - By - %s)';z‘z“ A () - 121/('“)"' o (&) GZ 1,

199 ¢ . Q"'(z) e Q?l(z) A5y ‘n{¢(z) 3 X Vi, dcg
(122) w= ke SR 2»_1—1;3-»-{--62((1»—}-- ﬁs—)zﬁ
W powyzszyeh wzorach @(e) i Q,(s) oznaczaja skbudowe sily popraecs-
nej w dowolnym przekroju g, a My(e), My,() i M,(e) skiadowe momentu
sit wzgledem frodka cigikodel tego praekroju.

~ Zatozymy raz na zawsze, ze obeiggzenie dswigara stanowi jedna sila
P(P,, P} dzialajaca w przekroju z=a, prostopadia do osi podininej
i przylozona w punkeie (w,,9,,4a). Wowezas jest dla 2<a

(1.13.1) Qu=Py, Q=P
(1.13.2)  Mpy=-—Pyla—2),  My=P,(a-2), My=Pyup —Pyiyp.

Wyjagnimy teraz kolejno inne ozmaczenia uiyte we wzorach (L.12)9),
Przede wyzystkim wige znane symbole I, i I, praedstawinjy momoenty
bezwladnodel (gléwne i frodkowe) odpowiednio wrgledem osi prackroju
réwnolegtych do osi @ i y; symbol F' oznacza pole zawarte wewngtrz kon-
turn przekroju. Funkeje £f spelniajy nastepujgee réwnanie résmiczkowe:

G d R 7y . . )
(1.14) TN [5 (O‘W + d:)] b T At By e £ me0)

5) (98], wzory (10.1.1) i (10.1.2).
) [9), ust. 7, 9 i 10.

Wzory podstawowe 1t

w ktorym A", B, S oznaczajy nicznane parametry. Dl wyznacze-

nia tyeh parametréw dysponujemy miedzy innymi nastepuigeymi réw-
naniami warunkowymi (w ktdrych wystepuja w postaci niejawnej row-
niez obic stale calki ogdlnego réwnania (1.14)):

(1.15.1) AT, § 2L Suds =0,
(1.15.9) By § &Sy s =0,
A Calk o
‘(.]‘.,1,5.3) ey (f i ds - .(f : ‘f: Srds =0,
1.15.4) B0y £ (N,
(

S (u'};)] l( . «Z:‘,i)]
1.15.5 oo O (ot - S0
(L1.15.5) I_‘S( o A Ci s

Tutaj § oznacza catkowity dugodé konturu przekroju, a symbol § catke
krzywoliniows wzdluz tego konburu (oczywifcie zamknieta).

Wobeo tiego, %o calke ogdélng réwnania niejednorodnego (1.14) moina
przedstawié w postaci

(1.16) Ly P () QU2 (o) - AP (5)-1 B (5)-1- CPi(s),

gdzie FUi B pamedstawiajg calki szezegélne odpowiedniego réwnania
jednorodnoego, w ostatnie frzy wyrazy — calke szezegdlng réwnania (1.14),
wige z widdadu réwnan (L18) moima wyznaczyé cztery z piecin stalych P,
Q' A% B'i ' w zalesmofici od jednej z nich. Poza tym warunek, aby
nklad (1.158) mial rozwigzanie rézne od zera, doprowadza do réwnania
charakterystycznego dla wyznaczenia wartodei parametrn & (w ogdlnym
przypadku — nieskoriozenie wiqlu tych wartogei).

Dla obliezanin funkeji Z'(z) dysponujemy nastepujacym réwna-
niem. rézniczkowym:

A @ " .
(any R T () By () OB ()] 0.

Po tych wyjadnienineh pozostajo jesseze okreglié we wzorach (1.12)
symbole FF 1 #%  Wurtodel ich sa nastepujaee:

(L.18.1) F g i Nyrds Sy,
. L[
(1.18.2) W s W .}6 S s Sy,
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gdzie prayjeto
. 8
(1.19.1) Sp== [ Sy s,
0
8

(1.19.2) 8= [ duds.
0

W dalszych rozwazaniach ponadio body uzybeczns wyrazenia dla slcka-
dowej przemicszezenia ealkowitego w kierunku osi z oraz dla kata skre-
cenia. Przyimujs one nastepujacs postad w praypadlku, gdy, jak to zato-
sylidmy, na déwigar dziala jedna tylko sita P(Py,Py)10):

) 1 (Pa Py &
1.20)  femo ( X ,”.-,‘)( PN DA
{1.20) a\T b P |

1 OE" { 1ot i i o 1 i
-+ 7 Z (—ddtar - By L) (APt B ,I’,,—L(!‘.III,-L(}Z”)» Ko Ly,

1 (PJI, PO, M & F

1.21 9= alle | By 2R NV o plas

(1-21) wF(Q oy ]zwkkzﬁjﬂm
0

‘We wzorach tych przyjeto nastepujgce oznaczenia:

. . - FEIB
(1.22.1) I.Ixzf«-g- das,
2y
(1.22.2) Huzjﬂ.—@i ds
)] !
(1.22.3) Il = “.
FE

K i L oznaczajy pewne wielkodei stale.”

10) 18], ust. 8 1 9. Oczywidcie, wzory (1.20) i (L.21) w foni
) [ 3 ! iscie, wz . , pelnym swym brzmndeniu
& Waine jedynie dla odcinka diwigara, dla ktérego jost O:Zz=tao. Dla odeinka o<zl
zmk_&l*k W tygh ,V:Tzomch wyrazy zaleine od P,-i P, (ovaz od M) 1 wlegnjy zmiunie:
postaé funkeji Z' oraz stale 1 L (por. dalej podany wrzory (2.0)-(2.‘10)).

2. Diwigar obciazony sila pojedynczy

Nioeh na ddwigor dziala jedna sits P(Py,Py) praylozons w punkeie
(1 Y ®)- Prockroj g==a dzeli ddwigar na dwie czgdel: na czéé blizsza
miejsen ubwicrdzenia, ktéry ozpaczymy symbolem I (rys.1) i na czedé
blisszg konea swobodnego, kidry oznaczymy symbolem IL Rozetnijmy
w mydli dAwigar na to wladnie czedei 11 XX, Wiedy, dla zachowania réw-
nowagi, nalezy w plagzesydnio podzistu praylozyé dwa zbiory ukladéow
samozrownowazonych: jeden. dzialajacy na czesé I i drugl dziadajacy
na ezesé TL. Dziatanie obu tych ukladow ma oczywifcie zastapié wrajemne
oddziatywanic obu oddzielonyeh czedel, pray czym zarGWnOo praemieszeze-
nia obu ozedel, jak i napresenia normalne powinmy byé w plaszezyznie
dokonanego rozcigeia wzajemnie réwne, aby faktycznie istniejaca ciaglosé
konstrukeji nie doznala uszezarblen, Zatem w plaszezyinie dokonanego
rozciecia powinnoe byé (dla 2e=0)

(2.1)
(2.2) fle= M,

Ozedé T (dfwigara znajduje sie w takich warunkacl, jak déwigar
utwierdzony sztywno jeduym. kofeem i na koficu wolnym obeiazony sily
P(P,,P,) oraz zbiorem ukladéw samozréwnowazonych, Wiadomo, Ze
utwierdzenie sztywne mozng zastapié utwierdzeniera swobodnym, jezeli
w przekroju utwierdzonym przylozyé zbiér uktadéw §ATNOZYGWILOWAZO0-

“nych, ktbre sprowadzg do zera spaczenie przelkrojn ubwierdzonego. W da-

nym wigoe razie w powloce czefoi I dzialaja dws uklady naprezen zréwno-
wagonycl, kiére moins sastapid jednym uldadem, byleby spelnial on
podane wyzxej warnnki brzegowo (2.1) i (2.2) w miejscu przecigeia oraz
zrozuminty warunek brzegowy w przekroju uhwierdzonym:
(2.3) (0)==0.

Uklad naprezed gamozrGwnowagonych, wystepujacy W czedei X1
d#wigara, niezaleznie od gpelnienis warunkéw (2.1)1 (2.2) w miejsen prze-
cieeia powinien speiniad nastepujacy warunek Dbrzegowy W przekroju

B

(2.4) o (L)==0.
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Warunek ten ugtala, z¢ przekréj koncowy diwigara jest wolny od dzia-

Jania sit zewnetrznych réwnolegtych do osi 2, co odpowiada prayjebym

poprzednio zaloZeniom.

Rozpatrzymy teraz kolejno mnaprezenia i przemieszezenia w ohu
czeficiach dZwigara.

Ozedé I. Ze wzorn (L12.1) wynika, ¢ w ezedel T ddwigara panujg
nagtepujace naprezenia normalne:

v _[Jm d/lt
(2.5) (;Im=-~(~}f" o+ ’”) *‘Z By, -
. VY

Odpowiednie przemicszczenia calkowite podiusne 7T i kat skrogenia 9%
zngjdujemy ze wzoréw (1.20) i 1.21). 8a ono rdwne

. 1 [P Py #
SO L A Y L W
(2'6) o E( 1z ! I )(a 2)“

N 2 e Ay By 4 1) (AP, 4 BP0 My 75) - K — Ty,

L (P, P, MJT [

2. T_ vt - i1 T .
(27) v= 2GI’( I, + I, +211)—{200dez

Czedé II Dla ezedel II dfwigara otrzymujemy kolejno
, . dz“
(2.8) L‘Z( Ala =By th
(2.9) =3 (—Afw—By () 2% — K- Iy,

o0 z

(2.10) = 3 medz—l—m‘)I(a).

Znaczenie gymboli uzytyeh we wzorach (2.53)-(2.10) jest zrozumiste
na -podstawie poprzednio podanych wyjasnien. Wmlkoém AL B, 0 oraz &
sq jednakowe dla obu czedci dZwigara, gdyZ ma on % za.:‘romni:u ghaty prao-
krdj, a wymienione wielkodel sa zalesne jedynie od cech geometrycs-
nych przekroju.

Powréémy teraz do réwnania rézniczkowego (1.17), ktdre sty do
‘wyznaezania funkeji Z'. W danym razie przmmu]e on, postad

27t
(2.11) %g— T Z"=0

Dawigar obeinzony sily pojedynezs 15

i jego calka oghlng jest wyrazenic
(2.12) Br=R1d - S,

w kibrym B i & oznaczaj stale calkowania.

warunck (3.4) po dluzszych przeksztaleeniach i uwzglednienin pew-
nyeh zwigzkow, kiérych Oméwulnm pominiemy 1), mozna zastapic
narsfgpunc'ym warukiem:

(2.13) [‘W] 0

Wobece tego wwzgledniajge (2.12) otrzymujemy

(2.14) T LT
skad '

(2.15) L N, Ry glg- ey
gdzio

(2.16) Bra=

Zamiast warunku (2.3) otrzymuje sie, réwnicz po dluzszych przeksztal-
ceniach, warnnek

. APy BUP, - O' M,

(2.17) (7] gt e o w‘fd y My

Uwezgledniajac (2.12) otrzymujemy zatem dla czofei I ddwigara
P ip

(2.18) 28 R (g ™) f*.ﬂififﬁ.gﬂ‘fﬂ =y

W podobny sposéb 7) daje sie wykazad, ze warunki (2.1) i (2.2)
mosnn zastapié nastepujsoymi warnnkami:

[ /“] [_‘Vflf J
(2.19) P Pl ) R

. o AR BP0,
(2.20) (2 [P - |

1) Znalesé je moina w pracy [B].
W) Tutaj szezogétowo nie przedstawiony.
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% tyeh warunk6w przy uwzglednienin zwigzkdéw (2.15) 1 (2.18) mozng
okreglié wartodei stalych calkowania R™ i ™. Pomijajac pracksztatce.
nia zapisujemy jedynie ich rezultaty korceowoe:

AP BPy - UM, O flgme . g
G 214
AP - BEP - Y,
(F 2(1- )
Dla dalszych rozwazanl jost niezbodna znajomosd wyrazon dia kate sloe-
cania obu esgici, na kibre podzielono diwigar. Wypiszemy o wyrase-
nia epplicite, podstawiajac do wzoréw (2.7) 1 (2.10} odpowiednie wartodei
funkeyj Z° przy uwzglodnienin awiazkéw (2.165), (2.18) i (2.21). Otray-
muje sie wbhwezas

(2.21.1) i

Jei it o
T @ .|w ¢ -
(2.21.2) R .

g | <.1)m 1, . Pyl M,‘/l') .
267\ T, I, ew

(2.22)

1 ‘_’_“’.1 o -(/‘k‘a"f“ i“—-km_ 9 " L - .
Ta T ‘(%ﬁ) (e ) (e 1 H](""‘liu LBy M),

B ()

(2.23) .

1 (./'i {ﬂ:,a_ .»hu_v_z , ) . ) ) X .
S N ( |-g - ((4"'""—--— /_fb("»..’\iﬂ'_’ L 4 ‘[VU /uu) (fl<l])‘n"'["",{L1’w" Y M),

G2k B4F)

3. Srodek scinania przekroju posredniego

Nuzwieiny drodkiom Seinania praeckroju, w ktérym daiata sila P pro-
stopadis do osi podluznej diwigara, taki punkt tego przekroju, ze giy
sila pracchodzl przez ten punkt, prackréj omawiany nie ulega obrotowi
w wwej plaszozyZnie; zakiadamy ponadto, %e na diwigar nie dzialaja
sadne inne sily poza silg P. "W danym praypadku sita P dziata w prze-
kroju #==a. Aby prackréj ten nie ulegat obrotowi w swej plaszozyZnie,
powinno hyd

{3.1) W (a)==0.

% tego warunku moina wyznaezyd wspolrzedne op = 0gp i ¥p=ygp punktu
przylozenia #ily, gdy pruekrdj a=q nie ulega obrotowi, tzn. wspéhzedne
drodka fcinania tego przekroju.

Zianim do tego przystopimy, zauwazmy, ze gdy jest gpelniony waru-
nek (3.1), to ze wzordéw (2.22) i (2.23) nie wynika bezpofrednio, ze pozo-
state przekroje ezefel X 1 XX diwigara (z wyjatkiem, oczywidcie, prze-
kroju utwierdzonego, jak to zalozyliémy) nie ulegajg obrotowi. Prze-
ciwnie, wyrazenio dla 9 staje sig co prawda réwne zern dla z=a, ale
nie ma powodu o przypuszezenia, ze O i ¢ sa tozsamosciowo réwne
zeru dla kazdej wartodei # zawartej odpowiednio w przedziatach 0<z<a
oraz a<z <L W),

L. Przyjmijmy teraz, %o czedé I dédwigara zostala odizolowana eal-
kowicie od ezedei 1L (ktéra wobeo tego jakby nie istnieje) i ze utwierdze-
nie ozefei T jost swobodne., Wowezas widady mnaprezed samozréwnowa-
#onyech (ktdrych zadaniom jest spetnienio warunkéw (2.1)-(2.3), w danym
razie nicistotnych) zmikajg. Zo wzort (2.5) wynika, ze warunek (2.4),
w ktorym dtugodé o odgrywn volg dlugodel L, jest w tym przypadkn
spelniony sam. praes sie, Aby hyl spelniony warunek (3.1), powinno byé

o H, 1 11, 7
(‘5'3) I)m (""[“Vl o :‘/l’) | .P," (“[Z | - 2]{,, .’Z?la) == (),

Wy Podobny wajoselk slormwlowslifiny jud pray innej okazji w praecy [7].
y JRUNENIARREN ]

1

Rozprawy Matewatyeane VI
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Ten warunek nie jest zalezny od dingodei diwigara (tutaj réwnej a).
Wynika 7 niego, e wspéhzedne punktn prayloZenia sily sg réwne

, 2 FII,
(3.3.1) W == '/”SP'L:; — [[]m oy .
. , o,
(8.3.2) Yp==Ysp, 15" A ,

jezeli przekréj obeigzony nie ulega obrotowi bez wrzgladw na wielkods
i kierunek sity P(P,,Py,), jak byé powinne. Wzory (3.3) przedstawiajy
znane wzory dla frodka geinamis przekrojéw ciemkofeiennych dwuspéj-
nych, stosowane w praktyce, (pozornie) jawnie nie wzaleznione od polo-
- zenia przekroju obcigzonego ). Widzimy stad, %o aby mozna bylo te

wzory uwaZaé za teoretycznie Acisle, trzeba utwierdzemie przyjad za

gwobodne i obecigzenie za dziatajace na koreow wolnym. Joezell utwier-
dzenie jest swobodne, ale sila dziala w przekroju posrednim, to wzory
(3.3) przestaja byé dciste. Nie mozna zatem waioskowad, jak to sig ozgsto
czyni w praktyoe, Ze poniewaz wzory (3.3) nie zaleig jawnie od dlugodoei
dswigara, to wzory to przedstawiajy wepblrzedne frodkéw deinania prze-
krojéw podrednich (a nie samego tylko przekroju koricowego, obcia
Z0nego).

Ostatecznie zatem powiemy, ze wspdlrzedne m,%p, r 1 ygp,z wodlug
wzoréw (3.3) przedstawiaja wspblrzedne drodka Seinania przekroju oboig-
somego, gdy sita dziala na wolnym koteu dfwigara swobodnie ubwier-
dzonego.

9. Zalésmy teraz, ze czedé II dfwigara nie istnicje, lecz utwierdze-
nie czedoi I jest sztywne. Oznacza to, %e rozpatrujemy diwigar szbywno
utwierdzony i obeiasony na wolnym koreu sily P(P,,Py).

‘Wéwozas na catej dlugogdei déwigara (w danym razie réwnej a) zacho-
wuje waznogé wzoér (2.22), w ktérym wyrazy okreflajace dziatanie ukla-
d6éw samozréwnowazonych nie znikaja. Poniewaz w danym razie dlu-
godé dtwigara wynosi ¢, to z uwagi na warnnek (2.4) zwigzek (2.16) prayj-
muje postaé

(8.4) ﬁ‘i___: sz‘“.

1) Jeseli oznaczenia (1.22) zastqpié przes (L.18) i (L.19), to wzory (3.3}
przyjmujs postaé ogélng, podana, — o ile wiadomo — po raz pierwszy w pracy (4]
Wekaznik 0 w symhbolach ms_p ri ysp 1 oznacza, ke rozwazane ubwierdzenie jest
swobodne; wekasnik I oznacza, Ze érodek éeinania WYINAOLATNY W przekrom oboin-
fonym (w danym razie na koficu déwigara o diugofei, powiedzmy, nie @, lecs 1)

Hrodek Acinania prackeoju pofredniogo 19

Stqd zamiast (2.22) otrzymwjemy wzdr

1 (Pm,lfl_a? P, M

AL e X BT
@8 P 1, T ap

z+

1( B i AL S )

- et ( A i i
t G I Tl (AP, BP,+ CP M),

2 ktdrego tadiwo obliezyé wipdlrzedne §rodka Soinania przekroju obeiazonego
Tha | & BOY(1— B
CY /w( BY

(3.6.1) fsra S
3 g
U S s A1 B
a7 t
(3.6.2) T, “ 7, 7“‘1”

&S (CPA—F9
11«’“ Z To(1= 4

W powyiszych wzorach <)pa,1;rﬁy11§my wip6lrzedne §rodka Scinania wskad-

nikiem @ oraz lresks poziomg dla zaznaczenia, ze mowa jest o drodku

foinania przekrojun obeigzonege korcowego (mosna wige diugodé o uwa-

#a6 za catkowitiy dingosé déwigara L) a diwigar jest utwierdzony sztywno.
Wprowadzmy nagtepujgce oznaczenia:

14
(3.7.1) im0 _51),7
k(14 5%
; -
(3.7.2) yoo i
Woéwezas po nwzgladnieniu dodatlkowo zwigzkéw (3.3) otrzymujemy ¥°)
o
. " a,o . 4y BI. (1
(3.8.1) Fap g BR8P0 B
Ptt -4 ) ot
(3 8 2) T :l/»ﬁi',L?a““f" EA“(J)'I'
3.8.2 Fr,a , o

o0
pa- Y Ot
Z powyzszyesh wxordw moZna stwiordzid, %e gdy pominiemy wplyw
ubwicrdzenia, tzn. gdy odrzucimy dzialanie ukladéw samozréwnowazo-
nych, to wspblrzedne grodks feinania przelkroju obeigzonego (koteowego)

staja sig odpowiednio rowne adp 1 i ¥ée 1 Wedlug wzoréw (3.3). Gdy takie

) Wzory te zostaly podane w pracy [8).
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uproszezenie nie jest shuszne, to nie ma powodu do praypuszezenis, ie, po-
wiedzmy, nie sumy nieskoricezone wystepujace wo wzorach (3.8) 88 w ogdl-
nym praypadku réwne zern. W zwigzku z tym poloZenie drodka feina:
nia przckroju obeigionego koneowego zalezy w ogdélnodei od rodzsju
utwierdzenia drugiego kofea dswigara. Jednakze ogdélua dyskusja wzo-
réw (3.8) bylaby nader utrudnjona lub nawet wraez niemozliva.

3. Powréémy toraz do praypadku ogdlnego, gdy obeiggenio pray-
Tozone jest w prackroju podrednim g==a (a<il), & dzwigar jost uhwier-
dzony . sztywno.

7 warunku (3.1) wyznaczamy wepolezedne frodks deinaniu mgn o 1 ygp,
praekroju obeiggonego (¢ =a). Po dluzszych prackeztalecniaeh ofirzymujomy

3.9.10) ;1:13;,.5)(1, V B".Q’
1S N 8 :ITSI,,“:N; .
ya+)j o
(3 9 A)) Ysp 0= ygﬂ’j’a"“'zj -A-iAQl
LR s, ),a—-—« '———v—*—‘—————-*-——-—- .
’ st 3 CLG*

w powyiwych wzorach opuszezony zostal wskasnik L przy symbolach
2%p 1 1 Yhp,r dla zaznaczenia, Ze wipblrzgilne to (jedli tiylko utwiordzenie
jest swobodne i obeiazenie dziala w przekroju korcowym) nie zalesy
od dugodei dAwigara: znaczenic symbolu  jest zrozumiale (pordwnaj
wabr (3.7.2)), symbol za§ ©2° przedstawia pastopujace wyrazenie:

. (vi ﬂi ﬂe — ﬁ‘y‘,
(Ba0) G [ 3= = 5t e ]
gdrie wartogei §* oras B okreglone g odpowiednio praes wzory (2.16)1(3.4).
Zanwanmy, %e wzory (3.9) i (3.8) maja podobng budowe, réinige si¢
jedynie wartodcia symbolu omega.

Gdy ol)ciadZenie przesuwa sio w kicrunku konea wolnego (a-+L),
to 2> o’ 1w polozeniu granicznym otrzymujemy wzory (3.8), w lctéryoh
jedynie wypadw zastapié dtugodd o dlugodeiy I i symhol f}‘ gymbolem g
(gdyz jest wowezas a==L).

Z poréwnania wzordw (3.9) i (3.8) nic wynika atoli jako vzecs oczy
wista, 26 w ogblnym praypadku polozenie grodka deinania w jpzekroj.
obcigZonym g=a, gdy ten przekrdj praedstawin prackrdj posredni, jest
takie samo, jakie byloby, gdyby przekrdj z2=a (tzn. przekroj obeiggony)
przedstawial przekréj koteowy. Poniewaz, jak o fym byla mowa, ogélna
dysknsja wyprowadzonych wzoréw jest niepomiernie ufrudniona, zilu-
strujemy otrzymane wyniki na przykladzie, zreszte stosunkowo ogdlnym.

4. Dzwigar o przekroju trapezowym 7z tzw. pokryciem
niepracujyeym

Rozpateznly dZwigar clonkodeionny o prackroju trapezowym, jak
na rysunki 2 19), Wazdhuz krawods dédwigara sy umicszezone nszéywhienia
podiuzne czyli pasy, oznaczone w praekroju na rysunkn 2 czarnymi
kétkami. Przyjmijmy, ze pola prackroju paséw sg skupione w wierzchol-
kach trapezu (wiclkodd igh wynosi f lub of). )

Przyjmiomy, %e pasy preenoszay napresonia normalne, o selanki
(pokrycie) tylko naprozenia wtyezne. To zalozenie, kidre nie zmniejsza
ogélnodei wyprowadzonych wnioskéw, upraszeza nader skomplikowane
rachunki. Srodek ciogkodei wszystkioh pol przekroju paséw uwazamy za
frodek cipakogei przekroju dfwigara, mozna bowiem wykazad, Ze jesh
o zgodne z zalozenicm przyjetym co do” podsziate pracy migdzy pasy
i deianki dZwigara. Oznnezmmy dowolng doianke symbolem (4,0--1), jej
grubodé (uwazang zn stsla dla wezystkich fcianek) przez 6, dlngosé
przes Ly ovaz ml](\gluéé od niej puuktn O praez e, (rys. 3).

(iet)-szypos (| +1)-sua Sclanka

Rys, 2 Rys. 3

4.1, Guly onadzonie ddwigarn nwazad ze swobodne, a sila dziala no
kodew wolnym, otrzymuje sio w danym razie wzory dla wipOlrzgdnych

Wy Wyprowadzonie wzordw, kiére tubaj zostajy podune hes dowodu, oraz
doklndniojsze wyjudnienie zawieva praca [7]
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grodka deinania podobne do wzordéw (3.3) 7). Oznaczmy wige praes g, W rozpatrywanym przyldadzie, w ktérym praeked] déwigara przy-
oraz S, momenty statyezne wazystkich ¢ paséw poprzedzajacych dang jgto za trapeowy juk na rysunku 2, jest

(4, i--1)-829 fcianke wedlug prayjetej rachuby wipolzednej s (narysunky 2 ) ) .
wapblrzedna s liezona jest poezawszy od pasa 1), pracz I, i T, momenty e TV 1 o P (o) e ) (,,::,l:i H
berwladnodci przekroju, tzn. wezystkich paséw, oraz przez I' pole ogra. 4 R ' 2 B’

njezone konturem poprzecznego przekroju diwigars, Woéwenas wypdl. |
rzedne frodks fcinania afp i yhe sa réwnoe (gdy przes n oznaczyé ilogs

foianek lub réwng im ilo§é paséw) P 14a
"
: 1 A 5
, 1 , rg{b.ui liji Pyg s Ta) ‘,2 l| 2 Hoeong,  Saos M0, Mg ..%_aLB o8 g,
(‘.':.11) Bgps e - “I:“ sti/r’ﬁ,ﬂ 1 ‘,;‘1,,',1 g » . ( - “) -t~
A\t Y b
4 1 , wdf | .
5 na o Boes ST S,
’ . » Sl
1 , &Pt n
(4.1.2) Yhe= - Zﬁwi"'@,«url‘iﬂ-rl 2t @8) Nl 2R H(142),
LR 2 gy il
_ = P w2
Zauwasmy, ze stosujac symbole podobne do przyjetych poprzednio we _>_J Setiibiie B (1 ‘:“:”;t‘“)“‘ﬂ” o8 @
wzorach (1.18), mianowicie 1e1 \ v
B "
e 1T T o GER st
(4.2.1) e 2,’12 Syityiabigs Sy 2_}1 ANUTIRUATEE 1 BT o ¢,
- N (i)
N (24 i
. T N . M N HE,
(4.2.2) Fg“lz ZFZ S;,-,,;V1r,_1:4.15i| v Ne L .ﬁ-ll Nailiry 9
" dl
e
oraz uzyte dalej symbc.ﬂe (4.11_) _odpowiadaj.adco gsymbolom (1.22), mo#na 2 Syeligsr= o of BI2B--H (1 2] cok @,
?;zgry (4.1) przedstawié réwniez w postaci nastepujgeej, podobnej dc oo ' 1-a
8 " Skad otrzymujemy ze wrordw (4.1) 1 (4.2)2)
17 1 A '
111) \ B 2 Pl a1, Al (Ao (1 P H — Ba(1 ) B
o e T ? - B L a) (i) (A1 en
[ (RS
1=1 (h4.2) Yo 0,
2
87 3 Tl o Ostatnl wiiosek (wzér (4.4.2)) jost zvozwmialy gdy# jest zgodny z Wa-
(4.1.2.1) b — ‘ff‘;:m . “’"w , runkiem symetll przekroju wzgledem osl @ Podobnie, gdy przekyd]
I, 3 b Tt ma kaztalt prostokata (fi=1) i gdy pola przekrojn pagdw s jednakowe
R dml (a=1), staje sig ol réwne zoru i frodek feinania pokrywa sig ze grodkiem
. ) symetrii przekrojuw,
) Poréwnaj [6]. Réznica polega jedynie na tym, e catkowanic zostaje zasty- — ! J

pione sumowaniem, & na yefekiywny” praokedj diwigara skladaja siq jak gdyby
wylacznie pola przekroju paséw.

18) Waory

a
Ty g0 s Boosg, Ny
a

14

S

”7 Hl/l e ‘5'1/3 Bl

)
--—f-ij co8 @,

. .
dla wapdlrzednych frodka deinanin pruekroju trapezoweyo ZROPATLO-
nego w autery pasy, o dowolnym sarysie feianek podano w praey [2].
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Przyjmijmy, se w przekroju koncowyn g==L dzala sita zewnetrmg,
P(Py,Py) i %e drugi koniee déwigara jest swobodnie ubwierdzony. W tym
przypadku spaczenie { prrestaje byd funkeja zmiennej e Zakladajae
niezmiennie, #e pokrycie nie przenosi naprezen normalnyel, ofrzymuo-
jomy zamiast wzoréw (1.10) nastepujgee wzory **):

X & iyt
(4.5.1) ol .If/( PR o

dé  di
(4.5.2) TR (;( | ”""),

i dy

w ktérych of oraz b1 OZDAGLR]Y odpowicdnio naprezenie normalne
W i-tym pasie oraz naprezonie (shyesne) w (4,4--1)-wx0j deiance, £ i1 na
jest spaczeniem (¢,i-+1)-8zej feianki (a wige réwniez i-tiogo oxnz (i-1-1)-szego
pasa). Naprezenia (4.5) i zwiazane z nimi przemicszozenia zostaty ozna-
czone wskaznikiem 0, gdys przedstawiajg w danym razie naprefenia
i przemieszezenia, ktére poprzednio nazwalifmy ,inZynievskimi”. Wiel-
kofol w; i y; proedstawiajy wspllrzedne d-tego pasa. Z réwnad rédwno-
wagi momentéw sit wewngtrznych i zewnetranyeh wzglodem omi o iy

otrzymujemy ?
(4.6.1) ‘f:jo . Te <m )

PBp? o
(4.6.2) ’;:’Z - ﬁ%—, 2
i w dalszym ciagu po scalkowaniu
(4.7.1) mﬁ? _l«,;j’,,“ (m i)vufl,
(4.7.2) z) A

gdzie €, i 0, oznaczajy shale calkowanin., Podstawisjae (4.6) do (4.5.1)
otrzymujemy znany wzér dla naprozed normalnyeh, odpowindajpey
pierwszym dwém ezlonom wzorn (1.12.1)

: Py, Py
(4.8.1) e ( B W
i T, | 7 ( )
) Uzytych tutaj i dalej wekatnikéw i, swinzanyoch z i-ty, Selankq, wie nalesy,

ocuywikeie, laczyé z popraednio urywanymi wekadnikami 4, oznunoznjneymi uklady
samozréwnowazone,
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Podobnie olrzymunjemy wzor dla nu.])rq'/bm’n feinajaeyeh

M,

Py
0 N AL Dy
(4.8.2) LCRTRR g B ” T”’i 78

a7,
Kiéry odpowinda pievwszym trzem. czlonom wzorn (L.12.2). Calkujac
obie strony wzort (4.05.2) w granicach od 0 do s otrzymujemy nastg-
pujgee wyragenian dla wiclkodei spaczenia wo dowolnym  punkeio 12
(4, 1--1)-sz0j Aeinnki: .
ted

Ao
(£.9) 8 g4a(8) o (Z'ﬁln’uu P rhi) 8y ) W""(Zl’/m LR )—i—fﬁy

gdzie & 100 DZDACLY wipohzeing rozpateywanego punkiu mierzong po-
azgwazy ol wezla d-tego, Xy, pole trojkata rozpietego na prwkbach 0,
g, §-+1 jako nw wierzeholkach {(vyno &), Bl oy g

pole trdjkata O 4 P, & spaczenic pasn f=1
(stale na calej jego diugosel), a9 jdz zad p
jednostkowy kal skreeania réwny

i L (Pl Pully | M1

(4.10) i e ‘[W L 27

Rys. 4

W oostatnim  wzorze przyjoto nastepujace oznaczenin  odpowiadajace
oznaczeniorn (1.22):

. ~ ]ﬂlﬂd’
(411.1) llmz o
fw
= y FBY
(4.11.2) /‘1,,:.2 Y
sl
113 .
(4.11.3) 1 ,,AZ’.!‘""O;H :
Bl

Tabwo zuuwasyd, %o wyragemio w nawiasio okiaglym po prawej stronio
wiorn (4.10) odpowindsa wyrazeniu w nawiagio okragtym po prawej stro-
nie wzorw (1.21), jak hyé powiuno.

ZmajdZmy przevoioszezenie catkowite { _m(s) dolanek zo wzoru (1.3)
podstawiajge do tego wzorn wielkodel (4.7) 1 (4.9). Ofrzymujemy wowezas

oy« 1{ P P W

L\.l l{,

) 4 £ a8 O — Oy
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W przekroju utwierdzonym (:==0) przemieszezenie catkowite pagéw
w kierunku osi # bedzie kelejno réwne

o= O, — O 41,

. 0 ls 1
o= TIE}LL‘ o {(;~ By Gy Gy b d,
(4.13) . \ ,
. 3 bigt Toalag dd
a=tebbtte o BT ) oy G 12,

& dz

b 0y R 40
E(A::" 122 ng*(ﬁt‘?“l“ s IM e dyﬁ'(”‘u l‘1'123'|‘l’,:m) "l“’w“' 02’,’/4”\“53-
68 ds
W tych wzorach dd/de preédstawia wielkofé stalg okreflong wzorem
(4.10), &} oznaiza spaczenio pasi 1-5z6go, 4 1f 4.y jost napreseniem feina-
jacym, statym dla kazdej fcianki, okreflonym przes wzor (4.8.2); wwkad-
nik 0 charakteryzuje. utwierdzenie swobodne.

Gdy $cidnki diwigara sa plaskie — jak w danym razie przyjmu-
jenwy — to pole Ky .., (poréwnad wzdér (4.9)) jest liniows funkejy zmien-
nej 85,1 1 spaczenie kazdej delanld przedstawia odeinek prostoj. Zatem
gprowadzenie do zera spaczenie paséw w przekroju ubwierdzonym usuwa
automatyeznie spaczenie fcianek. Jest oozywistoe, %o uklndy samozrdwno-
wazone sil, ktére pozwalajy usungé spaczenio pasdw, skludajy sie z cube-
vech sit podluznych P; (¢=1,2,3,4) skierowanych antysymetryoznie. Wy-
kazemy dalej, ze uklady te sprowadzaja sig w danym praypadku do jednego
tylko ukladu, W zwigzku z tym pominiemy wska#nik 4, ktérym ozna-
czalidmy poprzednio (§1-3) wielkodei zwigzane z ukladami samozréwno-
wazonymi, i wskasnik ten bedziemy stogowali jak w § 4 dla oznaczenia
wielkodei zwigzanych z poszezegblnymi gciankami lub pasem (rys. 3).
Zatézmy, ze wielko§é naprezen tworzgcyeh uklad samozréwnowazony zmie-
nia sie w kierupku podluznym déwigara w podobny sposdb. ZaloZenie
to jest zgodne z fizyozng strong zjawisks i odpowinds matemabycsnie
zatozeniu, ze naprezenia daja sie przedstawid w postuel iloozynu dwdch
funkeji, kazda jednej tylko zmiennej (s lub #), pray czym funkejs zmion-
nej 2z bedzie jednakowa dla wszystkich deianck i pasdw,

W zwiazku z tym, w analogii do wzoréw (1.1), mozns napisad

(4.14.1) o= B(~ ey By 1) 5
of 8
(4.14.2) - 1= G (O’)",‘.'“i o dz’::i;:hl ) Cw,
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o jest wynikiem nastepujacych zaloken:
#de Al dty

,, 4
P 2, 30
dy dw

st [

e’ de’

(4:15)

Tatej &1 & oshacznjy oczywideie funkejo jednej zmiennej (s lub 2),
a zaozki ¢ lub 441 okvedlaja odpowiednio wurtodé pierwszej z tych
funkeji dls d-togo pasa lub (4,8 --1)-8z0] deiankd. )

Mosna ttwo wykazad [7], %o réwnania (1.14) 1 (L17) prayj-
mujg w rozpatrywanym praypadku nastopujaes postad:

(4.16) f (Dyayy - oot W (Amy - By 83 =0,
1
ayry
(4.17) i B 0,
W powyszyel waorseh fy oznaczs pole przekroju i-tego pasa, a symbol
9 aLh
(4.18) Dy ((]7',['{_.'11,.% i

przedstawin wiollcodd stata, gdyz, jak méwiliémy, spacsenio deianek jest
liniowg funkejg miejsca (okreglonoego wap6lrzodng ). Oatke ogélng raw-
nania rézniezkowego (4 17) moina przestawié w postaci (por. (2.12))

(4.19) [P M- N,

glzie M 1 N sy to (na ragie nioznane) state calkowania. '

7 otrzymanych wzordw wynika, ze jezeli pomingé state M i N, o
paprezenia ukladu samozréwnowazonego i przynalezme dod odksztal-
cenia g uzalonionoe ogdlem od 8 nieznanych stakych ] cﬁterech statych
typu Dy gy oraz caterech, dodatkowyeh stalyoh A,B30 ik J ed'nag % tyclf
stalyoh, minnowicle 0, latwo wyznaozyé bezpostednio w postaci zalesne]
od statyoh Dy gy, Jokeli geatkownd obie strony wzorn (4@8) Wz.dluz ca.%—_
kowitego konturu przekroju (wwzglodniajao warnnek ciaglodei funkeji
spaczenia). Olruymujo e wowozns

' T &,
(£.20) O N 4%: Dygpn Ty agns
gdzie prayjeto vznaczenio
B
(4.21) D ==, bt

(&



924 Prackroje Ewigardw eienkodeionnyel

Dla wyznaczenin pozostalych stalych dysponujemy  esberems rdwna.
niami réwnowagl paséw Gypu (4.16) oraz frzema réwnaniami réwnowagi
moment6éw sit wzgledem osi ukladuw wipdlrzedyeh, Ofrzymuje sio w ten
sposdh uklad siedmiu réwnani Mujowyceh jednorodnyeh wzglodem siedmin
niewiadomych Dyg, Doy, Dy, Dy A, B 1 0, ltidrogo moinn wyznacsyé szegé
nieznanych. stalych w zalesnofei od joduej, pozostaie).

Oproez tego, aby rozpatvywany uklwd mial rozwigzanio réine od
zera, wyznacznik tego wldndu, praedstawiajgey réwnanio charaktery-
styozne zagadnienin, powinien byé rdwny zern. W danym razie réwna-
nie charakterystyczne, kidre stuzy do wyznaczenia paramelivn k2, ma
tylko jedno rozwigzanie.

Wykonunjge do§é uciagliwe pracksztaloenia otrzymujemy osiateos-
niec po przyjecin krdszego oznnezenin

(4.22) D =Dy
nagtepujace wartodel poszukiwanych statyelt:

‘1
1 P 3
(Fypyign,igg)

(4.93) JE- il 7t

— .

\ e i \

"}'lll‘i‘l,n”ﬁ'l)z.lm (1) B
I

4

Fyyot-mi | B

(4.94.1) Dy bl s 0 ),

S F Tl

(4.94.2) v gy D),
¥
(4.24.3) s Dy DY),
(4.25.1) Aee ity (o o) gy 1)
okt By Db,
. , Ty (Wg - - dlg) - Mg (g - 0
(4.25.2) Do Sl da) Mmoo

2t Py

20) Ze wzorn (4.22) wyniks, ze awenlunluy symbol dy bylby vowny L
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oraz nav podtawiv wzorn (£.20)

4

)

. .
P -lfi.,i |-1‘1i,i1 1
7ol

) () DD,

Y

(4.25.3)

W ten xpordb usaleniono wezystkie poszukiwane stale Dy, Dy, Dy,
A, Bid od jodnej tylko stalej D (pordwnaj wzor (4.22)) I poza tym obli-
caomo parametr

W powyzssyeh waorneh oxmaczono pracs Fi e, pole trdjkatn
rozpigtego ni odpowiaduich pasach jako na wierzeholkach; By, ozna-
czn pole trojkatn o podstawio &g, 1 wierzcholku w #rodku cieskosdel
przekroju (pordwiung Fig ni rysunku 4), & ]7,,,“,1 pole tréjkata o podstawio
Iy 44 1 wierzchollcu w grodku pracciecin przckatnych prackroju (poréwnaj
Fyy o ysunku 4). Poza tym. prayjeio nasbgpujgce ormaczenia:

e Bl | Tyl Tyl oy Py,
1 ) 1 Ly, [ .
. BN . ..-) g |-~ m YRy
(4.26) " h ( LR S e A

[ .. ! Ly, d .
ny o (/a2 Lo o ) gt 20Ty
Tu i h f
Praechodziny teraz do obliezenia catkowitego przemiesz szenia Pasiw
£, w Jderunku osi # pod wplywoem dziatania samego kladu HaMozréwWno-
wazonego. W tym celi obliczamy opierajge sie na wzorach (4.15)

]

(427.1) a(Me® 1 Ne ™)+ K,
(h27.2) (fﬂ (I W)U,
(ih.28) ‘(&tf al e | Feb),

adaie prrez K 1Ky ozinezono stale eolkowiiia, o M1 N sy odpowiednio
réwne

(4.29) Moomp, NeND,

Po odpowiednich pracksztnieenineh olmymujenmy  WOWezas. 1w podstas

wie wzoru (1.3)
1

4.30 Fomen s
(4:30) > I,

{6y 13,0 iy 1) (B 4 N ) Ky Ky
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Przeksztalémy wzér (£.14.1) dla napredett normalnyeh uklulu gamg.

zréwnowazonego do postaci nastepujacej:

B

{4.31) Oy A ((15..,1,1 -flz_.[“)(ﬁ(im - N‘O—Icz)'

Jezoli teraz dodamy do siebie napresenis normalne (48.1) i {(31), prae-
mieszezenia (4.12) § (4.30) oraz jodnostkowoe katy skrocenin (4.10) 1 (4.28),
. to otrzymamy wypadkowe napregenin normalne 8, wypadkowe prae.
mieszezenia podluzne Z, oran wypaidkowy jednostlowy kat skrecenis
d0)dz dzwigara, w kbérym opréez naprozen ,inzynievelich” wystepujs
naprezenia wkladu samozréwnowaZonego,
Wypiszmy emplioite wyrazenia dla S oraz @ [de:

P, 2l
IY/

Py Vi y
r3) o= (T TN e e ) (B N,

, a0 Ml 1. .
(4.33) P LE%‘EZ Ly - o( M |- Fotoy,
gy

gdzie

oo o ~
Mpes Pylitp - - alp)- Polhe yso),

&
A )
= o _>_ i ipa it o
=

(poréwnaj wzory (4.1) i (4.25.4)).

. Podobnie otrzymujemy ze wzordw (4.12) i (4.80) dla przemicszoze-
nia catkowitego i-tego pasa:

1L {Pw P #
Z, [ p— (-.—L e ...V‘,,... o ¥ “ 0
4 T, } 7, as o) -4

p 2

(4.34) R b R ks
+ R (Mo™-- o) (¢t Kwyg - (Oy 1 Kot

W. ten sposéb'rozpatrywane wiallkosol (4.82), (4.33) i (4.34) sostaly nza-
leznione ?d bigeiu nieznanych statych: M, ¥, (0, K)), (Og- Ky) ovan 1
(poréw_na.; wzor (4.9)). Stale to mozma wyznaozyé z warunkdw brzogowyeh,
a.na.logxczn.;fch do. rozpatrzenych poprzednio w § 2 (wzory (2.3) i (2‘-4))-
Przypomm;my, Ze_ sita P(P,,P,) dziala na konieo diwiga,ﬁ o dhugogel Iy
utwierdzenie diwigara uwasamy teraz za sztywne. S{;osujew 0mmaoze-
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nia  przyjete wo §2 ofrzymujemy woéwezas  nastepujace  warunki
hrzegowe:

(4.38) Zy(0Yzz 0,

(4.36) S == 0.

Waor (4.35) praedstawia w istocie cztery warunki. Egoeznie z warun-
kiem (4.36¢) czyni o razem pieé warunkéw, z kiérych mozna wyznaczyé
pigb nieznanyeh sbulyeh. Pomijajae ueigzliwo przekaztateenia otrzymu-
jemy 7 wwrunkow (4.30)

BB . )
(4.37) BN A Loty Fugarl g (Fgy — Fogy) 403 F1a9 1,

- i
R CE fonLeta (s ) s (g =12) 1 -

- (4.38)

- taf ey (Yo Us) - (Y <) wwsa (Y5 = a) - g (Y '"C’/l)]}v

1
Oyt Ky=s A {0 Lotg 0y ag) -~ otg (@ — @)}~ .
(4 39) i
vty [ 0ty (i - 0g) == Oy (g~ @)1 wy [ o (@3 == wg) — ctalty — “’1)1} '

gdzie dla krotkodel zapisa preyieto nastepujace oznaczenia:

(4.40) Az Qg Wygq -+ 20y (,‘If‘ZM o Pagn) b 2wy Fygg

(4.41.1) . (-;1 + 71) — .;;. - f11

(4.41.9) I (;2 + ;s) . du% _ '%'lf"

(4.41.3) R (lM(;‘; o4 /t‘) }4 0;23,

(4.42) g lef:fz,m,m - (;;-12,”_115,”1 (i=1,2,3),

w ktérych wiclkodel @9%/de i 7§01 A WYZNAOZONS prres wrory (4.10)
i (4.8.2). Stata ¢ jost réwna

1—dy -
(4.43) 0o (O Ky )y (Co-t K)h— fl‘k"g% (M +N).
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Pozostaje jeszoze rozpatrzyd warunck (4.86), Otraymujemy 4 niego
bezpogrednio zwigzek '

(4.44) N -pif,
w kidrym
(4.45) B bl

(pordwnaj wzér (2.16)),
‘ Przeksztaleamy teraz waor (4 10) blorye pod nwage zwigakl (o 1.1.1)
1 (4.1.2.1). Otrzymujemy wiwezas

an°
(4.46) aw [ G (TR 0 M LW TRt PN PTR
gdzie 1)
i)
(4:.4:7) [‘;,]‘ [v‘,'ﬁ 1

Ty

.
Podobnie pracksztaleamy wzdr (4.8.2), # ktdrego obrgynujomy

0 Yr=-ykp\ Mg iy
(4.48) C T pw(”«i s |y ('"1/5’ [ Siis ,)’
gdiie
by
Ayl g,
(4.49.1) §our me £ ..... N e ,A_U Ml, 41
Ty Tué e ‘ll“ L}
121 ti,t| 1
‘/2"1
. il
(4-.»‘1-9.2) 8y ,1__ oMl ) tn‘ (RES|
,J:A wl p)
Ny
vlf:ll 4,1 *

v Inienie zale i il
kq\;zggedglg;ﬁ( aa.lamt:oémé (4.46) 1 (4.48) pozwalu po edpowiednich przo-
Khzualceniach przedstawié wielkodei o wadl p 2) w fapuj

> kodoi ay wodlug wzoru, (4,42 Atgpujgee
postaci: ) (4.42) w noastepujaec

(4.50)

a1y Sym‘bol odpowiada P°P1‘7odni0 rzaviel ; v 7.2
smi iq jed ! "7) b i | #0v50 (3.1,
; )’. ; o / 9 prayjeteman Ayml)olnwx P OWO WZOYIO (‘3- )I

Dwigar o prackroju Grapozowyin ‘33

W pUWYASZY I WAOTZE uzylo dodatkowych oznaczen

A by
(4B1.1) My Byl gy - ;4,(;',_',1’157
big
(4.51.2) ter o
. ll gl
{£.51.3) T "(.tl -

Mozna toraz wwaglodninjage wzory (d44) 1 (4.50) przedstawié w prostej

postaci wiolkosd M wedlug wzorw (4.37). Po wykonanin pracksztateen
otrrymujemy zuleznofd

{4.52) Foaslol (e Who) g+ fa)b Pul{ep - 2gp) g+ 1,3,

w kiidrej przyjetio nastepujagce ostateczne oznaczenia:

T , gy
(4.53.1) [ (14 Ma {0y Bygg bty (Fagy - Fyy) - 2 Fygy ],
1}
{4.53.2) fu (1 [ Fagg |- By (Flagg = Fay) -+ g By,
g
{£03.3) s (1} ﬂ)/] [0y P ggi -t Oy (Fags = Fagr) -+ OppBygg].

Pozostaje ubliczyd kuyl skrecenia O(z) drogg calkowania obu stron wzoru
(4.33) pray uwwzglednienin warauku O(0)=0. Stosujgc oznaczenia po-
przednio wprowadzone otrzymuje sig ostatecznie

Wt o@=rd (g 2] Bt +

. ge . fue
-vl‘nf",,{ (e ) (w T Lz]) + r;‘; Ez]},
adaie jost
{4.55) [o]os 6 1= pa 1),

Pologenic frodks. $oinanin w lassezyinie dzialania sity obcigzajacej
okresla sig z wavunku, so prackrdj déwigara polozony w tej plaszozysnie
nie wlegs obrotowi. W danym razie sila zewnetrzna P(PgPy) dziata
w przckroju koficowym g=I, zatom warunek Wyznaczajacy odpowiednie
polozenie punktu zeczepionin sity (wp=Zsp,x, ¥p="Ysp,L, zp=1I) otray-

Rozprawy Matomatyorne VIL, i
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mujo sig 7 preyrdwnanin warlodel G(L) do zern, Ze waory (L4 oy
mujemy wowezas

i
(4.56.2) 901, . ‘/y/c.l/
i f'[‘/l]
(4.56.2) e, 1 ap | b
. e J yhls
TV
gdzie
(4.57) (L] of 1.

Wizory (4.56), odpowindajy oezywideio poprzcdnio wyprowndzonym wzo-
rom ogdlnym (3.8), jeceli w fych ostatnich zanbypid dlugodé o dlugodoiy L.

Jak wynika ze wzordw (4.08), frodek deinunis nlegn w ogblnym pray-
padlcn przesunigeiu, jezell wbwierdzenie wwobodne, dla kidrego wapot-
rzgdnymi frodka foinania sg afp 1 yhp, zantapid ubwicrdzeniom sty waym,

Utrzymajmy zalozenie, %o ulwierdzenie didwignra jesl sztywne i po-
prowadimy sile zewnelrzng przez drodek feinanin przokroju kedcowego.
tj. przes punkt o wspdlrzgdnych #yp r, Fap,zy 1o 7B wrorw (4.054), pray
uwzglednieniv zwigzkdw (4.56), ofrzymujemy wowezuas nastepujaen war
togé kata skrecenia dowolnego przokroju popracoziego:

vk | oglz] el
vhLbagll)
Wzor tew wekasuje, ze poloZenio sily popracesne] w drodku deinanin nie wy
Klucza w ogénogei skrecenia ddwigara nu ealej jego diugosel, chooiaz prae
kroje poczatkowy i koricowy nie ulogajn, obrotom w wwyell phuszezyznach.
Pozogtaje jeszeze wyznacxyd wepsirzodne my i #, srodka skroosnis
dowolnego przekroju poprzeczuego. Uzyskujemy je, juk windome, ze
wzordw (L.1) i (1.2) prayjmujad w tych ostatnich, s skimlowe &1y prae-
sunigeis postepowego sy réwno zert. Pomingwszy odpowiednic prae
ksztaloﬁma. otrzymujemy ostatecznie (1)01(»\\’ml,| £

I) 2 3
a\ 2

(4.58) O(a) - (Pufel Pyfy) - {r |

ﬂlzl ] Wy)e
(£59.1) e

it ,
dalﬁfbllﬂllﬁl jﬁl"l
B, ( & )
- e SRR
(4592)  ga=-Th 2 6/ Y

M f
4!01”‘6 2 l’iil-lzl Mlﬁ]

Diwigar o prokrojic trapogowyn 35

Prayporminamy, e zgodnic z zalozeniem sila daiala tubaj w plaszesysnie
przekroju koncowego (punkd joj praylozenia jest zresata dowolny). Prayj-
mijmy, zo utwicrdzenic dzwigara jest swobodne, tj. ke a=bs=¢ =K, =I,=0.
Ofrzymujemy whwezay (wprowadzajae zrosumisly wskagnik 0)

P, f P ~:|
0 , (w/pzv ‘ 1(,,

(4.60.1) il R .
Mip  \~ .
MG 2/ b1

b P 2
vy e
y . ‘ 0 & I‘// ( ’ 2 6 o
(+.60.2) Yau : ’ .

-IMSP @
LGRS ,2; b

Jak wynika z tyeh wzordw, o skrecania w przypadku ubwierdze-
nig swoboduego - whrew utbartiej opinii — nie przedstawia w ogélnogei
linii prostej, lees krezyws pracstrzenng, bedaca przecigeiem dwéch wal-
aow o kierowniench w keztaleie parebol drugiego stopnia. atwo wykazaé,
26 potozente i knztali toj kraywej zalezy od wybora trzech punktéw pod-
parcia prackroju. uhwierdzonego (w danym razie swobodnie), natomiast
76 wzorow (4.00) wyunika wprost, e poloZenie jej i ksztalt zaleza réw-
niez od rodzaju i wielkodoi obeiggonia. W szezogélnym przypadku, gdy
obeiggonio (Ldwignra stanowi para sl o momencie M,, co jest réwno-
anaezne warankom Pye=Dy==0 i Mip=M,, of skrecania przeradsza sie
w linig prosty 1‘(’)w.nolvghp tLo o#i podiuvznej dZwigara. Polozenie tej linii
zalezy jui tylko od polozenia punktéw ubwierdzajacych przekréj pod-
porowy, nie zalezy natomiast od wielkogoi momoentu M,, jak w przypadku
ogdlnym.

Wiazyntiko 10, co powiodzioligmy o osi skrocania w praypadku utwier-
dzenia swodobnego, dotyosy w sensie ogélnym réwniez praypadkn utwier-
dzenin szbywnego, % postasi wrzordw (4.69) wynika bowiem bezpodrednio,
ze dls ubwierdzenis sziywnego of skreeanis nie praedstawia vdwniez w ogol-
nofel Tinil proste] i polosonio tej osi zalezy od vodzaju i wielkogel oboig-
Aonis,

Zakofazywezy na lym rozwasania (stosikowo) ogéloe, prw]dimy
obeonie do  zilustrowsnin  wyprowadzonyeh wniogkéw na praykladzie
Hezhowym,

3+
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Oblicsmmy wrpdlezynnik & ze wzoru (4.23):

L b
) o .
(34) « (HEB)BE

Obliczamy w dadszym ciggu ze waordw (43):

5. Pezyklad liczhowy /T wHf
(d#wigar o przekroju prostokatnym miesymetrycznym) Nt o Mo By 0, Mag ez
A
Rozpatramy szesegolny  praypudel déwignrn o praekroji trapes- "
wym, mianowicie ddwigar o praekroju prostokagtnym niesymobrycanym, (15 Ny Sy ubbf , i 2By , Syt
jak b rynunka 5. Zaldamy, se diwigar jest Il 1} e
oM _af ubwiordzony sely wno i Ze na kotieu wolnym . o .
x dziade sila Dy, Lz, nila skicrowana réwnolegle Z S RUNDR Y >’1 N b e 2aB(B+H)f
4 0 vy o oni 7. it 9 ’ Ly Pt 14 a —_
) =1 Fanst +
Przyjmijry nabepujnee dane sezegblne, ! , ) . .
7 ‘% of ktore zuzytkujemy w o oxtatnim  stadium Wobea fegt ze wrordw (149.1) 1 (+51.2) wynika
N obliczeti: B=0H, §==H[100, =5, B=20 (5.6) B Sy gy g O
Yo waordw (4.3) biorge pod uwage, e ) ) .
. w danym gie jogh A | i g0, otivzymujomy i wodlug (4.53.2) jewt
5.7 ‘ fgir 0.
o “m,woBH, (5.7) M
(5.1) b Podobnie znajdujoemy z (4.49.2) 1 (4.51.3)
4
Y | ", 9 RN LY
2 Ll,i'l-l e 2(“ [’I), 1, )() “ f[l‘, " lzh’;“l (14 (J.)I .l_llf
= - _ oo AG18(B+H)
Podobnie otrzymujemy (5.8) "
Y o [l H (L u) | HPf
Pz By Py 'y N we v!.(}l’wri(l‘fw!"ﬁ) ’
' iw daligym '(-,iwu 7 (4.53.3
Py Pygy Py By - [’:”’ ¥ ( ) 4
. “' (5.0) ; (- a) B HY
(5.2) ‘ o “un ' a1 pAGTS (B H)
. Ay l :
211 Staty g omu wapdlozynniki® w, i w, obliezamy odpowiednio ze wzordw
. BH 4.08.1) oraz (ol
Pogees My L ( y oraz (ko)
WEBH(B-- H
" P S— (3.10) g |/fimm«v)a’
I —— Y ] ERENAY
91 a) H, :

oraz z pierwszego ze wzordw (4,26) ‘ (7.11) ‘ I * - +
NE . o 0y .
{5.3) m =), f o
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Wobee fego ze wzort (4.40) otrzymujeny
(5.12) Ao A1) BI
uf

i ostatecsnie

(1 a)ak®Bf

5.9.1 oAb ‘
@01 T A4 @ (L HYGE- Ty

o (B H)f

(5.10.1 L (B
) O W p) Gy

Obliczamy stale ¢ iy odpowiednio zo wzordw (4.25,3) oraz (4.47):

(5.13) e (BLI_Q IE
ras

(5.14) ye BEH
2616 !

oraz wapllrzedne srodka feinania dla dwigavs ubwierdzonego swobodnie

26 wzordw (4.4)

(5.15.1) thpm L WBH
(L a)(B~4-H)
(5.15.2) :]/g«P::z 0.

) dli&l[aja%c te.mz obliczone %, f,, ¢, ¢ i y mozemy znalesé wspélrzodne
rodka fqinania ze waoréw (4.56). Po wykonaniu. prackaztatoes, otrzymujémy

(5.16) Byp, = 0gp(1--%),
gdzie » .

(6.17)
) 20(§-1) /(1 +00 B(5 - 2D

=l =1V (1 @) S(B—H)f - (L+0) (14 f) V 2a(B+-L)f (B+H)E
(wobec wzorw (3.7) jest Fgp 1 ==0),

Podzielmy licznik i mianownik wzorw (5.17) 1 j
-~ y nia i A7) praez f--1 1 zastosujmy
regule l’ﬂospltala do drugiego wyrazu mianownika, ktéry przyjmuje
wartodé nieoznaczona dla L==0 oraz dla L=~ oo, Oznaoczmy ten  wyraz
symbolem u. Otrzymujemy wéwezas '
(5.18) tim = 1lim 2T B) g AL

B—1 2k

Przykiad liezbowy 39
Gdy L-»o0, 0 p—+oo oraz x-—>0, Wynika stad, ze daleko od miejsca

ubwierdzenia jest' Zgp, A~ @Yp, jak nalezalo przypuszczaé.
Przyjmijmy teraz, ze L->0. Wéwezas otrzymujemy w granicy

1
5.19 i o
(5.19) 4] re0 i

i wartogé » jost skonczona.

Podstawmy do wzoru (5.17) wymiary d4wigara przyjete na poozgtku
§ 6. Po praekszlateeniach otrzymujemy

.
(5.20 Wyp == abp |1 [
(5.20) iyp, 1= @gp | 1 s edis T ;
2y6 (B-+1) H
gdzie
s
(5.21) Whp = — 9-!],’.

Stosujac dopiero co oméwione przejicie graniczne dla wyrazenia u
otrzymujemy dla L=0

(5.22) Byp, o= 3%p,
gy
(5.23) [#lpm0=2.

. Wynik powyzszy $wiadozy, se dla déwigaréw bardzoktotkich. (,nie-
skofezenie® krétkich) dodatkowe przesuniecie srodka feinania pod wply-
wem ubwierdzenia sztywnego wynositoby 200°/, odleglodci #§p. Jest rze-
ozg zrozumindy, e zgodnie z zasada Saint-Venanta odpowiednie prze-
suniecie $rodka foinania bedzie szybko malalo wraz ze Wwzrostem dla-
gofei ddwigara. Przedstawia to rysunek 6, na kidrym podano wykres
wiellkogoi » w zaleznodol od stogunkn L/H. Dla déwigaréw niezbyt smu-
Kych, np. dla L=2B=10H, » jest réwne nicomal 0,3; dla dZwigaréw
stosunkowo wydinzonyoch, np. dla L=8B==20H w» stanowi jeszcze
wvkolo 0,1.

Przechodzimy obecnie do rozpatrzenia osi skrgesnis. Przyjelismy
poprzednio, ze P,=s0. Moma sprawdzié, ze dla rozpatrywanego prze-
kroju jest wedlug ostatniego ze wzoréw (4.26) m, ré6wne zeru. Poniewas
jest réwnoczednie y,=ys, t0 ze wzorn (4.25.1) wynika

(5.24.1) a=0.
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Podobunie, korzystajao ze wzordw (4.41) oraz (4.050) i (4.51) mozng
stwierdzid, Ze prawa strona wzorw (4.38) prayimujgen postad '
14a 20

(g |- Dty 4 g

u Af
ghaje sip rowna zern. Wynika stad, 7 rdwnies
(5.24.2) Oyt K== 0,

wobeo czego ostatiecznic wapdlrzgdna y,, oxi kkrooania Josl bozsamodoiowe
réwna zeru (poréwnaj wzér (4.59.2)). O4 skreeanin jest zatem krzywy,
prasky lezges w plaszezysnio oz,
Rozpatramy z kolei wipolragdug w, ol slrocania. € Wbliczmy w tym
celu wiellkodei b, o, (6,+%) I F wystopujace we wzorno (4.50.1)
z

24

02 5 P /5 2 5 & & 4 45 04
Rys. 8
-Wielko§é b obliczamy ze wzoru (4.25.2) uwzgledniajge wzor (4.26).

Zwazywizy, e W rozpatrywanym praykiadzie jest = m,, olrzymujemy
po wykonenin odpowiednich przeksztaloer

(5.26) pon A=)
al* (B H))
Wedlug wzoru (4.52,3)
(5.26) - oo, BV E
pAey

_ Pozostajy jeszoze do obliczenin wielkosed (Ou-1C,) 0 M. Nu podstn-
wie wzordw (4.39), (4.41), (4.50) oraz (4.52) otrzymujomy

4 BP .
(5.27) Oyt Ky == :—A.l-f—w [(#p-- (I),%p)((m,, “y) e (et LD

(5.28) M, [ (- ap) g - s

Przykind leabowy a
gdzie (pardwnaj (E51.1))
(3.29) ang iy WA
208

Zaldmny, ze ramie wp sily P, wzgledem poezgtku wypolrzednyeh
rognie nicograniezenie i Ze réwnoczednie wielkodd sily zdaza do zers
w ton spondh, o iloczyn Py zachowujo wartosé niezmienng, réwng
np. M. Wowezas skreennio poesynn praewazaé coraz bavdziej nad zgi-
naniem i w graniey otezymujemy tuw. shrecande ozyste ddwigara (momen-
tema M), W ym praypadku graniezmym of skrecanis przyjmuje postad
srazegding, odpowiadajacy skrecaniv  ezystemw. Réwnanie jej  przed-
ghawione w praypadku ogdlnym wrorami (4.59) jest obecnie |

by iz} atly -~ )8

4B
wif !
k(B+H)
267
(0 = 0) Wb po dhuzszyeh pracksztateeniach

. g Nwk(B H)[ (] 2(14 @) (1--p) 8) (B+-H)
(5.31) oy A5 . PO e & el
= Yf [2]-4 2(1 4 a) (14 §) (B-+ H)dz
We wzorze powyZzszym. moment skreeajacy M, jak widaé, nie wyste-
pujo. Omaczy 1o, e ksztalt ost skrecania prazy skrgeaniu czystym nie
zalezy od wielkodei momentit.

W praekroju ze=I jest

(5.32) afd) = alp (14 %),

{5.30) ol
g2l +

a wige, jak wynika ze wzort (5.16), réwniez
(5.33) o) = Fsp, 1
Stwierdzilidmy w ten spor6h hozposrednio slusznogé twierdzenia Webera,
o kiérym wspomuicliémy na wstepie. Przypominamy, Ze wedlug fego
fwiordzenin §rodek deinanin pokrywsa sig w praekroju korcowym (oboia-
gonym) ze frodkiem skreeanin, gdy utwierdzenie dZwigara jest sztywne
i drodek skroouhia wyznaezony zostaje dla skrecania ozystego. Gdy to
ostatnio zetozonio zomtaje odraucone, o, jak o tym byla mowa poprzed-
nio, obg punkéy eharakievystycsne przekreoju korcowego przestaja sie
pokrywad, ‘

Prackuztaldmy wyrazenic (5.16), podstawinjae zamiast f—1 réwno-
wosny symbol [L]1 wprowadzajae wielkodé k. Otraymujemy woéwazas

Bt e (B H)ILLIE S (1) (1+4) 0L} (B+ H)
I B e R I 2 (1 o) (14 B (B D 6L
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Poréwunajmy tersz wzory (5.81) 1 (5.84), Jak widad, prawe ich Ntrony
przedstawiajy identyczne wyrazenin z g jedynio réinica, zo zmionng ¢
odgrywa rolg wielkodel stafej L i odwrotnie. Wyniku st nawlepujaee
smamienne twierdzonie:

08 shreoania wyznaczons dla osystege skrgoanda pracdstawis mitjsee
geometryosne érodkdw doinania prackroju kodooweyo {nbatagonego), wyena.
wonych da déwigardw o réinej dbugodei L.

Jegeli wige wylkvedlimy of wlergeanio (pray anlosoniu, Zo rzecs doty-
vzy ezystego glrecanis) dlu diwigare o dlugodel L i nastepnie dlugosé
tp bedziemy zmniejszali 8z do zera, to frodek delnanin prackroju kotco-
wego, polozonego w zmiennej odloglodel od misjsen whwierdzonis, prae-
suwaé sig hedzie po osi wkrocania,

Dla wymiaréw prazyjotyol. w rozpatry wanym praykladzie kestalt osi
skrgeania przy ezystym skrecuniu praedstawin rysunek 7. Kol ton

X of dnanio
/ ' ulwierdzenia swobnthego
[]
ol.t Xsp 2

_k. O Y B Y
3 i i i din yhierdzenia Swobodneg

& 08 skegeania dia ubwierdzeni Selywnago Srodek Seinaniy
{ czystego skrecania dlo ulwierdzenla sttywnegn

L L=pH
Rys. 7

odpowiada deigle, co jeshb oczywiste, ksztaltowi krzywej praedstawione]
na rysuneku 6; obie te krzywe sg bowiem w istocio identyozne,
Znajdimy wspblezgdng [a§ 1., punktu, w kiérym of skreoanis
w praypadku czystego skvecanin przchije Pplaszozyzng  ubwiordzenia.
Stosujae oméwione poprzednio pruejfoio graniozno ofrzymujorny

w ol (B H ) fo- 2 (14 ) 81(B --uH

(:35) [ e =0 T.[::;nza(‘(iﬁ Ir))ffl -lilg‘(‘il“ | ‘)a>]<(n“ ; m)a

lub dla wymiaréw prayjetyeh w praylkiadzie

(5.35.1) (288 Je o == S

Z‘DOWyZHZYGh wzorbw wynika, ée polosenio punkiv, 1w Ttdrym of shreva-
e pray oeystym skreoaniu preebija plaseoeyeng wbwiordzenio, nio jost va-

ledne ozfl dlugodei dbwigara i ealedy jedynie od wlasnodoi geometryoznyoh
prackroju poprecoznego. Wynik ten. ma istotne znaczenie.

. Przylktad Hezbowy 43

Z drogiej strony dla déwigarow wysmuklych (symbolicznie dla L= co)
przyjaé moina z dostatecznym przyblizeniem, #e $rodek skrecania
(208 )ymmo Przekroju oboigzonego (koricowego) pokrywa sig z punktem hp:

3 M) o
(5.36) [0, it

V/ 150r<’;wmmi:n wzorow (5.35.1) 1 (5.36) mozna wnioskowad, ze zastapie-
nie osi gkrecanin prosta réwnolegly do osi d4wigara nie byloby w danym
razie nawet w prayblizenin sluszne (poréwnaj rys. 7), jedll idzie o czedé

" ddwigara blisks micjsen ubwierdzenia.

Obliczmy jesscze skresanie d4wigara ufwierdzonego szbtywno, .gdy.
sita P, przechodsi przez frodel §einania przekroju kodcowego. Waér
(4.58) prayjmmje w danym razie nastepujaea postad:

V5 H 3 g1
8 L 4 pg-1f
Vo H 3 p+1

P, 200)5
(5.37) Q)= 50 20N

“am e (g

4

4 . . P,
AT FETCS §) R Wykresy funkoeji 0( ) w skali 1:- - la
gdzie f p‘ e y j v ppee

2
] H
stosunkéw L/H réwnyeh odpowiednio 5 i 20 przedstawiono na rysunku 8.

2
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—]0 f
(=204
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T T o
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Rys, 8

Jelk % byoh wykresow wynika, w polowie dédwigara blizszej kofoa utwier-
dzonego kgt skrocanin osiaga warto$é najwigksza, r6wna np. dla .L/H =20
okolo 5,8 P,/GH Aby ocenid rzgd tej wielkosel (nazwi]m‘y ja Omfu),
obliczmy kat skrocania &z, kotiea tego samego diwigara, gdy sita 1_3,, dziata
wzdlug prawej pionowej deinki przekroju poprzecznego (po.r()wna,] rys. B).
Przyjmijmy dla uproszezenia, jc utwierdzenio dZwigara jest swobodne.
Wowezas ze wzorn Bredia-Batho otrzymujemy

Msp dj\‘
(D.38) Do Prog AR



4 Praokrojo ddwignurdw cienkobeionnyoh .

gdzie Mgp oznaoza moment sity Py, waglodem grodka deinunia prackroju
obcigzonego.

Dla wymiaréw prayjetyeh w rvozpatrywanym praylkiadzie olvaymoy-
jemy po progiym obliczeniu

P
5.39 e 3333 10
(5.59) Pr= 8555 e

skad wynika, e @, wynosi okolo 1,70/, 45, Jesl 1o wigo niowybpliwie
wiclkodé mala, zawierajgen sie nicomal w granicach dokliudnodei pomiary
ofelctywnyceh kgtow skrocenin dzwigarow cienkodeiennych,
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O HEROTOPHX XAPAKRTEPULX TOYK NN CEYEI]
TOHAROCTEHITINY BAJOK

0. HOBUHGCKRR

BB IOMN

lpuMenenue YUPOWBULLX M, B CBHUM ¢ DTUM, HOAOCTATOUH TOMILHIX MUTOHO B
REMMCHOHUS 1 TOPBOM HEPHOLS POSBUTHI CAMONSTOCTPOMINGL O0OYeIONINBLID B To-
WQHME JOALOrO DPEMEHH OTCYPCTHHG UOTIMX M UPABHIBUNX DOIMPONME YA pafiory
TOMKOCTONHBIX OTCYPyLnult. TONBRO MOGTE OROMYIMHMA HOCIKOJUO) BRI NosmuTocs
HECHOMBLO DAGOT, B KOTOPHIX Jocrarouno oGofum@mrsm u Tognnm ofpasom Gras
Paspaforana reoPHI TOMKOCTOMIBIX KOMCHDYIIMH, & BOPIEQ ~= POOUPII TOIKOCTOMITEX
Gamow, Onuano, DRERY PAnHOOODABIBIX TPYHHOCTeH, M3 210N MOOPIUL YICHOBMOMIG
G0 BLIBGCTH BCE BAIVIOMEHIL, XOTOPLIO BEACHMIK OL0 CYUECTBOBABINO 10 CHX
0P UPOTHBOPEUMBHIO MUGHMIL DT0, B 0COTOIOCTH, KACACTCSI MONBAIIHIX B OO ABOHON
HOHCTPYHTOPOKOH paivnmote Towserult enepn marulia o Gerepa Kpy o , coorner-
crpenno, ocm marmbal) moocw RpyveHmsl),

Oreyrernue TOTHOIO OUPEJCICNU Y AHBINAA HIAX MOIITRH BHTOIALT T8 TOIRI0
N3 LOOPeTHMOCKUX TPYRHOCTeH, WO W M3 YHOMMHYTHX MCTOPMMSCIMX mpwwr, nbo
DU HONHTHA JOANMIHCH M DUOAPUIMCH emte B nepnoll, npumaranuol Qose crary-
udenux pacudron. B_a'roit fase WANPIAMCAMS B AOIDKOPOIAX HPBLILL OXPONGIIINCS
TP NPeRIOL0MEHHK, YT0 BAKPOIUIGNNO XOIBKRePOHoR B (onomsime Tok was. csolopu-
H0e, & NaA unanpsAenudt yworpeGuanmes GOPMYIN, IPUMEIIOMID TOALKO B YACTIOM
CIYTa6, He MMOIOIMM MPAKTHUSCKOTD BITAMETIMS, KOMKA HAUPYALRL JARCTRYCT 1T Cno-
Gopurtit rcomer; Gamuud).

Mexomst ‘w8 prux xpyx mpubmorbummx mosomewnit, IywdM HRETPAIIOTALNA
TOIYUAICA BLIBOJ, YT0 PACIOLOIKENHME OCK MBIMEA BABMCHT TOJBLIO 0T I'G0MCTPIMOCKKX
CHOICTB ONEP eYHHIX COUENNH, & HE BADUCUT OT BAKPOIAOINLA AUl I PACHPONONOMILH
uarpysor. Taxoe MHONME B NEHCTAMTONLIOCIH HO MMONO MHMHARKX 0f0cHOBAMMH,
& TOUBKO MOMRUO GLII0 HPeNNONATAT: HA OCHOBANWN OUTY, Yr0 B Gooe IpyhHL Me-
TOMAX BEMCHOHHS MOMIO GMIO Cumrars oro Kocraroywo upnbamndmunie. B -
CHONHCE DPOMS, MATPUME], ANTOY HpepiaraeMol paforn jounsalt jwiss Gamow jpy-
CHABHOYO covouus, [8], UTO MONOMKOUMS MEHTIPA WoTHBA D KOMOTHOM COUOITME (N Cno-
GojmomM KOIIE) SABHOMT OT CHOGOGA BAKPOIUIONMI JPYIOro RO Guni, Mg pae
Gora, [7], MOABEPIIA COMNUENMI0 TOOPULMAGOKO DOLORATND CAMOTO OIPH OO QCH
usrila (8 TaroM HOPMYIUPOBI, KOTOPWI UPHMOIHIIACH [0 CHE mop (ep. cuoery 1),

3 Moy ocvio uasuba MOTPABYMERAOTC
] OMEHSL, ROTOPYIO TTOPOCCIRIOT B ItGoM
NONEPOMHOM CeYeLHK PABNOACHCIBYION(ME BHOMINKX UALDY30 | e
nomep)raa'rcfx KPYUEHHIO. ‘ pyvott, woma - Guira
) Ocv wpyuenusn 6CTH TEOMATPIMTECK
106 MOCTO TOYGK, BORPYL KOTOPIMX ILPOMCKO-
MY BPAWIEING MOMEPCUHNX COYOHMI BO RPOMH ;t(etI)opM&uimn Ulu'mm. proe i
m-mma») IIOJIomeHue‘euxe OONLING OCHOMHUACTCH, OOXUM JOGABOWHO IDMIMMACTON N0
e KOUyCHOCTh Gk, B mambuelfureM ML aTHM NPensdporiaoM, oTpaNATEBAACH
PACCMOTPEAeM WHITHHLPITECRUX GO, i
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TeToMIINROM AKX, ME HEHCHOCTel SBAUHETCH NMOHMTHe ocH wpywenms. Haw
naneemio, corgacuo reopeme K. BeGepa [11], mentp KpyueHMA KOHEYHOIO COYEHUA
KoHcoOXpHON Gamkm, warpysennol mapoll cwm, mefictrylonmedl B oTomM cewewuwu (7. e.
Gansn DOABEPLHYTON YHCTOMY KPYUEHWI0) COBIAKAST ¢ HeHTpoM uarnfa ITOrO ce-
yeHHs, B CHYUae, KOTHA aanpemyenye OaiiM MHEANLIO jKECTKO, DTO YTBEPKASHUC
PACIPOCTPANIIOCH 38 HPENENH er0 CUPABCANEBOCTY, (63 YBamMTONLHHX [Is dTOTO
ypuymtt. CIOOBATENBNO YINCPIKIATOCH, MEIRILY TPOUMM, UTO TONOIKCUNE I BUJ OCK
HPYUOUMS, cumTAGMOY 06 DCAKMX coMueHull MPAMOZMUSHHON, He BABHCHT 0T POIn
JAKPOIVICHESA W HAUPYSKH M, YTO TR 0Ch COBNRAACT B 0CHI0 MBTHGA (OTCHONA BHITR-
18T, MIOT X0, HOMWSITHO OII0H TOALKO 0CH, HABLIBAECMON , YIPyTO#“ 0CB0). B HECKOMS-
wux crarnax, [31, [5]-[0], avrop srott pafoTH HOKABRN MHENPABMILHOCTH TAKONO
BOIBPOHUUA M JLOKARNL, UTO OCh KPYYeNBa B 00meM cxyuac HE FBAMETCH NPIMON
someft B T 08 MOJIOMKONMO BABMCHT 118 TONMRKO OT DORA 3aKPEICHHA, HO M OT Tayd,
4 JaMto BeIMVMIIT HArpyskm. B erumx paGorax yranam Tome (aKT, YTO XOTA B KOHeU-
oM (TAPDYMEUIIOM) COUSHMM W CYIHCCTBYET TOUKY, 0GIaNAIOMAN CBOMCTBAMY, MPUITH-
CLBAGMLIMI HORTPY Muraba, To, Bed-ramm, IPHUAOMEHHE CHILL B 970N TOYKE NPUBO-
JUT K BPAWEHEIO BCOX TOTMOPOUELIX CEURHMif, KPOME CJUMHCTBOHIO CAMOI0o Harpymae-
MODO COUOIMSL M, KONOUED, HameMaduiroro, Taxoll BHIBOJ, CCTECTBOHHO, TEOPETHUECHN
UPOTHBOPEUNT TPAJUUIHONHOMY TOUMMANMIO PONK OCH MArNGa, XOTA HEBO3MOMKHO MOKa
OUPENENUTE Or0 NPEKTEUECKOTO BHANCHUA (KAK CACKOBANO OH 8 DEMUCACHHOrO B Ia-
crosedt pabore wpumepa, §§ 4 uw 5, u U3 OXIMTA — BHAYGHHME €PO CROPOE HeJOABIIOE).
Bo BCLKoM ciryyae, ox emd GoN0e CYMMBACT IPEACNE TPUMEHMMOCTH ONPOKEISHUIH,
YIoTPESAAOMOre O CUX 0P, ¥ NpUKAST LeHTPY naruGa sHaYeHMe CKOPeE NORAIBHOE.

Cropyor MORMOPRHYTH, UTO JI0 CHX IOP ML{ FOBOIULIM O L{enrpe uarufa ROHEU-
11070 COUOHUAM ¥ 06 OCH KPYYoHs TONLKO B TALOM CHyYde, HOLLA HAIPYSKA AelcTByeT
B IIOCKOCTR KOUAuMoro cevemms. Ilomnan sxe paspaborra Bompoca Tpelyer paccmo-
TPUIST DINAHAA 1T, KelterByI0UX B NPOMEMYTOUNNK COUCHUAX, & HO B KOWEIHOM-
Wo raxas QOPMYITHPOBKA RCTPOTATCA CO SHAYNTENLHEIME BATPYNHEMUAMA NPU BL-
NMCIEHEAX, 0COBCHNO KOTHA DACCMATPHBAIOTCH KOMKPETHEE RPUMEpH, a we ofmme
nonoskerua. VIMEIIO DREJY 2TOr0 B Bacrosmeft paGore orpamumsena ofiacrs 0600-
MMM MBBOCTHHX j{0 CHX IOpP BHBOJOR, XOTA H MeY MHKAKHUX NPHHIMINANLHHEX
TPYABOCTON @A TONMOr0 BHACHEHMA CYIECTBYIOMUX COMHERWH. TpumentunLIe
OPpPANKUCHMS COCTOAT HPEMJe BCETO B TOM, YTO PACCMOTPEHO jefttrBue TOXBKO
OJMON CHILL, NPHIOMOHLUOE B NPOMEMYTOUNOM CEUSNHH, BIPOYEM moGoM, a He
nefiernie JoBo¥ marpysmu. JIas prOre Ciryyas Upusegens ofmme dopMyasl  gis
HOOPIHIAT NEHTPA Marufa HArPY/HEHHOrO CeveHus, {3.9.1) m (3.9.2), npuHUMAH,
Y10 CEYOHHE GAINIH JNYCBAYHO, B AAKpPeNIeNye sBCTKO. Hou HATPYHEHARY CCIeHIeM
ABANOICH  NONOYHOO, YNOMAUYTHE (OPMYIE NepexomAT B dopmymst  (3.8.1.}
n (3.8.2), nmpBejomnne B npexuel paGore awropa [8]. '

JOMA pAspeIoun BHATHTONRILIX TPYHNHOCTCH, BOSMAKAOMAX IIPIL BLIMUCACHMN
HOHKPETULIL TPHMOPOB, NOJOKOHO, '1T0 CTOHKM TEPENOCAT -TONLKO CpO3HBA0ONNE
TALPIREN A (CUERORATANLHO VPG RAI 118, s HepadoTaomie’ CTEIKN); OFHOBYCMEHILD
NOFOMOUO, TTO 1B GUINe MAKOZATCH MPONRONLHLIC NONKPEITSHHA (HOACHY), WOTOPLIE
HOPOHUMAIOT TIOTHOCTLIO CYIECTIBYION(E HOPMAILILE HAMPKCHLL. Ipm Tatms mo-
JOMAUKAK, UPHBOJAICH DAHBIE BHBEAGHUAHO HOPMYyIH ANA GuIrKy TPATeION AL~
BOPO, NMOCMMMETPHMHOrD COWeHNsl, [7], H NPOMBBOTMTCH 3(eKTHBHOC DEYLCHEHHE
WIT HPHMOYIONLIOr0 COHOMMA, 0BMANAI0NEro OO} TONLKO 0CHI0 CHMMETPHI (acuM-
MOTPHA COUCHIL COCTOMT B HEepPaBHOCTH nmomanelf CCYEHMA IIOACOB).

Pror MpEMep LOTJFAHO MOKASHIBACY, HAK KOHEUHO M JOIIKEO 6rITH, UTO TEHTP
HATUGA HHONOUNOTO covewus, B ofmeM ciydac, He COBNAjaeT ¢ HENTPOM KPYIOHHA
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QOro MG COYOHMHM, H 9T0 COBUAZBINEG OGOHMX HOUOK MACTYIMLT TOILIT0 TOLML, Kol
MArPYSHA GANKM BHMLIALT TAK HABKDACMOC WHOTOO Kpydenne,

VOTAHOBIOIO TOME, WTO KOHCTBUTCIBIN0, TPH KOCTIOM BREPCILIGIDIN GeL Rpy-
venns B OGUEM CIYyUAe e SBJISCTCH UPIMOK MMIHON M 910 06 HOJOMIOUHE soobme
BABMCHT OF DOJIA M BEIMUKMHL marpydss, Kpome 1OT0 0163I0ch, Wro I0J0smeme
NERTPA WAPHOA ROMOUUOrO COUCIS BABHCHT 0T JUHIL (GG JUBL OYeHL  KOPOTiHX
Gagton, COGCTREHNIO rOBOPS A GUI0R ¢ MOLOR MREROCTLIO, PRCCTOHING MOAGLY nex-
TPOM APHGA M LENTPOM THAIRCCTH CCUOINIT MOMET BOBPACTH TPOCKPATIO B CPURNCITY
5 TARMM M@ PACETOSUDIM JUIs PRBKHX Guuor, XAPARTEPUO, UG TI0 MOPE YMOULIents:
DML GO, DenTp Wanfn HepeMertanres 110 KPEBoH, conmapuonmel ¢ vepio impy-
qemus, ONMPOLNEHION Wi GIY TR T TBHDBACMOLO HHCTOrO KpyUeimt,

Bee PACCYHYWHIIL, UPOBOARLIBG 1 pAfoTe, RACRIOPEIT GIA0T, HMOWILUX mbaiie
JHAPPAPMEL, MO LOUYCRRIOINHE JOHOPMANIA NOMBPOUIIK Ceuemml 1 WX TTHoeROeTX,
Covenne GOt HOCPOMTHO (0 BIAMIT, Yo TOMIMIL CTOmOK AIBIIOPes Jumn gyi.
WHell MECTOTIOMOACORMA 11 COUCHUR), 1o ouw Jiofive, puryemsinoy, py soaemoenmoti
weeOPMIPYeMOCTH . CeuBIult, COCTADLTIONING EPEMOINGUIST YD ACTARIONH oy~
namu (1,1)-(1.8), a manpsoemun Gopmynamu (1.4) w (LB) (ep. [6] 1 [0]). Pemenne
rpammuiodt upofmemit (1.7) TMpomnRescHo UYTEM PABNCIOHVH JwepemMemerni, (1.8),
u manpmremd, (1.9), (1.10) 1 (1.11), na e rpyumns Uepnas us 1wux, oBuigenas
aunencom 0, MPeNCTABIST BENHIMHL, CHEBANILIE ¢ DASMELTAPLoll (L Insrensperot”)
coopuelt MATHGA B OKPYICIHS, BTOPUS JKO YPYIIIL, 0G0BHALCIIAN HILERCOM 4 UPojeT-
BOAQT BCNMYMAN, CBAAQUNKIC C TAR HAZ, CAMOYMPABIOBONIGHILIMU CHCTUMAMK Tatpn-
swenudt, Teonm myrém onyvens ofmue gopmyant (L12) yunst wanpsesenudt (ep, [91).

Korpa na Gasmy jefgrnyer CoepoAoTOYOIIT CUIR, UPIBOIRCIILAIL B ofon
ceserny (§ 2), 7o moayuaeM Qopmysust (2.8)-(2.7), GOOTBOTCURINTG WL BOPMANBIHX
manpsaennll, HOMToH RCINIANALEYE W YIIA RPYUCHUST wueri, naxojsuedon Gawre
MECTA YRPCIGICIIL; LS APYLod dacr GUIIGE 10 sto HOITHIHT IPHECTRBIen Ll Goprys
namu (2.8)-(2.10). Ua rpamxorx yexovukt (2,1) 1 (2.2), wan (2.10) » (2.20) oupepe-
JAIOTCT TOCTOSIILIG, ROTOPERIC MOBBOIFOT BAIUCAT: BHPAKONUSL JULIL YD BaKpy-
yupamust v Popme (2.22) x (2.23). Jlameo oXipeN@IaUTea KOO PARBATLE TOILTh warafa
npomemyrowzors cevenus (§3). Horpa narpyssa gedicrnyer mu sowen Gua, o ga-
HPEIIeHUe CBOGOIH0, 10 KOOPJMHATH Upejscranienst Qopmyuamu (3.3), npunepdn-
msimm Brepnuie B paGore [4]. Horpga sawpenarewme RHCTRO, TO KOO PEHIATE WOIPa.
WBruba KOHEWHOTO CEYCWHH (HAPPYMOHHOIO) NPOMCTABICHBI, KUl Yo YIOMINAIDCY,
Gopuynamu (3.8) mam (3.8}, dua cmanr, jolcrnywomedt u upuadce, Hopmydn MOMEo
ofofuure 1 QHopme (3.9).

. B nmameweitmenm (§4) pacemorpeno ofmm#h npamep Guuks TPULONOHAWABIONO
cevennsa, ¢ AR Has. Hopaborawumel ofoiorott (memesoune GopMyI, ARIIBX 09T
Gog nouanarensern, cogepmmres n padors [71).

s ROOPHUMAT LEmIpa MBruGa Moayunores 80eh Qopmyant (h.50), ssmio-
WUECA YacTHEM cyuaom Qopuya (3.8). g woopuuiar BMonrpi Kpyueris Hoayva.
101ea Hopmysst (4.59), nepexoasmmo, B Cayuns ¢noGoIUIr0 BUKPOIIIOITHIL, B §Ipo
meusne Gopmynst (4,60). Wmcxonun upumep (NI CIYILT, KON COMOIKE UPAMO-
YUOXBHOG, HO MECHMMOTPHIOCKOR, B WLINE YHOMIILYTOM GMBCI0) Nnpunejoern B § 8. D
DOXH BEITEKAIOIMEG MA JHCHYCCHM NPUMODA, YAWQ NPUBOTOHL B HANANC 1TACTOSINAre
pesome.

CBNTRAIN CHARACUERISTIC POINTS OF CROSS-SECTIONS OF THIN
WALLED TUBES
JNOWINBSXKI
SUMMARY

The use of simplified and, in consequence, often inaccurate methods of cal-
culation during the first period of the progress of aviation caused for a long time
the lack of precise and correct knowledge concerning the tlin walled structures.
After the last war several papers appeared, in which the theory of thin walled struec-
tures, and more precisely, the theory of this walled tubes has been developed in
a correct and sufficiently general manmner. The conclusions, sufficient to explain the
oxisting ditferences of opinion have not been drawn, however, because of many dif-
ficulties which have been encountered. This concerns in particular the notions of
the centres of shear and twist and the axes of shear ') and twist ?), useful in eve-
ryday engineering practice. The lack of exact definition and analysis of these notions
is a consequence of mot only the difficulties of theoretical nature but equally the
above mentioned historical causes, the notions in question having been introduced
in the first period characterized by primitive methods of caleulation. During thai
period the stresses in wing beams were determined with the assumption of thé
so-called free supporting of the heams, and the formulae adopted for the computa-
tion of the stresses were not correct except in one particular case of no praetical
importance, namely that of the load acting at the free end of the tube #).

From these two approximate agsumptions it was concluded that the position
of the axis of shear depends splely upon the geometrical properties of the cross-sec-
tion and is independent of the mode of fastening of the tube and the distribution
of the load. Such conclusion was not correct and the approximation could net be
considered as sufficient except for more rough calculation methods. The author, and
other investigators, have shown recently that for tubes of doubly connected cross-
-gection [8] the position of the centre of shear at the free end depends on the mode
of fastening of the other end.

In another paper [7] the autor questioned the theoretical foundations of the
exigting definition of the axis of shear.

The notion of the axis of twist is a eource of sirailar doubts. It is known that,
according to the theorem of C. Weber [11], the centre of twist in the end cross-

1) By the awis of shear wo mean the curve which is intersected in any cross-
-geclion by the resultant of the external load, if the tube is not subjected o torsion.

%) The axis of twist is the locus of points, around which the corresponding cross-
-poctions are rotated as a consequence of the deformation of the tube.

3) The problem becomes still more complicated if a tapered tube is consider-
od. Thiy is not discussed here, howeéver, and the subsequent considerations are con-
fined to cylindrical tubes only.

Rozprawy Matematyezne VII. . 4
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-.geetion of a cantilover loaded with n couple in the plane of thal eross.section {in
other words, subjected to pure torsion) coincidos with the conlre of shoar if the fag.
tening of the cantilever is porfectly rigid.

This theorem was considored, without sufficiont growds, to be oyually exact
outgide the limits of s validity., 16 was supposed that the position and the #hape
of the axis of twist, which was considored 1o bo incontostably siraight, was indepen.
dent of the way of fastening and the load, and that it was identicsd with the axis
of ghear (honco the notion of the elestio awis uniting the two axoew),

In several papers [3], [8)[9], the author has pointed out the incorrectnes of
this opinion and has shown that the axis of twist iy not, in genoral, o siraight line,
and, that its position deponds not only on the system of fastening but equally on
the kind and the magnitude of the load. 1t I8 oqually indientod in thoso papers that
although thervo exists in tho douded) end eross-soction o polnt having properties
ilentical with those of the contre of showr, n foree neting at thix poinl ecouses rota-
tion of all cross-geeliony oxcopt the loadod crosg-soction itmell, aid the fixed crogs-
-section at the other end. Buch conclusion is, of eourso, thooretically contrary to
the traditional view on the role of the axis of shoar, altowih it is still Litficult lo exti-
mate ity practical importance. (From the numerical exnmple, §§ 4 and 5, and accord-
ing to the experionce it would seem to be rather small) In any easo it makes the
limits of applicability of the existing definition still more narrow and it implies a
rather local importance of the centre of shear.

Lot us observe that thus far we have considered the contre of shear in the end
crosg-soction, and tho axis of twist for a load neting in the planoe of the ond cross.
-gection. A complote analysis of tho problem would roquire an investigation of the
influence of forces in intermediate eross-gections. This oncounters considerable dif-
ficultios of mathematical nature especially in concrete cases, The generalisntion
of the results presented in this paper is, therefore, lmited, although there exists
no essential difficulty of complote investigntion of the problem. The Lanitation in
question consits principally in that the load considered is not arbitrary but con-
situted by a single foree situated in an arbitvarily chosen cross-section, General for-
mulas are given for this case, expressing the coordinates of the centre of shesr of
the loaded cross-section, (3.9.1) and (8.9.2), with the agsumption of a doubly conneot-

ed crosg-section and o rigid fastening. If the cross-section at the free end is loaded

the above equations take the form of equations (3.8.1) and (3.8.2), derived in one
of the previous papers of the author, [8].

In order to overcome considerable difficulties of culoulalion of mumerical oxam-
ples it is assumed that the walls carry shearing stresses only. [t 18 then o so-called
“unstressed” slin structure. This assumption doos not impair the exnetness of the
conclusions. At the same time, it is assumed that the tube is provided with longi-
tudinnl reinforcomeonts (booms), carrying the whole of oxisting direet stresses, Under
this assumption the equations derived previously for o tube with » trapezoidal
asymmetric cross-soction, (7], are gquoted and » numerical calewlation made for a reot-
angular crosg-section having only one axis of symmetry, the asymmeiry being cansod
by different cross-sections of the booms. This example proves, as il was expected,
that the centre of shear in the end cross-section doos not, in general, coincide
with the centre of twist. They hecome identical only in the onse of the so-called pure
torsion.

It is equally shown that, in the case of a rigid fastening, the axis of twist does
not, in general, represent a straight line and that its position depends on the kind
and the magnitude of the load. The position of the centre of shear of the end cross-
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-section proves to be dependent on the length of the tube; fox very short tubes,
the distance between the centre of shear and the centroid of the cross-section
can become threo times greater than in the case of slender tubes. It is worth to he
noted, that with decreasing length, the centre of shear describes a curve identical
with the axis of twist for pure torsion. The whole of the discussion presented in this
paper concerns tubes provided with diaphragms preventing any deformation of the
crogg-goctions in their planes, The arbitrary, doubly connected cross-sechion of the
tube is constant (which means that the thickness of the wall is a function of the
considered point of the cross-section ouly).

The ecrosg-sections heing undeformable the components of displacement are
exprossed by equations (1.1)-(1.3) and the stresses by equations (1.4) and (1.5) (see
(5) and [9]). Tho corresponding boundary problem (1.7) i solved by dividing the
displacements, (1.8), and the stresses, (1.9), (1.10) and (1.11}), into two groups, the
firgt, with the subscript 0 representing the quantities corresponding to the element-
ary (engineer’s) theory of bending and torsion, the. second, with the subscript 1,
thoge pertaining to the so-called self-equilibrating systems. Thus, we arrive at the
final formulae (1.12) for stresses (see [97).

If the tube is subjected to a concentrated force in an arbitrarily chosen cross-
-seetion, § 2, we obtain equations (2.5)-(2.7) expressing the normal stresses, the
total warping and the angle of rotation of the part of the tube adjacent to the fixed
end respectively. The corresponding quantities for the other part of the tube are
expressed by equations (2.8)-(2.10). From the boundary conditions (2.1) and (2.2),
or alternatively (2.19) and (2.20), we determine the constants permitting to express
the angles of rotation in the form of (2.22) and (2.28).

Let us determine now the coordinates of the centre of shear in an intermediate
cross-section, § 3. If the load is acting at the end of the tube and the supporting is
free, the coordinates in question are expressed by equations (3.3), first derived in
[4). If the attachment is rigid, the coordinates of the centre of shear of the (loaded)
end. cross-section are expressed by equations (3.6) or (3.8), as mentioned before. In
the case of an intermediate location of the load the formulae obtained can be gener-
alized to the form (3.9). .

Next, § 4, the general case of a trapezoidal tube with walls effective only in
shear is considered. The equations, which are given here without proof, are deri-
ved in [7]. The coordinates of the centre of shear are expressed by equations (4.58)
which are a particular case of equations (3.8).- For the coordinates of the centre of
twist wo obtain equations (4.59), which in the case of free supporting reduce to the
simplified. form (4.60). A numerical example (in the case of a rectangular cross-sec-
tion, asymmetric in the above explained meaning) is given in § 5. The conclusions
have been discussed in the forégoing sections of this summary.
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