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Introduection.

Dang leur excellent livre sur la Géométrie textile MM. W.
Blagchke et G. Bol') ont traité, entre autres, le probléme des
invariants de divers réseaux du plan et de I’espace. Je reprends
ici le méme probléme en se servant d'une autre méthode: je montre
que les réseaux de n ou de n-1 familles de courbes et les réseaux
de n--1 familles (‘l’hyjmrsurfa.ces d’un. espace X, peuvent étre asso-
ciés univoquement 4 une variété généralisée de Klein. Par suite,
Pétude d’un réseau se réduit & celle d'un espace généralisé ce qui
permet, en particulier, d’appliquer les méthodes bien connues pour
résoudre.le probléme de ’équivalence de deux réseaux et celui des
isomorphies d'un réseau.

Ce travail est divisé en quatre chapitres. Au chapitre premier
jétablis les conditions qui doivent satisfaire les coefficients I
d’une connexion affine sans torsion pour que ses géodésiques puis-
senti 8tre’ partagées en oo"' congruences telles que les directions
des lignes appartenant & ces congruences se correspondent homo-
gmphlquemenf on divers points. Je désigne cetite connexion par (H)
et je faiy voir qu’on peut lui associer d'une fagon invariante une
autre connexion (P) qui est doude d’une torsion et du parallélisme
absolu des directions des vecteurs. La connexion (P) a été définie
et étudiée pour la premiére foiy par M. M. Haimovici?). Aprés
avoir étudié les propriétés de la connexion (P) je résous le probléme
de Véquivalence de deux variétés & conunexion (P) et celui des iso-
morphies d’'une telle variété. Je montre finalement qu’aux conne-
xions (H) et (P) peut é&tre liée d’une maniére bien déterminée une
variété & connexion weylienne.

Le chapitre II est consacré aux réseaux du plan composés de
trois familles de courbes. On y montre que ce réseau peut &tre asso-
cié d'ine facon invariante & Pespace généralisé qui, dans le schéma

) W. Blaschke u. G. Bol [1], Zweiter Abschnitt. Les chiffres entre
crochets 8o rapportent & l'index bibliographique placé & la fin du travail.

5y Of, Haimoviei [4].



4 Géométrie toxtile ot les espaces & connexion affine

de Klein-Cartan, correspond aun groupe des substitutions linéaires
d=ku-+a, 5=kv-+b. BEn utilisant les notions ot les propriéids de
cet espace je trouve les conditions pour qu’un réseaun admette un
groupe d’isomorphies.

Au chapitre IIT je considére les réseaux composés de n--1
familles de courbes ou d’hypersurfaces d'un espace X,. Dang l'un
et .dans Pautre eas ces réseaux sont liés A une variété & connexion (P)
dont le vecteur d’Bingtein est nul. Il en résulte que le probléme
de V'équivalence des régeaux dont il est question peut &tre résolu
au moyen de la méthode développée au chapitre prermier.

Le dernier chapitre est consacré aux réseaux composés de n
familles de courbes de V'espace %X,. Iei encore on peut construire
un espace généralisé lié invariablement au réseau. Cet espace ogt
basé sur le groupe de substitutions linéaives %%=r,u*- a®.

Dansg tout le travail je me sers de méthodes du Caleul des diffé-

rentielles extérieures de Cartan®).

I. " Connexions (H) et (P).

1. Soient z™ les coordonnées dun point arbitraire M d’une
variété 4, (n>2) & connexion affine sans torsiont). Attachons & ce
point un repére affine U, composé de ce point comme origine ef
de n vecteurs indépendants I,.  Le mouvement infinitésimal qui
fait passer le repere U, en le repére U, attaché & un point infini-
ment voisin M'(z"+dz") soit défini an moyen des formules

(1) DM=ol,, DL=a}l,, oj=I}0",

les symboles o"=o"x,dr) désignant des formes différenticlles
linéaires aux variables 2° et les symboles I, désignant des fonctions
des mémes variables. On suppose bien entendu que les formes w,
sont linéairement indépendantes dans un domaine D dans lequel
la eonnexion esti définie.

-Des formules (1) on déduit les équations de strueture de la
variété 4,

) do"+[olo™]=0, . do}+[wle)]=0",

Q=4 R 0P 0], Ryt 4 Rnil =0

) Voir p. ex. Cartan [3].
%) Dans tout ce qui suit les indices latins parcourent les valeurs 1,2,...,7.

Connexions (H) et (P)

<

et leg ¢quationy de sey géodésiques

d'”h(‘”’ (Z'iag) d d d
3 ! L &L &
(3) 4 + Iy, w’(m,;ﬁ) we(m, Et‘) = ¢(t) wh(m7 ?ﬂ) y

p(t) désignant une fonction arbitraire de la variable ¢.

2. Supposons que les géodésiques de la varidté A, puissent étre
partagdes en oo™ congruences de telle. fagon qu’il y ait une correspon-
damce homographique entre les directions des lignes appartenant & ces
congruences ek passant par divers points de lo variéié; nous désigne-
ronsg par le symbole (R) ce systéme de congruences et nous Ini don-
nerons lo nom du systéme homographigue. La variété & connexion
affine jouissant de la propriété demandée sera désignée par le sym-
bole (). .

Cette hypothése admise, on peut choisir le repére U,, de maniére
quen chaque point de la variété le veetour I, soit tangent & une
ligne de la méme congruence du systéme (R). Nous désignerons
cette congruence par le symbole [h]; ses équations différentielles
auront donc la forme: '

(4) o'=0, ..., =0, "*'=0, ..., o"=0

ot celles d'une congruence quelconque du gystéme (R) pourront
dtre prégentées de la maniére suivante:

dx Fu
(5) o (m i) =

ou ¢' 102,...,07" gont des constantes quelconques et y(t) une fonction
arbitraire de la variable . Observons que les équations (4) seront
conservées si on remplace le repére U, par un autre repére U,
au moyen de la substitution

(6) ’ Ih.x@ih)

ol o désigne une fonction arbitraire différente de zéro dans le do-
maine D, et que c’est la seule substitution qui les conserve.
Lot équations (3) devant 8tre des conséquences des relations (),
on ot conduit h Iégalifé
1

d 1. P
A o T8 e e
i (1/)) R
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que on peut écrire
(T) Thed®=o(t)c".
En désignant la partie symétrique et la partie antisymétrique
du coefficient I par A% et MP respectivement:
®) Th—Ah,  dh=dh, ML ML=,
on peut réduire la relation (7) & équation suivante:
Al e = o(t) .

Cette condition devant étre satisfaite quelles que soient les
constantes ¢, on en conclut que les coefficients Al doivent avoir
la forme

. - 1
(8a) ‘ Aql-"s = 5 (6;‘“8 + 52“7«)7

a, étant des fonctions arbitraires de point (8! symboles de Kro-
necker). Done, si 'on se raporte & la formule (8), on aura
1 1
I =3 ot dta, M
ou ‘

1 !
Fl.ts::a?as"l‘i(azar“ 6:}“’3) + M;ba'

Le deuxiéme et le troisiéme terme du second membre étant
antisymétriques par rapport aux indices inférieurs, la derniére
formule peut &tre ramenée & la forme plus simple !

1
(9) It = da, +§ N S,;é"’ + 8;h=0.

En tenant compte de cette formule, la troisidme des égalitiés
(1) devient

1
(10) 0= Go+2 8",

ol on a posé

(11) ® = a,0°.

Connexions (H) et (P) . 7

Nous voyons ainsi qu’une varidié est doude de la conmewion (H),
si Von peut choisir le repére Uy de fagon que les coefficients I, soient
donnés par les formules (9). Si lon porte ces expressions dans les
équations (3) des géodésiques, on obtient

do’ (m d,m) ‘

| "t dw dw dw
I R
a Te\mw|\O g =\ n g

Ajoutons que la forme de Vexpression (9) et, par conséquent,
celle des dquations (12), sera comservde, si Von remplace le repére U,y
par un autre repére U,y & Vaide de la substitution (6). En effet, en se
servant des équations (1) on vérifie facilement que les formes o”
ot «f se changeront d’aprés les formules

13) - at=pw"  @f=o}—08 dloge;
on aura done '
(14) Tfy= % tile, — 0, Tog o)+ < S
Popérateur 9, étant défini au moyen de l'identité
(158) df = ®0,f.

En posant
(16) o=w0—dlogp, Es=a,~6€'1og e
ot
(17) S;L;'—ﬁ%&;;’,

la formule (14) peut s’écrire

¢’est ce qui justifie notre remarque.

3. En tenant compte de la formule (10) le premier groupe d’e:qua-'
tions de structure (2) de la variéld & commexion (H) peut §'écrire

1
do® 4 [wo?] =3 8],
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Imaginons maintenant que dans l'espace de coordonndes nh
goit donnée une seconde connexion affine (P) tello que le mouvement
infinitésimal du repére U, soit défini au moyen des formules

(18) DM =o'I,, DI = wl,,

les symboles o et w ayant la méme signification que ci-dossus.
On. en déduit les équations de structure do la variété & connexion (P);
les voici

1 . 1.
'+ [oa*] =5 SM0'0’],  do = K [o"'],
(19) B
K, + Kp=0.

On voit done que la varidié & connewion (P) est doude dune cour-
bure et dune torsion, les composantes de ces tenseurs dtamt respeoti-
vement K, et S;;" il est aussi bien évident que tout vecteur trans-
porté parallélement & lui méme le long d'un cycle infinitésimal
conserve fa direction.

La connexion (P) est lide d’'une fagon invariante & la conmexion ().
Effectivement, si le systéme des vecteurs I, subit la substitution (6),
les équations (19) seront remplacées par les relations suivantes:

1. 1.
do"+-[oa™] = 3 S Mo'a®), do= 5 Enlo’a’],
ot 1'on doit poser
@ =0y o=w—dlogg,

gp:éh: nl‘s}é h? I?ra= 9—2Krs .

(20)

Réciproquement, dtant donnde la conmexion (P), on peut lui
associer dume fabon invariante une conmewion (H); il suffit pour
cela de définir les coefficients It conformément aux formules (9).
Il est aussi facile de montrer que le lien entre les deux connexions
sera conservée, si 'on remplace le repére U, par un autre repére
en effectuant sur les vecteurs I, de Uy une substitution linéaire
& coefficients constants. Les deux connexions (H) et (P), aingi lidos
I'une & V'autre, ont les mémes géodésiques détermindes par les équa~
tions (12) ou par le systéme équivalent (5).

4. Supposons maintenant que dans wn domaine (D) de Vespace
de coordonnées ; soit donné um systéme homographique de oo™ con~
gruences de courbes (cf. n® 2); nous le désignerons, comme aupara-

Counexions (H) et (P) 9

vant, par le symbole (R). Pour définir le systéme (R) il suffit de
donner les équations de n--1 de ses congruences; les équations
d'une congruence arbitraire du systéme peuvent étre présentées
sous la forme

wl w? ' w”

(21) L e

H
cl 2 Fis

ot les " sont n formes différentielles, lindaires et indépendantes

en dat, les ¢* étant des constantes arbitraires. Nous allons montrer

qulavee le systéme (R) est lide d’ume fagon intrinséque wne varietd

& conmewion (P) dont le vecteur d’Hinstein est nul 5)
Posons pour ce but

L1
doP =3 Alfoaf), Al + Al =0,

En tenant compte de cos formules et de la relation (11), le‘
premier groupe des équations (19) devient

1 1
5 AR[0T0,] + 4,00’ ] = - S Mar e

Il en résulte
3 3 VA 3
S+ drag— Oy = A

En y supposant successivement h#7,s et h==g, on obtient

(22" St =4 (h % 7,s8)
ot
(22") 8.5 —a, =43, (r+#s).

(Il me faut pas sommer par rapport & P’indice s dans la der-

_niére relation!) Si 1’on pose dans les équations (22') successivement

§=1,2,...,r—1,74+1,...,n et que 'on fait la somme des relations
ainsi obtenues, il viendra

S;'.;e - (In’ - 1)(1’1- = Af’s'
Iin tenant compte de la condition imposée au vecteur d’Ein-

gtoin. d’étre nul (8;;°=0), la derniére équation nous donnera

" 8
n—1""

Ay = —

H") U.ﬁ Haimoviei [4].
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Le coefficient a, une fois déterminé, on calcule les coefficients
8;.* & Paide des relations (22') et (22”). Nous voyons ainsi que ces
formules déierminent dume fagon univoque les grandeurs a, et Sp* de
la commezion (P) en fonction des coefficients AL des différentielles dw'.

Si nous remplacons le systéme (21) par un systéme équiva-
lent en multipliant toutes les formes o par un facteur arbitraire g,
_ nous obtiendrons la méme variété & connexion (P) rapportée aux
systémes locaux qui se déduisent des systémes primitifs au moyen
de la substitution (6).

5. En vue des applications ultérieures de la connexion (P) & la
géométrie textile nou: allons consacrer ce numéro & 1l'étude des
propriétées d’une variété P, & connexion (P).

Rappelons d’abord que les équations (18) définissent la conne-
xion et que les équations (19) déterminent sa structure. En ge mer-
vant de ces équations et en différentiant extérieurement 1’identité
(15) nous obtenons la relation suivante:

(23) 0,0,f — 0,0,f = (0,8, — a8 — 8;;1)0,f

dont nous ferons un usage fréquent dans la suite.

Aprés avoir fait ces remarques préliminaires, constatons en
premier lieu que dans la variété P, on peut introduire une métrique
angulaire en définissant l’angle 6 de deux éléments linbaires
o*@,dz) et o™z,dr) au moyen de la formule

Z’w (0, dz) ¥z, o)
(24) cosf = =

1/ 3 (o, da)* 3 (o, b0

En appelant ,; I'angle entre deux lignes appartenant respecti-

vement aux congruences [%k] et [¢] et passant par un méme point, -

la derhiére formule nous donne cosf,;=0; plus généralement,
Pangle 6, entre la ligne de la congruence [¢] et la ligne de la con-
gruence

ol ? o®

ot 2 T
sera donnée par la formule

G'IZ

3 (dy?
{=1

co80;, =

Connexions (H) et (P) 11

Nous voyons ainsi que les lignes appartenant & deuw congru-
ences diffdrentes de systéme (R) se coupent sous um angle constant
et que, en particulier, les lignes des: congruences [h] et [4] se coupent
sous un angle droit.

Considérons maintenant dans la variété & conmexion (P) un
champ des vecteurs contrevariants et désignons par les symboles
X" los composantes par rapport au repére Uy du vecteur du champ
attaché au point M. Si 'on change le repére U,, en se servant de la
substitution (6), les composantes X* seront transformés d’aprés
les formules '

Xh = o X",
il g’ensuit que los composantes ¥, d’un vecteur covariant subissent
la’ trangformation suivante:

Vy=0¢"'%,. ‘

On on déduit d'une facon bien connue la loi de transformation
d’un tenseur quelconque, r fois contrevariant et s fois covariant,
de composantes A ¢ :

Ay = ¢ AL,

En particulier les composantes des tenseurs de courbure et de

torsion se transforment comme suib:

Ky = 0 Ky, Sl = 078

- Remarquons que les tenseurs de la variété & connexion (P)
sont identiques avec les grandeurs auxquelles M. Blaschke a donné
le nom de ,,Halbinvarianten’ ¢).

En se raportant aux formules (18) on trouve pour les diffé-
rentielles absolues des vecteurs (X*) et (X,) les expressions sui-
vantes : )

(25) DX"=dX"+ oX? DY,=dY, —w¥;;
d*une facon générale on aura
Dy, — i, + (r — )odic,.
En tenant compte des formules (11) et (15), on obtient les

dérivées covariantes
VXt =0, X"+ a; X" V,Y,=0,Y;,—a; T,

VAl = 0 A 4 (r—8) gy Al
" %) Blaschke u. Bol [1], p. 155.

(26°)
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Leapplication de Pidentité (23) nous conduit & la relation
V.V, Xh -V, VX" = Ky XM — SVt

et aux relations analogues pour un vecteur covariant et pour un
tenseur quelconque.

En différentiant extérieurement les équations (19) on obtient
la loi de la conservation de la courbure et de la torsion -

(26) Vi Koy + K8t =0, ViplSsilt = & Iy — ShSei -

Si Pon assujetti la seconde équation & la saturation des indices
h et ¢, on trouve

(27) (n—2)K,, =V, 8, —V,8, +V,8f -+ 88,

ol l'on a désigné par les symboles S, les composantes du veeteur
d’Binstein de la variété (8,=5S;;%). Nous voyons done que la cour-
bure dela varidé s’exprime au moyen de sa torsion ; si eelle-ci g’annule,
il en est de méme de la courbure. 8i, en partienlier, le vecteur d’Ein-
stein est nul, la relation (27) prend la forme plus simple

(28) " (n—2)K, =V

Nous allons maintenant considérer quelques cas spéeiaux des
variétés P, .

(a) Supposons en premier liew que chacune des équations o"=0
sott complétement intégrable; elle représentera donc une famille
d’hypersurfaces que nous désignerons par le symbole {h}. Les lignes
de la congruence [h] étant des trajectoires orthogonales des hyper-
surfaces de la famille {h}, ces familles forment un systéme ortho-
gonal. Ajoutons que la famille {h} est composée d’hypersurfaces tota-
lement géodésiques, les lignes des congruences [1],...,[A—17,[h-+1],
-..,[n] étant toutes des géodésiques de la varidté.

Pour que ce cas soit réalisé, il faut, d’aprés le théoréme de Fro-
benius?), que l'on ait [w'dw?]=0. En tenant compte de la premidre
des équations (19) on en conclut qu’il doit &tre

8;.h=0 (hsr,8).

Ces conditions expriment que le vecteur de torsion £ caleulé
pour un cyele infinitésimal situé dans ’élément plan détermingé
par les vecteurs I, et I, est situé dans cet élément.

) Cartan [3], p. 48.

Connexions (H) et (P) 13

(b) Emvisageons maintenant le cas, o% Von a K,=0. D'aprés
la deuxiéme des équations (19) on aura dw=0. Ceci montre que
la forme w est une différentielle exacte; on peut done choisir le re-
pére U, de maniére qu’il s0it w=0 (cf. n° 3). La varidté & conne-

wion (P) est doude dans ce cas de parallélisme absolu et la formule

(10) prend ici la forme

of, = 3 STt

Si Pon suppose de plug que le vecteur d’Einstein est nul, on
aura w.==0 ce qui veut dire que la connexion (H) associde & la con-
newion (P) est isomdirigue, ¢'est-d-dire qulelle admet une unité de
volume.

(e) 8i les composantes S.;.;” du tenseur de forsion sabisfont & la
condition AS’;;”.—{—S;;,”xO, on a, d’aprés Péquation (10), wf-+aw}f=0
(hs£r); la variété H, est dans ce cas une variété weylienne et, si
Pon a aussi do=0, ¢’est une variété de Riemann.

6. Nous allons aborder dans ce n® le probléme suivant:
Sotent domnéds deur systémes d’équations

' w2 "
et ‘

@t @2 "

EI = %E = =S —an P)

les w" dtamt des formes différentielles lindairement indépendantes en o,
les o dtant des formes linéairement indépendantes en % et les o et T
dtant des constantes arbitraires; mous nous proposons de trowver les
conditions nécessaires et satisfaisantes pour que ces systémes soient
dquivalents. Bn d’autres termes il s’agit ici du probléme de Iéqui-
valence de deux systémes homegraphiques de congruences de cour-

bes, définis au moyen des équations ci-dessus.

Or, nous avons démontré au n® 4 que les deux systémes d’équa-
tions que nous avons en vue peuvent &tre liés d'une fagon inva-
riante v deux variétés P, et P, A connexion (P). Le probléme pro-
posé revient done i déterminer les conditions nécessaires et suf-
figantos p(iur que ces variétés puissent étre transformées 1'une dans

Pautre an moyen d’un changement de variables.



14 . Géométrie textile et los espaces & connexion affine

En adoptant toutes les conventions des n” préeédents, imagi-
nons qu'on a choisi d'une fagon la pluy générale les repdrves U,, ot
Uz dans les deux variétés P, ot P, ; les composantes w,w® ot @, o
de leurs mouvements infinitésimaux satisferont done aux équations
(19) et aux équations analogues que 'on obtient en affectant d’une
barre toutes les lettres principales du systéme (19). Les formes w, ot
dépendent de coordonnées #* du point M et dun paramotre o 6t
elles sont indépendantes par rapport aux différenticlles de ces va-
riables; ajoutons que la différentielle do n’intervient que dans la
forme o (voir p. 11). Une remarque analogue est valable pour les
composantes @ ,ao". -

Considérons maintenant une fonction quelconguo f des varia-
© bles a* et o; nous introduirons deux opérations différentiolles
dof, 0,f sur cette fonetion en posant

(29) df = wdyf + 0’0, .
En dérivant extérieurement cette égalité ot on tenant compti
des équations (19), on est conduit aux identités

(80) 0B —0.d0f=0yf, 0,00 — 0,041 = Kyof + 58, .

Convenons de dire que les quantités 9of,0,f et celles qui 8’en
déduisent par les mémes opérations sont des dérivées de divers
ordres de la fonction f. '

- Ceci posé, reprenons le systéme (19) et dérivons extéricurement
ses différentes équations. La premiére d’elles fournit ainsi Pégalitié

1
[dow,] — [wdo,] = [A8;"0" 0" ] 4 S do" "),

- Silon y remplace les différentielles dw,do™ par les expressions
déduites des équations (19) mémes et la différenticlle dS;;* par
P’expression .

a8;;* = wdy S + w'd 8,
on arrive aux relations ‘ '

(31;) ; . 008’,’__‘9h=8"h

»3?
(81") Ky Oy = 0S5t + S S5l

lr

I_;a. derniére équation entraine, par saturation des indices,
P’égalité suivante:

(32) ('n - 2)'Krs = ahs%éh + ar Ss - asSr -+ & 77“%&?7

Connexions (H) et . (P) 15

ol I'on a désigné par les symboles S, les composantes du vectenr
d’Einstein. La dérivation de la seconde des équations (19) conduit
de méme aux relations

(33) aOKrs = ZKrs: . a[tKrs] + Kp[rsé'tzla'

Si l’on porte la composante §;* dans la premidre des identi-
tés (30) et que ’on utilise la relation (31’), on- trouve

En. poursuivant ce procédé de proche en proche on démontre
facilement que ftoutes les dérivées 0,0, ....0, ;" (9=1,2,...;
apyOgyevy0g=0,1,...,%) §'expriment au moyen de celles, ol tous
les indices sont différents de zéro.

Nous allons montrer que les quantités

(34)  BM0,0,,.-0, 85" (g=1,2,...;5 i1,85y...,0,=1,2,...,m)

constituent le systéme complet des invariants de la variété P,
(invariants relatifs). Supposons pour cela qu’il se laisse établir
entre les points M et M et entre les repéres U, et Uy des variétés
P, et P, une correspondance telle que le mouvement du repére U,,
soit transformé en le mouvement du repere Uj;. Il en résulte qu’il
doit exister un changement des variables #%, ¢ en les variables 7,2
tel que ’on ait
(38) o=w, o=

En différentiant extérieurement ces égalités et en ayant égard
aux équations (19), on trouve
K, Sit=83

K,

rg =

les composantes K,, et S;;* sont done des invariants de la variété P,.
Soit I I'un d’eux; il suffit d’employer la formule

Al = wlyI + 0,1

pour en déduire des invariants dérivés d,I, 9,I. Chacun de ces in-
variants conduit & son tour 4 des nouveaux invariants dérivés.
Nous obtenons ainsi une suite illimitée d’invariants relatifs qui,
dlaprés ce qui précéde, se raménent tous aux quantités (34). Sup-
posons que parmi les invariants (34) il y a p indépendants; nous
préciserons cette hypotheése en admettant que parmi les invariants
(érivés d’ordre k<m il y a des invariants indépendants des compo-
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santes ‘S';;," et de leurs dérivées d’ordres inférieurs & %, mais quo los
invariants dérivés "d’ordre m ef, par conséquent, ceux d’ordres
supérieurs & m s'expriment tous en fonction des précédents.

Désignons par I, (¢=1,2,...,p) les invariants indépendants;
on peut donc poser ‘

Svl-.;h = ¢£3(11,127' .. 7Ip)’

(36)

04055y 085" =P, unTis Taye oy L) (B=1,2,...,m).

Remarquons que parmi les fonctions @ il y a des relations qui
résultent des identités (30); nous excluons dans la suite celles des
équations (36) qui correspondent & des fonctions dépendantes des
autres. _ _

Supposons maintenant que les invariants relatifs /, de la va-
riété P, qui correspondent aux invariants I, sont aussi indépen-
- dants et que les composantes S;.* et leurs dérivées jusqu’s Vordre
m g'expriment au moyen des invariants I, par les mémes fonctions &
qui se présentent dans les équations (36). Si ces conditions sont
réalisées, le systéme d’équations

I,=1, (a=1,2,...,p),
h

(37)

®=w, o'=o

'est complétement intégrable, puisque les équations qui s’en dédui-

sent par différentiation extérieure sont des conséquences des équa- .

tions du systéme. La solution générale du systéme (37) dépend de
n-+1—p econstantes arbitraires; dans le changement de variables
que définit cette solution les Z° ne dépendent que de ¢! cela résulto
du fait dans les formes @" et «" n’interviennent que les différen-
tielles da®, dz® et que les équations a=w" peuvent &tre résolues
par rapport a dzt.

Nous avons ainsi démontré que les invariants (34) constituent
le systéme complet des imvariants relatifs de la variéié P, et que celle-ci
est completement déterminde par les équations (36) que Uon peut appe-
ler les équations naturelles de la varidté. Il faut observer que leg fone-
tions @ qui entrent dans les équations naturelles ne peuvent &tre
prises arbitrairement; elles sont assujetties aux relations qu’il est
facile d’obtenir des identités (30). .

Les raisonnements qui précédent permettent encore de ré-
goudre le probléme d’isomorphies de la variété P,; pour obtenir sa
solution générale il suffit de supposer que dang les équations (37)

Connexions (H) et (P) ‘ . 17

les syn}tbo.les I,,0,a0" désignent ce que deviennent les expressions
I, w, ", 81 Poh y remplace les variables a?,o par les variables 7, 0.
On arrive ainsi au résultat que la variété P, admet un groupe d'iso-

morphies & n+1—p paramétres, si le nombre des invariants Tela-
tifs indépendants est égal & p.

Nous terminerons ce chapitre en montrant que la connexion P
peut élre lide aussi, dune fagon invariante, & une connexion weylien~
ne (W). Définissons pour cela le mouvement infinitésimal qui fait
passer le repére U, en le repére U,, attaché au point M (@4 da®)

au’moyen des équations

DM=o'l,, DI,=ol,+&I, & =I%o,
les symboles o" et w ayant la méme signification que ci-dessus et
les formes &; satisfaisant & la condition &7-+&k=0, Aot il résulte
que ’on doit avoir ' '

’ ¥ L
(38) Ik 4+ If=0.

Les équations de structure de la connexion prendront done
la forme ‘

Aot +[0o" ][ T=0,  do=2,  ddH+[Brd=O
Nous nous proposons de choisir 1es' coefficients Ii’; de maniére

que la prémiére des équations ci-dessus soit identique avee la pre-
miére des équations (19), autrement dit qu’il soit

1

[Dre"] =— 5 SpMo"w],
c’est-a-dire

¥h ‘d \s 1 hr,.r. 8

Iglo' ]zésrs [0"0].

Il en régulte la condition
T tn P

(39) Iy — Iy = 8",

En permutant circulairement les indices h,i,j dans la relation

(39), on, trouve

P A i ' i 7
—_— e —_— et —_
Lij—Tji= 8", T —Iy _M'_Sﬂn I3 — I = 8.

Rozprawy matematyczne 2
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Si de la somme. de deux premidéres de ces équations on refranche
la troisidme et que Pon tient compte de la relation (38), on trouve

*
)t Ll " ]
2Fib= S’U + Sﬂb - @'hj‘

Ceci détermine complétement la connexion (W), On vérifie aisé-
ment au moyen des formules du n® 3 que la forme des derniéres
relations reste inaltérée, si I'on assujetti les vecteurs du repére U,
4 la gubstitution (6) ou & une substitution lindaire & coefficients
constants.

Nous pouvons done constater qu’avec la connexion (H) on
peut lier d'une fagon invariante les deux connexions (P) et (W);
les variétés aux connexions (H) et (P) ont les mémes géoddsiques
définies au moyen des équations (12); les géodésiquoes de la variété
4 connexion (W) sont en général différentes, leurs équations ayant
la forme suivante:

do®(z, dojdt) & dz dw di
—a —rglﬁ’,s" o’ (m, ﬁi) w® (m, -—) =g (t) " (:1:, dt) .

IL. Réseaux de trois familles de courbes dans le plan.

8. Soient @,y les coordonnées d’un point arbitraire M d’une
va;-iété V,. Supposons que dans un domaine D de celle-ci soit donné
un résear. (R) formé de trois familles de courbes ; nous les désignerons
par les symboles [0], [1] et [2] et nous écrirons leurs équations
comme suit:

(1) =0, wl=0, w2=0,

o', w' et o® étant des formes différenticlles lindaires aux variab-
les 2,y. On suppose bien entendu que ces formes sont deux-i-deux

indépendantes. Nous les supposons normées de facon qu’il soit iden-
tiquement ‘

(2) w® = ol —w?,

Il est facile de vérifier qu’on peut trouver d'une facon unique
une forme différentielle » telle que P’on ait

@) ' do'+[wwt]=0, dw?*+ [ww?]=0,

La forme o devant g’exprimer linéairement an moyen des
formes w',w? nous poserons

(4) =0y '+ a, w?.

Réseanx de trois familles de courbes dans le plan 19

11 est évident que les formes w®,w!,w® ne sont détermindes
qu'a un facteur prés. Si Pon fait la substitution
(5) mk=9wk (k=0,1%2),
o étant une fonction arbitraire, différente de zéro dans tout le do-
maine D, la forme des équations (3) sera conservée i condition
de remplacer o par l’expression
(6) ' o =wn—d log p.

9. Nous allons montrer que le rdseau (R) indwit dans le domaine

D une conmewion affine sans torsion basée sur le groupe des substi-
tutions lindaires

u=ku-+ a, v=kv+b.
Dans ce but attachons & chaque point M (z,y) du domaine D
un repére local U,, composé du point M comme origine et de deux

veeteurs I, et I, et supposons que le mouvement infinitésimal de
ce repére goit défini par les formules

AM = o'l;, I, = wl, (i=1,2).
Les équations de structure de la connexion. seront donec
do*+4 [wwr]=0, dow?*4[we?]=0, do=2,

(7) Q=K [o'w?].

En se servant de la formule (4) on trouve

K=08,a,—0y0,,

l’lopération 9, étant définie au moyen de lidentité
(8) df = w'0,f+w?d,f.

Nous désignerons la connexion ainsi définie par le symbole (H)
et nous donnerons au coefficient K le nom de courbure de celle-ci;
K eost identique avec la grandeur que M. Blaschke a désigné par
le symbol g?).

Il est évident que la connexion (H) est liée d’une fagon inva-
riante au réseau (R) et que sa courbure se transforme d’aprés la
formule K =p®K, si Pon fait sur les vecteurs du repere Uy la sub-
stitution ) )

(9) ILi=ol,, Ly=egl,.

MMM"E) Blaschke u. Bol [1], p. 185.
2%
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La courbure est donc bien un tenseur deux fois covariant
(Ey=Kyp=0, Kp=—K,=K). Remarquons encore que la con-
nexdon (H) est un cas spécial de la connexion weylienne et que K
est identique avec la Streckenkriimmung de la variété®). On peut
aussi dire que la connewion lide au rédseaw (R) est un cas spéeial de
la connemion définie au n® 2; pour obtenir ce cas il faut supposer
8;.'=0 dans la formule (10) de ce n’

Les équations des géodésiques de la variété & connexion (H)
peuvent &tre réduites 4 la forme suivante:

a da dy) ( da dg/) 15( dw d@/)
L ilw,y, 2, Y Rl 0.
(10) dtw(w’y’dt’dt Tol g gy N\ %

Ces équations ont l’intégrale intermédiaire w!/e= w?/c?, ¢
et c? désignant deux constantes arbitraires. On en conelut que les
trois familles [0], [1] et [2] du réseau sont composées de gdodési-
ques. En définissant au moyen de la formule

w'(d) o' (9) + o*(d) @*(9)

Vi @) + (02 (@) V(e (6))? + (w?(0))*
l’angle 6 entre les directions de deux éléments linéaires w®(d) et
w*(8), on trouve que. les lignes des familles [1] et [2] se coupent
sous un angle droit et que celles de la famille [0] font un angle égal
& /4 avec les lignes de deux autres familles. A aide de la derniére
formule on peut aussi montrer que les géodésiques définies au moyen’
de D’équation w'/c'=w?[c? coupent toutes les lignes de la méme
famille du réseau (R) sous un angle constant. Il §’ensuit que la
somme des angles d’un triamgle géodésique est dgale & .

Pour les dérivées covariantes des composantes X* d’un vee-

teur contrevariant et des composantes ¥, d’un vecteur covarmnt
on trquve des expressions

VX=X 0, X V,¥,=0,Y,—a,Y,,

Popérateur 9; étant défini au moyen de la relation (8) et les ecoeffi-
cients -a; au moyen de l'identité (4). On en déduit les relations

VX V.V, X'=EX", VY, Y, —V¥,Y,=— KX,

10. Nous nous proposons maintenant de trouver les condi-
tions pour que le résean (R) admette un groupe d'isomorphies. Ima-

cosf =

'Yy Weyl [6], p. 111
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ginons dans ce but qu'on a choisi d'une facon la plus générale les
formes w?,w! et w? satisfaisant & la condition (2). On a vu que les
formes ' et w? linéaires et homogenes par rapport aux différen-
tielles dw,dy, dépendent alors d’un parameétre p et que la forme w
est linéaire par rapport aux différentielles da,dy et do (voir les
équations (5) et (6) du n° 7).

La différentielle 42 étant nulle d’aprés la troisidéme des équa-
tions (7), on déduit de 14
(11) [AEw'w?]+ K [do'e?]—K [w'dw?]=0.

8i f ost une fonetion arbitraire des variables z,y, o, nous pou-
vons présenter sa différentielle sous la forme suivante:

(12) df=foo+fot+fwb
Si l'on se sert de ces notations et que l’on tient compte des

équations (7), on déduit facilement de D’équation (11) la relation
guivante: '

(13) Ky=2K,.
En différentiant la relation
dE=EKy0+K, o'+ K, »?
et en tenant compte dé I’égalité (13) on obtient
. 2[dKw ]+ [dE 0 ]+ [dK 0% )+ 2K do+ K,dow'+ K,dow? = 0;
gi Pon se raporte aux équations (7), on en conclub
(14) Ky,y=3K,, Ky=3K,, Ky, — Ky =2K,.

La différentiation de Pégalité (13) conduit de la méme maniére
aux rela,blons

(15) Ky=4K, Ky=2K,, Kyp=2K,.

Pour trowver les isomorphies du réseau (R) on a & intégrer le
systéme de Pfaff formé des équations
(16) ®l=ow »r=w? ®=0w,
les symboles @!,@%, désignant ici ce que deviennent les formes
w',0?, o, 5i on y remplace les variables z,y,o par les variables

Z,7,0. Bn différentiant extérieurement ces équations et en tenant
compte des relations (7), on trouve qu'il doit étre

(17) ‘ E=K.
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Done, pour que le systéme (16) soit compldiement intdgrable,
il faut et il suffit que la courbure K soit constante. Il résulte de 'équa-
tion (13) que cette constante doit étre nulle et que, par congéquent,
on aura deo=0. L& connexion attachée au réseau (R) est done ho-
lonome et le réseau admet un groupe continu & 3 paramétres. Il
est, comme on sait, équivalent au systéme de trois familles do droi-
tes paralléles9).

Supposons maintenant que la courbure ne soit pas constante.
La différentiation de 1’équation (17) conduit & la relation

Ko + EKo' + Ky 02 = Kyo + K0t + K, 0?,
d’olt T'on tire les conditions suivantes:
K—O:KOJ K1=K17 Kz-‘-‘“‘Kz;

la premiére de ces relations étant, d’aprés 1'égalité (13), une con-
séquence de I’équation (17), on peut remplacer les dernidres condi-
tions par le systéme ‘ '

(18) K=K, K,=K, K,=K,.

La différentiation de ces rel@tions donne de méme

Kn =K117 Em :KH ’ K22 :Kzz .

En procédant de cetite maniére de proche en proche, on trouve
une suite infinie de relations de la forme suivante:
(19) K=If, K’i,im..ith’l:ligu.ik (’&.1 I} '1;2, cas 77:];7= 1 ,2 ,...)-

11 semblerait qu’aux indices ¢ on devrait donner trois valeurs
suivantes 0,1,2. Mais il est facile de montrer que les relations ainsi
obtenues sont des conséquences des équations (19). En effet, en

différantiant 1’équation (12) et en ayant égard aux équations (7)
on trouve

(20) fm_‘fol:fu fzo'—foz:fa; flz‘—fm:Kfo-
Si dans la premiére de ces identités on pose f=K,, on obtient
Kno—‘Km:Kn;

d’autre part, si 'on se reporte i la premiére des équations (14),
on trouve

)

K101= 3K11 .

) Blaschke uw. Bol'[1], p. 155. Voir aussi Lie [5], p. 162 - 169
et Cartan [2], p. 78.
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La comparaison de deux derniéres relations donne
Kyy=4K,,.

Observons aussi que de la deuxidme des équations (15) on
déduit '
Koy =2Ky,.

On voit ainsi que les conditions

K 110 :Kuo: KIOI =K101; Kon =Kon

sont des conséquences de ’équation K,,=K,,. En procédant de
cette maniére on justifie la remarque faite ci-dessus sur les équa-
tions (19).

Ceei établi, nous distinguerons dans la suite trois cas.-

(a) Supposons d’abord que parmi les fonctions
(21) K, Ki,i,...ix (b=1,2,...5 Gy,%,...,5%=1,2)

il y o une seule qui soit indépendamte.
Le cas K=const étant execlu, nous pouvons admetire que

toutes les grandeurs (21) sont exprimées en fonetion de K. Posons

en particulier

(22) K,=¢(K), K,=y(K)

1l résulte de 1&

. K=" (K) Ky;

Papplication des relations (14) et (15) permet d’éerire cette éga,lité

de la fagon suivante : :
3K,=2¢'(K)K.

En rapprochant la premiére des équabtions (22), on trouve
3p(K)=2¢'(K)K, Aot p(K)=aK*?, a étant une constante. La deu-
xidme des équations (23) donne de méme yp(K)=pK*? En portant
ces équations dans les équations (22), on aura

]{1 =(ZK3/2, .ngﬂK?’/z,
d’olt
R B ey
.If:m: é OL.K K27 -B—zl"‘_‘ 5 ﬁK K].,
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ou encore

3 | 3
K]2= 5 a,BIfz, K21 = TZ‘ a‘BKZ.

En égard & la troisiéme des identités (20) et & la relation (13)
on trouve K=0 contrairement & l’hypothése faite sur la courbu-
Te K. Le cag, ol parmi les fonections (21) il n’y aurait pas deux indé-
pendantes, est done & rejeter. : '

(b) Examinons maintenant le cas, ol parmi les fonctions (21)
il ¥ a deuw indépendantes: K et K. (L’hypothése que K, et K, se-
raient des fonctions de K conduit comme eci-dessus au résultat:
K=0).

Formons le systéme suivant:

dk=dR, dE,=dK,
ou, en développant les différentielles, - .
K,o+EK,0'+ K, 0t =K,0+ K0!+ K, 0?, |
Kyo+Kuo'+ Kpyod=Kyo+Eyo'+ Ko

Les relations (21) et (13) permettent de réduire cos équations
a la forme suivante:

Ey(o—w)+K, (6 —o)+ K, (0 —w?)=0,
Km(@—'a’) ‘l‘Kn ((Dl—wl)+K12(a)2”w2)= 0.

Les fonctions K et K, étant, par hypothése, indépendantes,
- les deux derniéres équations le sont aussi; supposons, pour fixer
les idées, qu’elles peuvent é&tres résolues aux différences @—w ot

o'—o?. Nous en concluons que le systéme (16) est une conséquence
des équations

: K=K, K1='K17 @2“"602=0.

; " Ce dernier systéme est, d’aprés ce qui précéde, complétement
intégrable, son intégrale générale dépendant d'une constante arbi-
traire. Le réseau (R) admet done un groupe continu & un para-
metre. :

(¢) Si parmi les fonetions (21) il y a trois indépendantes le

réseau admet seulement la transformation identique ou un groupe
discontinu, ‘
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III. Réseaux de n+4-1 familles de courbes
ou de n+1 familles d’hypersurfaces dans I'espace X,.

11. Soient 4" les coordonnées d'un point arbitraire M d'un
espace X, & n dimensions (n>>2). Supposons que dans un domaine
(D) de cet espace soit donné un réseau (S) formé de n-+1 familles de
courbes. Nous désignerons ces familles par les symboles [0}, 17,
...y[n] et nous admettrons qu’en chaque point du domaine (D)
les directions des courbes du réseau sont représentées par n-+1
vecteurs dont les n pris d'une fagon arbitraire sont indépendants.
On peut done choisir » formes indépendantes de Pfaff o"(x,dx)
telles que les familles [h] et [0] soient définies respectivement par
les deux systémes d’équations

(1) w'=0, cee o' =0, w'l=0, ety 0"=0
ot
(2) ol=pl=., ="

Remarquons que la forme de ces équations sera conservée,
si Pon assujetti les w”® & la substitution

U_Jh=£"°ha
o étant une fonction arbitraire du point, différente de zéro dans
tout le domaine (D), et que c’est la seule substitution qui les con-
gerve. ’ :

Le réseau (8) détermine un systéme homographique de oo™
familles de courbes données par les équations

1

ol  ©? w”

(3) =t =5

les ¢* désignant des constantes arbitraires. Or, nous avons démontré
au n 4 qu'avec le systéme homographique de oo™ familles de cour-
bes est liée intrinsequement une variété P, & connexion affine (P)
dont le vecteur d’Einstein est nul. L’étude du réseaun (8) revient
done & celle de la variété P, et le systéme complet d’invariants de
la variété est en méme temps celui du réseau (8)..Ceci permet en
particulier, de résoudre le probléme de l’équivalence de deux ré-
geaux et celui des isomorphies d’un réseau au moyen de la méthode

développée au n° 6.
Rappelons encore que les équations (3) représentent ley géodé-
siques de la variété P,. ‘

9
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On en conelut que les courbes du réseatn sont doy gbodésiques
et quelles se coupent sous des angles constants: deux courbes de
deux familles différentes [h] et [k] se coupent sous un angle droit
et elles coupent les courbes de la famille [0] sous un angle dont le
cosinus est égal & 1/)/n.

Si le tenseur de torsion de la variété P, est nul, on aura aussi
K,=0 d’aprés la formule (27) du n’ 5. On peut donc normer les
formés o® de fagon qu'il soit w=0 eb, par conséquent, dw*=0
(équations (19) du n’ 3). Les équations finies des courbes de la fa-
mille [h] pourront &tre réduites a la forme '

#'= const, ..., a"'=const, o"*'=const, ..., ¥"= const
et celles de la congruence [0] & la forme
Pr=at=... ="

Nous voyons ainsi que le réseaw (S) dguivaut dans ce cas au
systéme de m—+1 familles de droites paralléles. 11 admet évidemment
un groupe & n-+1 paramétres composé de translations et d’homo-
théties.

12. Considérons maintenant dans le domaine (D) de 1’espace
X, un réseau (T) formé de m—+1 familles @'hypersurfaces définies
par les équations

fr (@b, @2, ..., &™) = const (k=1,2,...,n41);

nous désignerons ces familles respectivement par les symboles

[11,[2],...,[n+1]. Nous supposons bien entendu que tous les
déterminants

D(fk,yfk,y“':flan)
D(xt,2%,...,2™)

sont différents de zéro, ky,k,,...,k, désignant n nombres différents
choisis arbitrairement parmi les nombres 1,2,...,n-41. Les équa-
tions différentielles des familles du réseau peuvent étre écrites de
la maniére suivante:

(4) w'=0, w?=0,. ey =0,

les o*(x,ds) (k=1,2,...,n+1) étant des formes lindaires différen
tielles normées de fagon qu’il soit

(5) o'+ o o tl=0.
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Il est clair que » quelconques de ces formes prises arbitraire-
ment sont inddépendantes.

Les équations (4) et (5) admettant la seule substitution
'I’h.-:"' Qwh’

nous pouvons associer au réseau (T') le systéme homographique

de oo™ familles de courbes donné es par les équations
) o' w"
(()) E—;:-c—é-:.z-c—n,

les ¢" étant des constantes arbitraires. Ceci permet d’appliquer les
raisonnements du n® 4 et de lier au réseau (7'), d’une fagon inva-
riante, une variété P, & connexion (P) dont le vecteur d’Einstein
est nul. Les équations de structure de la variété auront la forme
(voir n® 3)

(7) " do" - [wat =00, do=212,

ol

1 , 1
0= a,0", Q= 5 S w0, Q= 3 K [oo®];

(8) .
S+ 8t=0,  8;'=0, K,+K,=0.

Chacune des équations (4) devant é&tré, par hypothése, com-
plétement intégrable, on est conduit aux relations

(9) [do0?]=0,  [do™w™]=0.
La premidre de ces égalités, si 'on y porte l'expression de dw™
tirée de la premiére des équations (4), doune

[Q"" =0
ou
S o 00" ]1=0,
d’ol il résulte

(10) St =0 (h7,8).

La deuxiéme des équatioris (9), en égard & Didentité (2),
deviont

[%:dwhzt'w‘] =0.



28 Géométrie textile et les espaces & connexion affine

En y remplacant do* par Iexpression tirée de la premidre des équa-
tions (7), on gera conduit & la relation

{(%’ww” -+ %’Qh) ;w’] == ()

ou
[ Sa]=0.
h t
En tenant compte de la formule
1
Qh — é S,Z';h[wra')a],

on en déduit la relation
D8 o wel]= 0.
i .

On en conclut que les coefficients S, doivent satisfaire aux
relations :

%‘( 8t St 4 8 = 0.

Si Ton rapproche les identités (10), les conditions ci-dessus
pourront. étre remplacées par les suivantes:

(11) SRS+ 85+ 8 8t 4 83t =0
(il ne faut pas sommen par rapport aux indices r,s,t!).

Nous voyons ainsi que les relations (10) et (11) établissent
toutes les conditions auxquelles doivent satisfaire les composantes
du tenseur de torsion de la variété liée au réseau de m--1 familles
d’hiypersurfaces. v : :

Ceci posé, le probléme de 1’équivalence de deux réseaux d’hy-

persurfaces et le probléme d’isomorphie d’un réseau se réduisent
aux probléme déjd résolug au no 6. '

13. Le systéme

d dx dx d.
— o™ 0
dtw (w; 'd_t‘) + w(m, E‘,‘) w”(w, —d—t)=0

définissant les géodésiques de la variété P i
. ¢ n n
dquivaut aux équations ‘SSOOIé(-) au réseau (I

o' @2 ‘ o

c* c? i
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Les gdéodésiques définies par les équations

h—1 h Fi-t-1

! Y w w w®

¢t P LT T T
étant toutes contenues dans les hypersurfaces de la famille [A],
on en conclut que les hypersurfaces du réseau (T') sont des hypersur-
faces totalement géodésiques. Les courbes d’intersection des hyper-

" surfaces des familles [11,...,[h—1],[A+1],...,[n] sont données
1

par les équations w'= w?=...= " '=o"'=...=0"=0; ce sont
done des géodésiques orthogonales aux surfaces de la famille [h].
Il s'ensuit que les familles [11,[2],...,[n] forment wn systéme
orthogonal. ‘

1V. Réseaux de n familles de courbes dans I'espace X,).

Soient #" les coordonnées d’un point arbitraire M d’un espa-
ce 9,. Supposons que dans un domaine (D) de X, soit donné wun
réseau (8) formé de n familles de courbes. Nous désignerons ces familles:
par les symboles [1],[2],...,[n] et nous les supposerons définies
de telle maniére que par un point arbitraire du domaine (D) il passe
une geule courbe de chaque famille et que les directions de ces cour-
bes soient indépendantes. Il résulte de ces hypothéses que les équa-
tions différentielles de la famille [k] peuvent &tre écrites comme
suit: _

(1) 0'=0, ..., 0" =0, o"'=0, ..., @"=0,

o'(z,dw) étant des formes différentielles linéaires indépendantes
dans tout le domaine (D). La forme de ces équations sera conservée,
si Pon assujettit les o & la substitution

(2) " =0, "

et il est évident que c’est la seule substitution qui les conserve.
Nous allons montrer que le réseaw (S) induit univoquement dans

Je domaine (D) une conmexion affine basée sur le groupe des substi-

tutions lindaires de la .forme ’ :

(3) ut=r,@"+ a".

n) Dans ce chapitre nous ne ferons pas usage de la convention de
gupprimer le signe de sommation devant un terme qui contient I'indice -de
sommation deux fois répeté; le symbole oxa® par exemple ne désignera par
conséquent une somme mais un mondme. . ’
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Tmaginons en effet au point M un repdre affine U, constitué
par ce point comme origine et par n vectours inddpendants I,
Nous définirons le mouvement de ce repére au moyoen dos formuley

(4) dM:ZwT'IM A= m Iy,

les coefficients =, étant des formes différenticlles linéaires aux va-
riables . Les formes o" étant indépendantes nous pouvons expri-
mer les &, au moyen des formes o:

(5) ' = a0
7
Nous donnerons aux édquations de structure de la connoxion
la forme suivante:
(6,) dwh + [nhwh] = ‘th dﬂ:h = I'TIH

ot Pon a posé

1 1 .
o= 5 2 S:Mo'w?], IL,= —2*2 Ky [ w®],
) 8 r8

S+ 85 =0, K.+ Ky o=0.

Les IT, et” 2, pouvant étre choisis d'une infinité de manidres,
on obtient ainsi toute une famille des connexions affines basées
sur le groupe (3). Nous allons montrer qu’il en existe une qui est
associée infrinséquement au réseau (8). Pour le faire voir imposons
aux formes quadratiques Q" la condition

(M [Qr b0k . wi”"“]zo;

(67)

en se reportant & la premiére des formules (6’) on en déduit les
relations

qui sont invariantes vis-2-vis du groupe des substitutions (2). Il
résulte de ces relations que le vecteur d’Einstein est nul:

285=0..
%
Si Don fait dans les équations (6') la substitution (2), il viendra

o'+ (%o =D dn=11,,

L3

ot on a posé

= _ ‘ 1 .
I, = 2 Ty Oh— 5 2 S:Mare?],
r 78
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On aura done
(9) . ‘ Eh= 7Ty, — d IOg' Oy éh: a‘th
et
10 = ) - o1 St
( ) Gy = Qg — 01, Opy rs rs 9
0,0y

Popérateur 0,f étant défini par la formule
(11) df=2w"d,f.
N r
Posons mainfienant

1

5 D Aleret], Al 4l —0.

r8

(12) do’ =

Si dans la premitre des équations (6') on remplace do® et m,
par les expressions (12) et (5), on obftient

1 1
32 Aklofe’ ]+ Y o fefe’ =2 D 8o,
8 r8 “ rs
d’on il suit
_Ah S..h___Ah - h N
Oy =Apy, i = (b 7).

Les équations ci-dessus et équations (8) montrent que, & ’ex-
ception des quantités a,, tous les autres coefficients des formes
IT, et Q" gont complétement déterminés par les formes o" et par
leurs différentielles de”. Mais on peut choisir la substitution (2)
de cette facon qu’il soit @,,=0. Il suffit pour cela, d’apres la pre-
miére des équations (10), de poser d,0,=a,. Nous admettrons dans
la suite que les formes o" sont normées de telle fagon qu’il soit
a,=0 et que, par suite, on peut effectuer sur celles-ci seulement
celles des substitutions (2) qui satisfont & la condition

15. Nous avons montré au numéro précédent qu’avec le réseau
(8) est lié d’une maniére invariante une connexion affine dont les
équations de strueture sont présentées par les égalitéds (6') et dont
le tenseur de torsion satisfait & la condition (7). Imaginons done
maintenant que dans le domains (D) soit donné un champ des vec-
teurs contrevariants {4,} et un champ des vecteurs covariants {B,},
les composantes de ces vecteurs étant rapportées an repére U,,.
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Si Don remplace le repire U, par un autre repire U, au moyen
de la substitution (2), ou les coefficients o), satisfont & la condition
(13), les composantes des vecteurs se transformeront .d’aprés les
formules:
Eh = UhAh’ B—h = _1' By;
On
d'une facon plus générale, les composantes d’un tenseur mixte 775,
ge changeront comme suit
Tre — %% e
‘ ig O'h,a'ta;i hij
~ En particulier, pour les composantes S;" du tenseur de torsion
on aura les égalitids
' = a;
‘Sy"t;;h‘:;;"';; Si}'h
11 résulte de la premiére des relations (9) et des équations de
gtructure (6’) et (6") que Ton a dﬂh——dﬂh et, par suite IT,=IT,
ou ‘

ZIKh,ra [a"a° ] =2Kh.rs[wrw8 1
8 8

On en déduit les formules de transformation des composantoes du

tenseur de courbure:
1

0,0,

K=

h,rg*
Les différentielles absolues des vecteurs sont donndes par les
formules ‘
DAY= g4  m A", DB"= 4B, — m,B,,
qui peuvent étre généraligées d’une fagon bien eonnue pour les
“tenseurs d’ordre plus élevés.

Ajoutons finalement que la différentiation - des équations (6)

conduit -aux lois de conservatmn de la courbure et de la torsion;
les voici

VoSt o+ VBtV 8k — 85780 — 885 — S8
‘ = &Kh,;t + 6;‘Kh,t'r =+ 6?-K7m'u ‘
VtKh,rs + VrKh 8t + v Kh tr = Sa:épKh tp + SéipKh LD + Sl;r:”]fh W8p*

Ceei établi, on peut maintenant résoudre le probléme d’équi-
vale' ce et le probléme d'isomorphies des régeaux (8) en employant
une méthode analogue 4 _gelle.développée au n° 6. ‘
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