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1. Wstep.

Praca niniejsza przedstawia rozwiniecie ogélnej teorii dzwigaréw
cienkosciennych ') w zastosowaniu do dZwigaréw (pretéw) o przekroju
otwartym, obecigzonych réwnomiernie. Tego rodzaju elementy spotyka
sie powszechnie w konstrukcjach inzynierskich jako réznej postaci
ksztaltowniki (ceowniki, katowniki itp.); oprécz tego, np. w lotnictwie
i budownictwie okretowym, jako powierzchnie skorupowe otwarte
o ksztalcie wydtuzonym. Scisle rzecz biorae, u podstaw rozwinietej
teorii spoczywa zalozenie, ze w przekrojach poprzecznych — przyje-
tych jako nieodksztaleczslne w swej plaszezyZnie — umieszcZone sg
sztywne przepony (wregi), ktére calkowicie zapewniajg zalozong nie-
odksztatcalnoéé przekrojéw. Jednakze ofrzymane wyniki mozna z pew- .
nym przyblizeniem stosowaé réwniez do diwigaréw niezaqpatrzonyéh
we wregi, o ile grubo$é $cianek nie jest zbyt mala (w poréwnaniu
z wymiarami przekrojéw poprzecznych). W ten sposéb obliczenie
naprezen i odksztalcenn obu na pozér réznych I‘OdZ&]OW elementéw
konstrukeyjnych daje sie uja¢ jednag, wspolna teorlq dzw1garow cien-
koéciennych o przekroju otwartym.

Oprécz zalozenia nieodksztatcalnosci przekrogow przygmujemy
nastepujace dodatkowe zalozenia:

1w smanka\ch dzwigara panuje pseudoplaskl stan odksztaicenia
i naprezenia;

20 wielkosé hczby Poissona v Jest nader mata i w przybhzemu
traktowana jest: ]ako réwna zeru;

3° sztywnoéc wlasna sc1anek dzwigara zostaje pommleta

'} Por. [7]1[6]. (Nawiasem prostokgtnym oznaczono kolejny numer prac ;
"podanych w plémlenmctvme)
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Scistoéé ostatniego zalozenia, pozostajacego w okreSlonym zwiazku
z zaloZzeniem pierwszym, moze by¢ kwestionowana w odniesieniu
do ksztattownikéw stosowanych w konstrukcjach inzynierskich, gdyz
posiedajg one &cianki o niezbyt malej grubo$ci. W tym przypadku
mozna uwzglednié dodatkowo sztywnosé wilasng Scianek, stosujac
odpowiednie poprawki wedlug teorii skrecania Saint-Venanta.
Tek wilasnie postapit W. Wiasow w swojej fundamentalnej teorii
pretéw cienkosciennych ).

W dalszych rozwazaniach, opierajac si¢ na zatoZeniu, ze grubosé &
§cianek jest nader mala;, pominiemy wplyw ich wlasnej sztywnosm
skretnej, zaleinej od trzeciej potegi grubosei.

2. Uwagi ogolne.

Rozpatrzmy diwigar cienkoScienny w ksztalcie walca (grania-
stostupa) o przekroju poprzecznym otwartym stalym (jednospéjnym).
Dzwigar traktowany jest jako utwierdzony. prosto jednym: koticem
w-podiozu sztywnym. Co dg sposobu osadzenia przekroju podporo-
wego nie przyjmuje sie na razie zadnych zalozen, tzn. nie okredla sie
czy utwierdzenie jest swobodne, czy tez przekr6j podporowy jest
(i jak) zamocowany.

Poczatek O ukladu nieruchomego prawoskretnego wspbirzednych
prostokatnych x, y, z umieszezony zostaje w érodku -cigzkosel prze-
kroju podporowego. - O§ podiuzna dzwigsra obrana zostaje za of z,
a frodkowe gléwne osie bezwladnosci przekroju podporowego za osie
x iy (rys. 1). Stosowana jest ponadto wspéirzedna s, mierzona wzdiuz
konturu - przekroju poprzecznego  od krawedzi otworu (w kierunku

od +x do +y). Wspblrzedna ta okresla poltozenie czastki &cianki
- w danym przekroju poprzecznym z.
Jak wiadomo %), przy zalozonej n1eodkszta1cah10éc:1 przekrojéw,

przem1eszczema calkowite ¢, n, T czastek dzw1gara odpowiednio w kie-
runku osi x, y, 2 ukladu okreslone 53 przez mnastepujgce wyrazenia:

(2.1) | E—E(z)——&(z)y,
(2.2) B T
(23) . ‘ E=-—%§x——-d—~y—|—ﬁ(s Z).

%) Por. [1} i odsylacz % oraz [3].
3} Por. [5]. Prace [5]; [6] i [7] traktowane sa jako znane czytelnikowi. Dla
ulatwienia, wazniejsze rozumowania powtérzone zostaly w tekécie w skréceniu.

Z teorii dzwigaréw cienkoSciennych 7

Rys. 1.

W powyzszych wzorach £(z) i.m(z) oznaczaja przesuniecia (po-
stepowe) przekroju jako calofci odpow1edn10 w kierunku x i y, a ¥(2)
kat obrotu przekroju w swej plaszezyznie. Funkcja £ (s, z) przedstawia
zakrzywienie przekroju pierwotnie plaskiego (zwane réwniez spacze-
niem lub deplanacja). Wydluzenie jednostkowe e &cianek dzwigara
w kierunku osi z oraz odksztzlcenie postaciowe 7 w plaszezyznie
stycznej do powierzchni diwigara w funkcji przemieszczen calkowi-
tych i kgta obrolu przedstawiajg nastepujace wzory:

‘ ot
(2.4) =g

__0f dx 61) dy ot
(2.5) az ds Toz 0z ds Tos 0s
Tutaj

x=x(s), y=1y(s)

stanowiag réwnania konturu przekroju w formie parametrycznej.

Jezeli przyjaé¢ liczbe Poissona v za réwng zeru, wowcezas miedzy
skladovvym1 ¢ i 7 odksztalcenia oraz neprezenismi normalnym o
i stycznym © zachodzg nastepujace zwiazki:

(2.6) s=~Fe,
(2~7) M Ta= GT)
gdzie E jest modulem Younga, a G wspéiczynnikiem sprezystosci

postaciowej.
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Rozwazmy nader mate odksztalcenie powloki walcowej, ktérg
przedstawia powierzchnia dzwigara, w zatoZeniu, ze chodzi o odksztal-
cenie izometryezne, w kiorym skltadowe e i ¢ s3 toZsamosciowo
réwne zeru. :

Na moey wzoréw (2.1)-(2.3), przy uwzglednieniu (2.4) i (2.5),
otrzymuje sie wbowcezas ‘

&t dq | ot

2.8) —— i — =0,

@8 PR L A
ds ot

(2.9) ’ dzr—{-asm ,

gdzie r jest diugosciy prostopadiej opuszczonej ze $rodka ciezkoSei
przekroju na styczng do konturu.
Powyzsze dwa rownania opisuja w postaci rézniczkowej nader
maly (chwilowy) ruch izometryczny rozpatrywanej powloki.
" Calkujac réwnanie (2.9) wzgledem zmiennej s, otrzymuje sie

(2.10) (s, 5)=—3% f rds -+ (0, 7).
dz ;

Jezeli przyja¢, ze rozpatrywana powloka przedstawia powierzchnie
zamkniets, woéwezas z warunku, ze funkcja £ (s, z) nie ma skokéw
(rownowaznych fizycznie niedopuszezalnym rozwarstw1emom mate-
riatlu dzw1gara) wynika dla kazdego z

£(0,2)="t(,2),

g'dzie. przez | oznaczono dtugosé konturu przekroju,. i w‘dalszym
ciggu ze wzoru (2.10)
, : S dy
S {2.11) : =0,
, : . dz.

 Stad za pomoca wzoru (2.9) otrzymuje sie
| t=t@)

i wobec tego ze. wzoru. (2.8), po,upfé:edhim pomnoz‘:ehiu"go kprzéz

grubost 8 ==38(s) Scianek i wykonaniu calkowania wzgledem zmiennej s

w przedmale (0 l) otrzymujemy

(2.12) = const

Z teorii dzwigaréw cienkosciennych 9
7 réwnania (2.8) otrzymuje sie réwnoczesnie
(2.13) . ' —— ="y,

co lacznie z poprzednio uzyskanymi zaleznosciami (2.11) i (2.12)
§wiadczy, ze powloka ulega co najwyzej ruchowi bryly sztywnej.

Inaczej jest, gdy rozwazana powloka przedstawia powierzchnie
otwarta. Woweczas, przy zachowaniu stusznosci wzoru (2.10), otrzy—
muje sie z tego wzoru :

£ 0 z)
. oL _ 49 rds
(219 s f + 8802
i w dalszym ciagu ze wzoru (2.8) .
&8 & 28 . dio,2)
2F, — ——"="=0,
(2.15) d2 +d2y+d2 T
gdzie . ‘
(2 165 | F -1 rds
. 8 2 v

K

Widoczne Jest ze wielko§é T : przedstawia pole wycinka prze-

'kro;]u, zakreSlone przez promien wodzacy r podezas przebiegu jego

konca od punktu s=0 do s. Mnozymy lewa strong wzoru (2.15)
kolejno przez 8, 8x, 8y i wykonujemy catkowanie wzgledem zmien-

‘nej s wzdtuz calkothego (otwartego) konturu przekroju (o dtugosci I).

Biorac pod uwagg, ze osie réwnolegle do osi X, y- i przechodzzce
przez Srodek ciezkosei przekroju sg. glownyml osiami bezwladnosci,
otrzymuje sie kolejno

o -
d?t dazd - 2
= = | Fséxd
(2.17) 1= I5 Iy(f dxds,
: ‘ 1
~ Cden dz 9 _z_fr 5y d
(2’18)‘ IR dzz dz® ,I:co yas
S
: df;(O,z)= d?d ifﬁ_hd
(2..19> 5 i fo F.8ds
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Symbol f, uzyty w ostatnim wzorze, oznacza calkowite pole prze-
kroju écienek diwigara. Ze wzoré¢w dcpiero co wypisanych wynika,
Ze powloka walcowa otwarta, zaopatrzona w sztywne przepony, ulega
nader maltemu ruchowi izcmetrycznemu, jezeli przekrojom poprzecz-
nym udzielony zostaje nader maly" obrét ¥ (z). Oczywifcie, funkcja
9 (z) powinna spelnizé werunek cigglofcl. Pcmijajac na tym miejscu
dalsze rozwazenie wilafciwosci ruchu izcmetrycznego, wypada stwier-
dzié, ze w przypadku, gdy przekr6j diwigara jest otwarty, zachodzi
potrzeba wyodrebnienia z funkeji '€ (s,2z) — wzér .(2‘3) — sktadnika
obrazujgcego przemieszczenié izcmetryczne. Ostatecznie zatem wzér
(2.3) mozna zapisaé w nastepujacej postaci:
(2.20) E-————é—&—x——gﬂy——-dﬂizl’wl«&l(z) + & (s,2),
dz dz dz
gdzie symbol &,(z) przedstawia funkcje poprzednio oznaczong przez
£(0,2), a L(s,z) okredla terzz spaczeme przekroju, wywolane istnie-
niem samych tylko napre;zen
Ze wzordw (2.4)-(2.7) i (2.19) otrzymuje sie po prostych prze-
" ksztalceniach nastepujace wyrezenia dla naprqieﬁ:

‘ d"& d®n d¢
2.91) o=E|— Fosds—F,) + 2
S [ dz” " d? T ( f % )+az]’

‘ 0t
2.22 —gd:
(2.22) V v=G

Catkowanie wzoru (2. 19) wzgle_dem zmiennej z daJe ponadto

(2.23) y(2) = ‘“’ 2 f Fo5ds-+N,

gdme N oznacza staly calkowania.

W zwigzku z powyzszym wzor (2. 20) mozna rowniez przedstaw1c
w.nastepujacej postaci:

’ = dé d'q d{‘r
9.94) L = —
(‘ 24) ¢ . X — Z ‘ —{— ( IF 8ds Fs)—}—(;(s, z) -+

przy uwzglednieniu oczywistej zaleznosc1

' : dd d"‘«‘}
2.25 e [y,
(2.25) e Tzt

3.1)

Z teorii dizwigaréw cienkosciennych 11

3. Réwnania réwnowagi.

Jak wykazano na innym miejscu *), dla zapewnienia réwnowagi
napie¢ dzialajacych na element $cianki (rys. 2) istotme jest, aby na-

' prezenia ¢ i t spelniaty nastepujace réwnanie réiniczkowe:

oo a(ca)%d

62 5 0s

dz)d‘ ds
(rd+ %%J ds)dz
Rys. 2.

Poza tym uklad napieé, panujacy w dowolnym przekroju, powi~
nien byé statycznie réwnowsiny obcigzeniu zewngtrznemu (sitom
czynnym i ew. reakcjom), dzialajagcemu na kazdg z czeSci, na jakie
pomyslany przekréj dzieli dany dzwigar.

Ukiad odpowiednich réwnaf, zwanych rérnaniami calkorvoymi
romnomagz przybiera w ogélnym przypadku nastepujaca postac.

1

(3.2) . séds=0,
e
1
(3.3) ©8dx = Qx(2),
- Jo
(34) - [ew=a0,

4 Por:. [1], p. 5.
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!

. (3.5) , faay ds= M (z),
; ' 8
(36 f 08 xds=—M, (2),
, é
!
(3.7) ‘ f«:‘&rds:Mz(z).

0

We wzorach powyzszych Q. (z) i Q, (z) oznaczajy skladowe sity

poprzecznej dzialtajacej w rozpatrywanym przekroju, a Mx(z), My (2),
M. (z) — skladowe momentu obcigzenia zewnetrznego sprowadzone do
érodka ciezkosci przekroju. Umawiamy sig sprowadzaé wszystkie te
wielkosci w kierunku od korica wolnego do kofca utw1erdzonego
dzwigara.

Jak wynika ze wzoru (3.2) przy]eto (raz na zawsze), ze dzw1gar
nie jest poddany dziataniu sit podtuznych (skierowanych wzdtuz osi z).

Przyjmiemy réwniez, ze na wolnym. koticu dzw1gara nie 1stn1e]q
. ‘napiecia normalne .

(3.8) “v_;s(s,L)EO. ,

Z twierdzenia o wzajemne]j réwnosci naprezef styeznych wiprze-
krojach prostopadtych wynika, Ze na krawedziach wycigcia, gdzie nie
ma napie¢ zewnetrznych sklerowanych wzd?tuz krawedz1, naprezenla T

znikaja. Yatem
©(0,2) = Q,

(8.9) (1, z) ==0..

Latwo stw1erdz1c, ze o ile jest spelmone rowname rown0wag1 -

(3.1) oraz dopiero co ustalone warunki (3.8) 1 (3.9), wowezas réwnanie
catkowe (3.2) przedstawia tozsamosé. Istotnie, - ‘W wyniky calkowanla

, lewej strony réwnania (3.1) wzgledem zmxennej $ przy uwzglqdmenlu
warunkéw (3.9) otrzymuje sig

i : N

—;—;(chds):O‘.
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Z uwagi na warunek (3.8) wzér powyzszy jest identyczny ze
wzorem (3.2). Podobnie mozna wykazaé ®), ze dla odeinkéw diwi-
gara, w ktérych nie wystepuje nieciaglosé obcigzenia (na takie odcinki
mozna zawsze podzieli¢ dlugosé preta), réwnosei (3.3) i (3.4) nie przed-
stewiajg warunkéw niezaleinych, lecz wynikajs wprost z réwnoécei
(3.5) i (3.6).

Pcdstawiamy z kolei warto$é ¢ it wedlug wzoréw (2.21) i (2.22)
do réwnania réwnowagi (3.1). Wéwcezas réwnanie to przechodzi w na-
stepujace réwnanie rézniczkowe o pochodnych czastkowych drugiego

rzedu wzgledem funkeji £(s,z2):

G 9 |9t
10) o ==
(10 55 as(ag")J’
oL | d' p\_dt
( Foads—F, | —¢ S x—21y —o.
+a~ iz ( f vas , d " dzn?

Tym samym zagadnienie sprowadzone' zostalo do odszukania czterech
nieznanych funkcji & (z), 7(2), ¥(2) i &(s,2), speniajgcych dane row-
nenie rézniczkowe (3.10) oraz okre§lone warunki dodatkowe (3.5)~(3.9)
i ew. inne ®). Zagadnienie takie przedstawia, jak wiadomo, zagadnie-
nie na wartodei brzegowe, w danym razie stosunkowo zlozone.

4. Rozwiagzanie zagndmenln na wartoSci brzegowe.

Rozvvlqzame sformulowanego. poprzednio zagadnienia na Wartosc1
brzegowe daje sie uzyskaé¢ w nastepujacy sposoéb.

Przedstawmy funkeje &, 7, £ i 9, kiére spelniajg réwnanie (8.10)
oraz wszystk1e warunkl przepisane zadamem, W pos’cac1

(4.2) ' : ,n=vz°+‘ Z 7,
43 §=i°+2f:i,

%) Blizsze uwagi na ten temat por. [7].
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We wzorach powyzszych wielkoéci oznaczone wskasnikiem 0
lub i przedstawiaja na razie blizej nie okreélone funkcje zmiennych
s iz lub samego z. Znak E oznacza sume, w ogélnym przypadku
nieskonczonej iloSci skladmkow

W wyniku przy;]etych zalozen: ,

1° wyrazenia, figurujace po prawej stronie réwnosci (4.1)-(4.4),
powinny spetnia¢ réwnanie rézniczkowe (3.10), ‘

2° miedzy skladowymi przemieszczenia, przedstawionymi wzo-

rami (4.1)-(4.4), oraz napreZeniami o it povvlnny zachodzi¢ zwigzki
(2.21) i (2.22), a mianowicie:

1

. dBEO dz 0 d) .‘ ac().‘
45) o=E[—L T, & 2 Pyods—F |
e l dzzx dz® y+d/22(f.f‘l P [)ldz_

-+

. ‘ 2 £i 2 2 o :
+EY ["—ig—xwfl-"u s ( fr bds— I, ) 3‘*J
i

dz? dz?
o o ot
(4.6) —go2% o Yol
, . ’ 0s i 12 ds’

3" ‘naprezenia ¢ i< oraz skladowe przemieszezen &, 7, £ i 0
przedstawione wzorami (4.1)-(4.4), powinny spelnia¢ réwnania réw~
nowagi (3.5)-(3.7) oraz wszystkie warunki (geometryczne i dyna-
miczne) przepisane zadaniem.

Co do funkcji- £, 19 £° i 90 czynimy: nastepujace zalozenia:

0
1° zwigzki, Igczace te IunkCJe z odpowiednimi naprqzemaml
a® i <0, a mianowicie:

d?&° 2 d?«{yo
1 oma{- Sty L s 28]

(4.8) : (Ima &
as

nalezy w ogélnym przypadku traktowac jako zwiazki ' formalne.
Oznacza ‘to, Ze uklad wielkodei £°, 7P, £ i ¥ nie jest na 0g6t uwa-
zany za uklad skladowych przermeszczen ze soba zgodnych i w1e1koéc1
te nie spelniajg réwnania réwnowagi (3.10);

Z teorii dzwigaréw cienkosciennych ) 15

90 mnaprezenia o i t® powinny speiniaé niejednorodne warunki
calkowe réwnowagi ,

)
(4.9) f o &y ds= M, (z),
0
: l :
(4.10) f 008 xds =— M, (2),
' ]
1
(4.11) ' ’ 'fﬂto‘o‘rd.s’::Mz (2z);

0

3° wielkosci oznaczone wskaznikiem 0 (zaréwno naprezenia jak
przemieszczenia) moga spelniaé jedynie niektére warunki dodatkowe
zadania.

Co do wielkosci &, 7, &' i 9 czynimy nastepujace zalozenia:

1° miedzy tymi wielkodciami i odpowiednimi naprezeniami
o' i« zachodza zwigzki

(4.12) cf=E[~—d25"x—dz""iy+d” ( fl‘sads--——ﬂ)—l—gcl,

dz? dz? dz? z
‘ . ou
L= (7 ,
(4.13) | P o

ktére w ogblnym przypadku nalezy uwazaé za formalne, w sensie
podanym wyzej dla wielkosci oznaczonych wskaznikiem 0;

2° naprezenia o i ' speiniajag jednorodne warunki catkowe
réwnowagi, a mianowicie:

1
(4.14) o fcfaydszo,
. 0
l
(4.15) fc"Bxds=O,
0 .
. ‘ ; l
(4.18) _f'cf‘dr ds=0;

k|
3% wielkoSel oznaczone wskaznikiem i moga speinia¢ jedynie
niektére dodatkowe warunki zadania.
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7 wyzej powiedzianego wynika co nastepuje: .

1° naprezenia o i «® réwnowazg (s statycznie réwnowazne) ob-
cigzenie zewnetrzne preta. Sa one (ewentualnie ich zasadnicze sktadniki)
nazywane dalej naprezeniami inzynierskimi, gdyz postaé wzordw,
ktore je przedstawiaja, zostaje dobrana w ten sposéb, aby odpowia-
data postaci wzoréw stosowanych w praktyce obliczeniowej (Wedlug
elementarneJ teorii wytrzymatosel materiatow);

29" naprezenia o' i ' tworzg samozrdrnomwazone, czyli tzw.
zeromwe uklady naprcgzen, ktérych wektor gldwny 1 moment glowny
s3 roéwne zery;

3° napreZenia, istotnie wystepujace w éciankach dZwigara, rozto-
zone zostaly na dwie grupy, a mianowicie ria naprezenia inZynicrskie
i na naprezenia, tworzace — w ogblnym przypadku nieskorczony —
zbiér ukladéw zerowych. :

Zapisujemy ten wniosek w. postaci nastepuja,cej

(4.17) =o'+ 2 o,
(4.18) - ' T=r" 4 Zm’l

5. Uklady samozréwnowazone naprezef. . ‘

Uklady samozréwnowazone naprezen, ktére teraz rozpatru]emy, ‘

traktowane s3 jako uklady samodzielne, ktore speiniaja réwnania cal-
 kowe réwnowagi (4.14)-(4.16) i réwnanie rézniczkowe (3.10). Nie sg to
zatem, éciéle biorae, uklady neprezen rozpatrzone poprzednio w p. 4,

przedstawiajgce uklady uzupelniajace ukiad naprezen inzynierskich.

Mimo to oba rodzaje ukladéw samozréwnowazonych oznaczone zostajg
tym samym wskaznikiem 1. Pojedyfczy (i-ty) uklad zerowy traktu-
jemy na razie w ten sposéb, jak gdyby istnial niezaleznie.
Zakladamy, ze naprezenie ukladéw zerowych dla dowolnej (lecz
ustalonej) wielkosci wspéirzedne s zmieniajg sie w kierunku osi preta
w sposdb podobny.  Matematycznie  oznacza to, Ze naprezenia mozna
przedstawi¢ jako -iloczyny dwoch funkeii, kazda jednej zmiennej

(5.1) S ot =al (5) o4 2),
(52) - - lci:.mi (S) N ‘c; (Z)

Zalozenie powyzsze Jest stosunkowo ogdlne i znajduje uzasadnienie
w stronie fizycznej rozpatrywanego zagadnienia.
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Niech naprezenia o i ¢ przedstawione beda wzorami (4.12)
i-(4.13). Wowczas warunki (5. 1) i (5.2) sg spelnione, o ile zalozyé, Ze

(5.3) Lis,2)=L L,
(5.4) %2; =4 ddtzi
(5.6) %fzi: =C c;% ,

gdzie A, B' i C' oznaczajg wielkoci stale, przyporzadkowane i-temu
ukladowi zerowemu. Znaczeme funkeji & ==1Li(s) i Gl =Ci(2) jest
zrozumiate.

W zwigzku z powyzszym otrzymuje sig

‘ ]
1 de
(5.7) vc"=E[—A‘x—B‘y+C‘2(—f— F.Bds—»F,)»%Ci} T
- b

e
ds

(5.8) i=G

Jezeli prawe strony réwnosci (5 7) i (5.8) wstawxmy do rowna-
nia rézniczkowego (3.1), to otrzymamy nastepujace réwnanie réinicz-
kowe zwykle:

G d | di
(5.9) Es ds( ds)g +
1 ! ‘ 2pi
+[—-——A'x——B‘y_i-C‘2(TfF,8ds—F.)+C;]—d—Z:—=O.
0

Réwnanie to mozna zastapié nastepujacym ukladem rownan, z ktérych
kazde zawiera jedng nieznang funkcje:

« G d (6dtf;)
610 g \Pa) T

+ ke [-—Aix——B‘y-i— o

1
2(—;—fF,8ds—~F,)+Ci]=
217,
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; &
f k=0,

(5.11) —=— K

gdzie przez ki oznaczono pewien parametr dodatni.

‘Oczywiscie, funkcja & powinna speiniaé rowniez nastepujace
réwnania warunkowe, ktére otrzymuje sie z réwnan (4.14)-(4.16)
- i warunkéw (3.9):

1

1 .
w“)‘fk”“”"wy+0”(%fﬂaﬁ“*ﬁ+”qawh=m
b ' 0 .

. l - .
mm)JT~mx_Hy+szJ%m@~W4+qummm
. 0 0

, _ l |
(5.14) _fdf;; SrdSmd,
; B ds
. ) Q
, o
5.15 s —
(5.15) s la T ;:o—o’
i ~ dt -
5.16 ‘ s —
(5.16) 5 e

i

Fa . d
Fatwo wykazaé®), ze w przedziale (0,1) funkcje 8 dC, sg orto-
: s
gonalne wzgledem wagi 1/8 i wobec tego spelniajy warunek ‘

. ‘ o
1 .dg\ [ dtu W
(5.17) : J?(o PR ) (n 7 )ds=0 dla l:;é].

o .. Podobnie .
. 1 : . : ;
: ' 17d/ d& d{ dt :
5.18 R Rl POt | B il Pt | PR P
(.?Jah@ﬁﬂhbmﬂ"omiﬁ

lub, jak wynika z (5.10), réwniez v

% W spos6b analogiczny do przytoczonego w p. 7:pracy .

 wzgledem zmiennej z
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1 1
(5.19) fﬁL—ﬂm—ﬁy+C%(%{RB%~FJ+QP<
0 0

. : l )
><y[——Afx~Biy+CJZ(r;-{Fsads—~lf“s)+q]dsxo dla i)
‘ §

d¢
Jezeli dla uproszezenia funkcje 571? poddaé normalizacji row- .
noznacznej warunkowi

1
1 “dﬁj 2 :
(5.20) "—S"' O—C—lg—' ds= 1,
‘ h

to réownoczesnie z

17d [ dE\]? E

el PR - A —_ k2
(5.21) : 6{ 5 lds (o F )] ds e k;»
oraz

! 1
. 2
(5.22) 5~A%—BW+CQthFﬁ¢—FJ+Q]&:Ji‘
f Ek?
0 b : .
Ze wzoréw (5.4)-(5.6) otrzymuje sie po wykonaniu catkowania

. i’ "
(5.23) | d¥_ ok,
(5.24) o A ¢ L,
dz
(5.25) | a¥_ Citi 4 D,
dz

gdzie Ki, L} i D' oznaczajg stale calkowania.
' Stad za pomoca wzoru (2.24) wynika nastepujace wyrazenie dla
przemieszezenia calkowitego w. kierunku osi z pod dzialaniem na-

_ prezen pojedynczego ukledu zerowego:

| .
(5.26) Ee{fwx_yy+mzﬁjfﬁ@—ﬂy+QQ+
A o ‘ ,

1 N
+Duﬁwﬁﬁ@~my;px~yy+w.
a ,
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Przechodzac teraz do rozpatrzenia naprezed statyeznie réwno-
waznych danemu obcigZeniu zewnetrznemu, zakladamy raz na 2awsze,
Ze obcigzenie jest rozlozone réwnomiernie wzdiuz ro7p1qto€c1 dzwi-
- gara, co ozhacza, Ze

sz {x (L"“Z),
(5.217) , ’ Q= qy(L—2),
M, =m, (L"‘“Z),

gdzie gx, gy, m, przedstawiajg wielkosci state (obcigzenie jednostkowe).
Dla zachowania wigkszej ogélnosei wzoréw, nie korzystano w dal-
szym ciggu z uproszczeh, na ktére zezwala istnienie zwigzkéw (5.27).

6. Skrecanie.

Pod pojeciem skrecania rozumiany jest tutaj taki przypadek

_obcigzenia dzwigara, w ktérym uklad sit zewnqtrznych sprowadza sig

do pary sit o momencie M, (z).
W tym przypadku jest réwnoczeénie

(6.1) ‘ Qx=Qy=M=My=0
w zwigzku z czym réwnania catkowe réwnowagi przybieraja postaé

- nastepujacy:
1

(6.2) ' fc”‘dyds=0,
, ; | ‘
1
(6.3) ' f oBixds=0,
‘ o s
(6.4) f'cB drds=M,(z),

0

gdzie o8 i B oznaczaja naprezenia Wywolane 1stmen1em samego tylko
mcmentu skrecajacego M,.

Niech naprezenia o8 i +8 ‘dajs sie przedstaW1c w form1e zam-

knigtej za pomocg wzoréw analoglcznych do (2 21) i(2.22). Niech
bedzie ponadto :

(6.5) B(s,2) =808,

gdzie znaczenie uzytych symboli jest zrozumiate.
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Wowezas mozna napisaé l
[ @e & e f 5 ds— ) B;dcf}
(6.6) chE[-— P i 7 y+ P 2 70 Fyods—F, +CSTE ,

dek
(6.7) | F=G-0

Jak wiadomo 7), naprezenia w-dzwigarze walcowym o przekroju
otwartym, jednym koficem utwierdzonym swobodnie i na drugim
obcigzonym parg sit M,= M., przedstawiaja nastepujace wzory:

dzﬂ.c
€ 2ED (s),
(6.8) = (s)
. ¥ . B(s)
(69) v . T =~———'-;l;;2E"‘a“,":

gdzie przyjeto nastepujace oznaczenia:

1 3 ‘

, sto.xds st dyd fFSBds
(6.10) D (s)="2 T, 7 —F,
oraz _ .

(6.11) B(s)‘x f D(s)sds.
0

W danym przypadku dla M,= M. jest

ds's'c__ Mc
(@12 dz>  2EA’
gdzie

1
'Z(IFSBxds) (J‘F;Oyd.s) stSdsffsrds

(6.13) A= 0 I

(e

7y Por. [6].
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(6.14) . fom f 3 ds.
D

Wzér (6.9), ktéry przedstawia naprezenia styczne w dzwigarze

o przekroju otwartym poddanym skreceniu, stanowi analogie znanego.

wzort Bredta-Batho dla naprezen stycznych w dzwigarze o prze-

kroju zemknietym (dla utwierdzenia swobodnego jest w tym ostatnim '

przypadku o=0). Wzory (6.8) i (6 9), w ktérych warto$ci pochodnych
kata skrecenia przy uwzglednieniu warunku (3.8) mozna zastgpié wy-
rezeniemi zaleznymi od M. (por. (6.12)), nazwiemy rozorami Kappusa ®),

Mozna latwo stwierdzié 7), ze w rozpatrywanym przypadku

(M; == const) jest

: CdEe de 2k B(y)
(6.15) | - tZM—W e

gdzie na mocy (6.12) z dokladnodeig do stalego czynnika
(6.16) ' te=M..
W tym samym przypadku jest réwniez
1
e ','ZJF,,SMCZSV
g d?d

— 0
&z dz? I,

(6.17) *
Qraz
I B
B ZJ‘Fsﬁyds
& & §

(6.18) R

“Przyjmiemy, ze dla zalozonego typu obciazenia (tzn. M,=m,(L—z))
wyrazenie dla trzeciej pochodnej kata skrecenia przyjmuje postaé ana-
logiczng do przedstawionej poprzednio wzorem (6.12), a mianowicie

(6.19) ¥ Mi(z)
dz® 2E4

8) Por. [4].
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Patwo sprawdzié, ze zaloZzenie to jest w danym przypadku
stuszne. W tym celu nalezy scalkowaé réwnanie réwnowagi (3.1)
wzgledem zmiennej s uwzgledniajge warunki (3.9). Otrzymuje sie
wowczas ‘

£8 = — 5g-9~ds.

0z
0
Wystarczy teraz na miejsce o podstawié wartosé z podanego dalej
wzoru (6.34) i otrzymane wyrazenie dla t8 podstawié z kolei do
réwnania réwnowagi (6.4), aby uzyskaé tozsamogé, c. b. d. d.
Zgodnie z zalozeniemi przedstawionymi przez wzory (6.16)1 (6.19)
oraz zaleinofcia (6.15) mozna teraz przyjaé

(6.20) =M, (2),

a wartoéé (b uczynié réwna poprzednio wprowadzonej wielkosei &y
wedhug wzoru (6.15).
W ten sposéb otrzymuje sie

.ded 1 |
(6.21) = aas3e
oraz ]
__ 1 B (s)
‘ (6.22) by = GAJ 3 d5+coi
gdzie L, oznacza, na razie nieznana, staly catkowania.
Ze wzoru (6.19) otrzymuje sie ponadto »
L
dzoB 1
6.23 : =——- | M,(z)dz
(6.23) dz? ZEAf () dz,

gdzie pominieto stalz catkowania, gdyz zgodnie z warunkiem (3.8)

. zadamy, aby pierwszy skladnik prawej strony (6.34) znikal samo-

dzielnie przy wartosci z réwnej L dla kazdej wartosci zmiennej .s.
Ostatecznie zatem wzory dla naprezen (6.6) i (6.7) w wypadku

M, =~ const mozna przedstawié w nastepujacej postaci:
d2 EB . d2 7)3
e xw_....—..-
dz® dz?

g ' L “.
-——w-l-—(%fF;&ds-,—Fs)szdz 4 gpdde

6.24)  oP=E

y..——.

EA dz |
5 :
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(6.25) - B = }},_(g;L M,.
Aéd

Wzory te dla M, =M, przechodza oczywiScie we wzory Kappusa,
Zadamy obecnie, aby naprezenia przedstawione wzorami (6.24)
i (6.25) odpowiadaly naprezeniom oznaczonym poprzednio w p. 4
wskaznikiem 0. ‘
W tym celu spelniamy kolejno réwnania calkowe réwnowagi
(3.2) i (6.2)-(6.4). Z pierwszego z wymienionych. réwnan otrzymuje
sie warto§é stalej calkowania &:

! 4 v
f.(’fé—fﬂds)ads
8
q .
Gaf

(6.26) gt

z nastepnych za§ dwoéch réwnan

4 .
stindS L
I3

6.27) — ’ dM,
o) Gt [ waer g
: ¢
,‘ o »
PP stade ‘L‘
6.2 n_0 ' dM,
(8.28). - dz? EAL szdeBB "EIME"
gdzie ' e
1 ] .
J( e
(6.29) © fB=__ 0 0 g
GA4T, ;
1 P R
‘ (e
(6.30) BB— 9 0 ‘
GAl,

Eatwo stwierdzié, ze fesucas vhwimian
v , ze pozostale jeszeze réwnanie 16
3 : - . Wno
jest spelione tozsamosciowo. Wegl 6.4
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Przy uwzglednieniu wzoréw (6.27) i (6.28) wyrazenie dla napre-
sefi normalnych wediug wzoru (6.24) przybiera posta¢

dM,

L
(6.31) oFf=— Ds). sz dz+E (—* A8 x — BB y-H:E) - .
4 dz

Pierwszy skladnik po prawej stronie tego wzoru odpowiada
ksztattem wzorowi Kappusa dla naprezen normalnych (por. (6.8)
i (6.23)).

Wzér (6.31) mozna réwniez przedstawié w innej, bardziej wy-
raznej postaci. W tym celu rozwija sig trojmian wystgpujacy w na-
wiasie okraglym w nastepujacy szereg funkcji ortogonalnych:

(6.32) (— ABx—BBy +1(8) =
. ! 1
— Z cz‘l..—Aix--Biy-{-C,:Q (jf_fpsads_—ps) _;.1;5;]~
: 0

Wspbtezynniki ¢ tego rozwinigcia mozna wyznaczy¢ bez trud-
no$ci przez pomnozenie obu stron réwnosci (6.32) przez grubos¢ 8
i odpowiednia i-ta funkeje ortogonalng, a nastepnie przez catkowanie
wzdhuz calego konturu przekroju.

Przy uwzglednieniu (3.2), (5.10), (5:12)-(5.16) i (5.22) otrzymuje
sig po diuzszym przeksztatceniach : .

. Ct
6.33 =, -
(6.33) ‘=G

Ostatecznie zatem wzér dla naprezen normalnych o przybiera
postaé nastepujaca: "

L
©(6.34) ob — — D18) sz dz+

A.
_. z .

E ) R 1 ' 1 dM,
= i|— dix—B ig (L [ Foods—Fo )4+ 0| —=.
+GZC[ Al x By+cz(f0f1‘ ds )+] s

Calkujac teraz przez czeSci dochodzimy do nastepujacych zwigzkow:

1 ' . 1
(6.35.1) ;ifmm@=~l[&MW?Wm
Iyo ) . I-'la
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[ 1
(6.35.2) '—2" f Fg o y ds RS e —"1—- f Sx r dS foaan} x.S'l’7
Ix Ix !
0 0
gdzie :
(6.36.1) Sy == f 8yds,
C ;
(6.36.2) = f 5 ds.
0

. Znaczenie uzytych tutaj symboli xsp i ysp stanie si¢ zrozumiale

z dalszych wywodéw, podanych w p. 9 (por. wzory (9.7.1) i (9.7.2)).

- W nowej symbolice wzory (6.27) i (6.28) po wykonaniu calkowania
‘ Wzgle_dem zmiennej z przybieraja nastepujacy postaé:

L L
’ d&® _  ys ’
6.37 G5 o Ysp o N
( ) . dz ZEA (szdﬁ)d[—{-ABMz_i_KB’
‘ L L
638) AT mse (N G BE M I
: dz 2EA z VA z+ ,

_ S
gdzie KB i I[P oznaczajg stale calkowania.
Podobnie ze wzoru (6.23) otrzymujemy

L L
| de® 1 [ [ ‘
6.39 R
639) . T T 2F4 (f M’C,lz)dz”wﬂ’

(CB — stala catkowania).

. Biorae pod uwage dopiero co wyprowadzone zwiqzki, otrzymu-
Jemy w przypadku skrecania mcmentem M, nastepujaca wartosé prze-

mieszezenia catkowitego §° w kierux}ku osi z (por. wzér (2.24)):

‘ - 17 \ ,
(6.40) | ¢ =5d [_, Yspx+ xspy +
. 1 : L. L - '
+2(?fF36dS“‘F.v)]f(f-a/[de)dZ+
il g Ly '

1 ' .
1 '
+ (AP —BE Y ) Mo CP2 (—f— f F, adsm,la) —KBx— LBy NV,
h ] : ) . '
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7. Zginanie.

7.1. Zginanie pod dziataniem -obcigZenia poprzecznego
o momencie rownym M, (z).

W tym przypadku jest Q.= My, = M, =0 oraz Q,% 0. Warunki

_catkowe rownowagi przybieraja woéwczas nastepujaca postac:

!

(7.1.1) fGE” Sy ds==M.(z),
. ¢ ’
| !
(7.1.2) {_c"‘yaxds?—o,
F .
,.l
(7.1.3) J 2 3rds =0,

0

gdzie wskaznik Ey oznacza naprezenia wywolane dziataniem sit po-
przecznych polozonych w plaszezyznie yz ukladu.

Niech naprezenia o i ¢ daja sie przedstawi¢ w postaci wy;
razeh skoriczonych za pomocg wzordéw (2.21) i (2.22).  Jezeli zalozyé

(7.1.4) Gy =By . LBy,
to wyrazenia dla naprezeni przyjmuja postaé
d? EE»’/ dz
‘ X e e
dz? dz? ’

Sy
d2efy [ 1 (o dtby
— By _ %
+Wdzz'2(Tstad5 Fs)+t;,y dz ]:
(U :

(1.15) o ;E [-— y+

(16 =Gt

Spréwdﬁny, kiedy dey'z‘sze wzory odpowiadaja wzorom praktycznym,
znanym 2z elementarnej teorii zginania, w polaczeniu ze wzorami
Kappusa (6.8) i (6.9) dla skrecania..
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W danym przypadku, gdy zginaniu momentem M, towarzyszy
skrecanie dzwigara (przejawiajace sie jako obroty przekrojow), wzo~
rom praktycznym mozna nada¢ nastepujaca postaé:

(7.1.7) =M

()

(7.1.8) c_—:—-wl««Sx an, & ﬂ2133()
I3 dz dz* b

Wyrazenia dla naprezen wedlug powyzszych wzordéw spelniaja
tozsamoséciowo réwnanie rézniczkowe réwnowagi (3.1) oraz réwnania
catkowe. (3.2), (7.1.1) i ,(7.1.2). Natomiast z réwnania (7.1.3) otrzy-
muje sie

&y M,
7.1.9 | 1
(7.1.9) a7 (2EAI f St d”)

Uwzgledniajac warunek (3.8) oraz zrozumia}y zwigzek M. (L)=0,
otrzymuje si¢ w dalszym ¢iagu przy wzieciu pod uwage (7.1.7)

PERIAN
R fords) M. (2).

Wobec tego wzér (7.1.8) dla naprqzen stycznych przedstawm
mozna réwniez w postaci nastepujacej: :

(7.1.10) .~ | =

&y
dz? (

l
f Sx rds R

1
(7.1.11) PP —:(Sx‘ LS ) dM.
I + A B(S) dZ .

Zauwazmy, ze wzory (7.1.7) i (7 1.11) stajg sie réwnowasne wzo-
rom (7.1.5) i (7.1.6), ]ezeh spelniony jest warunek

(7.1.12) v L, ==—d4y”—=const, (it \
dz

Zachodzi to wtedy, gdy obciazenie delgara stanowi sita P,
dzialajaca na jego wolny koniec. Wéwezas bowiem !

(7.113) ‘ Me=—P,(L—2).
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Zatozymy réwniez w przypadku ogélnym, gdy Q,=dM./dz+=const,
stusznosé wzoru (7.1.12), a mianowicie

(7.1.14) CEy = %ﬁi
i zgodnie ze wzorami (7.1.5) i (7.1.6) zapiszemy formalnie
I
sl froaree ]
(7.1.16) B = Gd;f-v C-lg’i

Niech warto$¢ L2 w przypadku ogélnym bedzie réwna wartosei
tEy w przypadku szezegdlnym, okre$lonym warunkiem (7.1.12). Woéw-
czas z poréwnania prawych stron wzoréw (7.1.11) i (7.1.16) przy
uwzglednieniu (7.1.14) otrzymuje sie nastepujaca zaleznosé:

l
e fords
Loy p .
s =”"_‘G1xa(3x+ —g B

f erds s

—

(7.1.17)

i w dalszym ciggu

‘ (7.;.18) (B = — e (f Oz gy 40 fB(s ds)+z:

gdzie symbol (¥ oznacza stala catkowania.
Podstawiajac wyrazenia dla o i ©® ze wzoréw (7.1.15) i (7.1.16)
do réwnan catkowych réwnowagi (3.2), (7.1.1) i (7.1.2), otrzymuje sig

[ oy

kolejno:

| ‘(7.1.1.9) (v — G}I [ f l( of ds)ads+
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‘ 2 f Fidxds
2B g 1o g @ M
(7.1.20) a2 A I, e dz
: fl’ dyds
‘ da"]Ey . M, d*dv g 4 RBE d* M,
| (7.121) dz R — Elx - dzﬁ Ix ’ B Y dz.s !
- gdzie przyjeto nastepujace oznaczenia:
, ‘ ‘ 1
(1.1.22) - fb gds
i S !._3_(._.2 ) J
=gyl | alors 20
¢ 0
(7.1.23 L fords !

ool f200) ]

Przyjmujag réwniez w prZypadku “obcigzenia réwnomiernego
stusznodé wzoru (7.1.10), ktory zapisaé mozna w postaci

' 29Ey. . .
(7.1.249) d 5 il fords M. (z)

d2 2 EAIx

~otrzymuje sie wzory dla napreieﬁ w ‘postaci nastepujacej:

(7.1.25)
crEy'_(}_. Z(I‘i fords)M +E(~—Any—BE”y+CL”)d Mx?
fords
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~ Powyzszy uklad naprezen przedstawia uklad statycznie réwno-

wazny przyjetemu obcigzeniu diwigara i odpowiada ukladowi ozna-
czonemu poprzednio wskaznikiem 0 w p. 4.

Podobnie jak to uczyniono w p. 6, mozna rozwingé drugi

sktadnik prawej strony wzoru (7.1.25) w szereg funkcji ortogonalnych,
a mianowicie

(7.1.27) (— A% x —BP y - (By) =
. o
=Zbil”“Aix""B"y+Ci2(~jlf-fF38ds——F,)+E,‘;].
i 5 ;

Diuzsze przeksztatcenia doprowadzaja do wyznaczenia wartosci
wspblczynnikéw b; w postaci nastepujacej:

(7.1.28) —

Ostatecznie wiec wzér dla naprezeri normalnych of¥ daje sie przed-

stawi¢ w postaci
[
+ %—;ﬁz—f&rds) M, +

LZB'[——A'x—uB‘y—}-CI (fp Sds——-F)—{-C‘]d & M.

. 1
7.1.29 EY e [ —
(11.20) o (1

d2

. Postepujac podobnie jak w p. 6, otrzymuje sie na podstawie
wzoréw (7.1.20), (7.1.21) i (7.1.24):

(7.1.30) dEEy = stysp jM dz—}-AEy M. ,+ <
: dz dz -
(7.1.31) d”Ey f M.dz— (xs”) f M. dz+BEJ df’f + LEy,
L
(7.1.32) ——d; = 2’;; f M. dz+ CE,
: z

gdzie K®, L® i C®¥ sg statymi catkowania.



32 Jerzy Nowinski

Stad na mocy wzoru (2.24) wynika nastepujgca wartodé przemiesz- .

czenia calkowitego w- kierunku osi z:

(1.1.33) T = l ysp x4 xsp Yy -+ 2 (/ f[' Bds—1T, )
: ) o

MP jM dz—

T PO
az

EL

4 CEvy (—lf- f , ads-—m> — K o [F0 y - NP,
0

7.2. Zgi‘nanie pod dziataniem obcigZenia poprzecznego

o momencie réwnym M,(z).
W tym przypadku jest Q, = My=M,=0 oraz Q= 0. Réw-
nania’ calkowe réwnowagi. przybieraja wéwezas postaé nastepujacy:

1

(7.2.1) foE’“ dyds=
0 .
_ i ro
(7.2.2) : I ch" dxds=—M,(2),
& ' ;
N .
(7.2.3) : ‘ f wE= 3 r ds =),

'Y

gdzie znaczenie wskaznika Ex jest zrozumiale.
Postepujac analogiqzrﬁe ek wp. 7.1 otrzymuje sie kolejno:

: L ;

f Sy rds

fB(s)ds)—H:
= e

yrds 1

S

0

(7.2.4) l:fxr—@l—( f Sy gey ¥

TR [ P S
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f Fydxds
dPEEs M, dR9E g My
(126) T =L T R A

1
2 st Sy ds
d .qu d2,§).Ex B

d*M
——— Ex Y
N B
gdzie
1
(7,2.8) » 1. 8 fSy T'dS 1 8
- 1 S, . 0 ' B (s) ‘
g oo | 2]
G]y 0 0 ? i 4 0 5
1
(7 2 9) . fSy T‘dé 1 5
X 1 lSy 0 f( [B(s) ) I
S (% ek T
dz,\t).E.v

(7.2.10)

e _ S,rdse M
dz? ZEAI f yrds-My(z).

Wspélciyhm’ki w rozwinieciu wyrazenia (— AE*x—BEsy -+ (E*)
w szereg funkcji ortogonalnych podobny do (7.1.27) sg réwne -
. . Al‘ :
(7.2.11) ; L as=g
Ostatecznie zatem wzory dla napreien of* i ©E* przybierajg w rozpa-
trywanym przypadku nastepujacg postaé:

‘(7.2.‘”12) ,vob‘x‘=--(i D (s) f S,r de)

L

BN [ . M,
R A -
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1

fSyrds
dM,

| | 1 ;
(213 rgfj_zl_y.g(gy 4-._._Z-B(«s)) =

Podobnie jak to czyniliémy poprzednio, obliczamy ze wzoréw
- (7.2.6), (1.2.0) i (1.2.10)

2F4

e (ysp)® p My | g
(1.2.19) ‘“"‘"“fMJ "t orA fMdH'A & K

dz

: dnfs  xspyse =AMy _ 11
(215 =T fMydz-] pedlly g,

. d'B'Ex ySP fM d CEJC
(7.2.16)\ ————dz S d ydz+

gdz1e KB, LB+ i C’Ex oznaczaja odpowiednie state callkowania,
Na zasadzie uzyskanych zwiszkéw otrzymuje sie ze wzoru (2.24)
wartosé calkowitego przemieszezenia w kierunki osi z

: . ‘ !
—EEx= ‘V—‘yS;Px"{‘xSP y + 2 (—1; f FsadS‘-"Ira>] USP f 'Ml} dd +

du, |

dz

(7.2.17) f dez . Aﬂxxmﬂbchm)
T El,

;Ql-»CExz (—;_ f F,ads—m) —-KExxMLExky,—;— NE,

8. Zginanie polaczone ze skrecaniem

W ogéinym przypadku, gdy obciazenie poprzeczne jest przyto-
Zone i skierowane dowolnie 'w plaszezyznach przekrojow poprzecznych
dzwigara, w przekrojach tych wystepuje sila poprzeczna o skladowych
Qs(z) i Qy(2) oraz mome=nt. o sktadowych M. (z), M, (z) i M, (z)
obciazenie zostalo tutaj sprowadzone do rodkacigzkodei rozpatrywa~
nego przekroju. Naprezenia panujace w Sciankach diwigara mozna
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wéwezas wyznaczy¢é wprost z odpowiednich wzoréw (p. 6 i 7), opie-
rajac si¢ na zasadzie superpozycji. Jezeli wzigé pod uwage znane
zwigzki

(8.1) Qs (2) =— My (@)
: dz
(8.2) | Q(z) =M@
dz

to na podstawie wzoréw (6.25), (6.31), (7.1.26), (7.1.29), (7.2.12) i (7.2.13)
otrzymuje sie nastepujace wyrazenia dla naprqzen oznaczonych wskaz-

nikiem 0 w p. 4:
M. M, D (s)
By e | Mend
s 1. y I, x P f spdz -

. ’1 ) 1
83 + 1(;— > l——A"owi y+Ci2 (-1]; f 1«",ads—zf‘,) + ag] %
! 0

X%(A"Qx—!—B" Q+CiM),

Q- Q B(s)
8.4 0o — Sy——L8§,— Msp
®4) TTLe T L T s
gdzie

fSdeS , fords

(8.5) Mep="2 Q.+ ° 7 — Qy+M..
Podobnie, na podstawie wzoréw (6.23), (7.1.24) i (7.2.10), otrzymuje sie

‘ ~ i

dz 90 1

8.6 =— Mspdz.
(@8 a7 2EAf re

Jak wspomnieliémy w p. 4, naprezenia oznaczone wskaznikiem 0
i przynaleine do nich odksztalcenia, oznaczone tym samym wskazmu
kiem, nie spelniajg w ogélnodci réwnania rézniczkowego réwnowagi
(3.1) i wszystkich warunkéw dodatkowych. (W przypadku obcigzenia
réwnomiernego réwnanie (3.1) -jést spelmione). Mozna zatem wzory
(8.3) i (8.4) traktowaé jako przedstawiajace przyblizong warto$é napre-
zen istotnych.
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Dla okreslenia napreZef istotnych wypada, zgodnie z rozwaza-
niami w p. 4, uzupelnié¢ naprezenia oznaczone wskaZnikiem 0 zhiorem
ukladéw zerowych. Te ostatnie nie przedstawiajg atoli w przypadky
ogélnym ukladéw samodzielnych, jakie rozpatrzono w p. 5, lecy
uklady uzupelniajace. ’

W tym celu dokonaé trzeba ,deformacji” napreZed przedsta-
wionych wzorami (5.7) i (5.8) droga zachowania bez zmiany wyrazéw
zaleznych od geometrii przekroju (tzn. zaleznych od zmiennych x, y i s)
i zastapienia funkcji £, przez inng, na razie nie okrelong funkeje 7,
{réwniez zmienne] z). Odpowiednie wzory przybieraja woéwezss na-
stepujacy postaé: '

, !
‘ 1 A
817 o=E [———A"x—-—]3’y~l~ Ci2 (7 []"ﬂds»—l’]) e Lj,] dz
0

| e

i

: ’ f;s '
(88) = G—(]Sw Zz

Funkcja spelnia oczywiScie w dalszym ciagu réwnanie réz-
niczkowe (5.10), natomiast funkeja Z; nie musi (w ogélnosei) spelniaé
réwnania (5.11). Ostatecznie wiec (por. wzory (4.17) i (4.18)) napre-
zenia, panujgce istotnie w éciankach dzwigara, mozna przedstawié
w nastepujacej postaci:

' L

- ' . 1
E ; 1 T Ai.

Xad; (4'Q«+B'Qy -+ C M, + GZY),

e e Qx‘ Qy. B(s) C“;: i
(8.10) t—__—IﬁSym_I;é- "__TS'MS'P_FGZ*JS"‘”'

W podobny sposéb na podstawie wzoréw (5.6) i (8.6) przedstawié
mozna drugs ’pochodn'a istotnego kata skrecenia:

. . L
da*3 1 dz;
.11 . r— T e vt e i (4 12
($.11) iz 2EAJMSPdZ+ZC dz

Y
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Zadamy teraz, aby, zgodnie z zatozeniami poczynionymi w p. 4,
naprezenia istotne spelnialy przede wszystkim réwnanie réwnowagi
(3.1). Dla przyjetego obcigzenia réwnomiernego otrzymuje sig

&7,

(8.12) ~ e — K Z=0.

Jak widaé, pomocnicza funkcja Z; staje sie w danym przypadku
identyczna z funkcja poprzednio oznaczong przez Li.
Obliczamy z kolei przemieszczenie catkowite w kierunku osi z

T=T"4 M7,
Ze wzorow (5.26), (6.40), (7.1.33) i (7.2..17) otrzymuje sie po prostych
przeksztatceniach
_ ! L L
“Ew[mysterSpy—Fz(%()fﬁ;ads——m)] 5—[%2 (szdz)dz +
L L ' o
X y [ 1 . )
— ydz— M.dz + — — 4t x-—Bi
+E1nyJvZ ELJ Z+G$[ Rl

(8.13)

l ' .

+sz(-}- f p;ads-ﬁs) +C§](Afo+Bf Qu+C M+ GZh) +

0 1 |

+2 c(-l«f Fsads——F.,-) —Bx—Ty+7W,

f 0 ! ’ : :

gdzie znaczenie stalych, przedstawiony;h explicite, jest naste‘;pujaée‘:

0:03+ CEI"I'CEy’f—ZDi,
i

K: KB + KEx+ KEy_l_ ZKI",
(8.14) ‘ ‘ g

L=IP + 1%+ 1%+ 3 I,

N:NB+NE"-|-NEH+2N“.
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Jezell rozpatrywany dzw1gar wspornikowy ulega utwierdzeniy
catkowitemu w podiozu absolutnie sztywnym, to w przekroju pod-
porowym powinien byé speiniony warunek

(8.15) T (s,0)=0.

Przyjmijmy we wzorze (8.13) warto$é z réwna zeru. Mnozymy
ten wzér przez funkcje ortogonalng

l -y
6[——Aixw—B"y + sz(%fmdsmm) + cg]
v 0 _

i catkujemy wzdtuz konturu przekroju. Po prostych przeksztatceniach
przy uwzglednieniu zaleznosci (3.2), (5.10) i (5.12)-(5.16) otrzymuje
sie nastepujacy warunek brzegowy, ktéry spetnia funkcja T

(8.16) Zz (0)'—‘_—"‘" [47Qx(0)+B'Qy (0)+ C* M, (0)].

Na wolnym konicu diwigara powinien byé Spelniohy warunek

(3.8). Przyjmujgc zatem we wzorze (8.9) wartosé z réwng L i poste-

pujac jak poprzednio przy przeksztaleaniu warunku (8.15), otrzymu-

jemy nastepujacy warunek brzegowy:

)
dz

8.17) _—=-—-__. ‘“(AiQx-FBiQy—I—C‘M,) L .

9. Naprezenia wedtug teorii przyblizonej.
Niech pominiety bedzie catkowicie wplyw ukladéw zerowych.
Wowezas ze wzoréw (8.9)-(8.11) otrzymuje sie¢ nastepujace przybli-
 zone wartoScl naprezen o* i t* oraz kata skrecenia O%:-

. ‘ : i :
(0.). R e f Msp dz,
et LT,

. o x ' , B
(9-2) | ‘Bx:‘“‘%Sy SJ '—-"--"-«"(E-}MSPQ

dz"‘,:-—‘-zEAfMSPdZ'
0

Z teorii diwigarow cienkosciennych 39

Fatwo zauwazyé, ze

T'x' = ’to
oraz
d2a* 2 9o
dz? dz® '

natomiast naprezenie ¥ otrzymuje sie ze wzoru dla o jezeli pomi-~
ngé w nim wplyw uzupelniajaey ukladéw samozréwnowazonych.

Mozna wigc w pewnym sensie uwaza¢ maprezenia oznaczone
gwiazdka za naprezenia oznaczone wskaznikiem 0 i trektowaé je jako
naprezenia wedlug teorii inzynierskiej. Uklad nowych naprezen inzy-
nierskich jest oczywiscie statycznie réwnowainy danemu obcigzeniu
dzwigara i spelnia réwnanie réwnowagi (3.1). Natomiast w ogélnym
przypadku moze to by¢ ukiad znieksztalcony, w kidrym odpowiednie
przemieszczenia nie sq ze sokg zgodne i nie spelniajg ponadto Wszyst-
kich przepisanych zadaniem warunkéw dodatkowych.

Zalbzmy, ze pod dzialaniem sily poprzecznej P(Px, P,), przecho-
dzacej przez punkt xp, y, okreslonego przekroju poprzecznego z=z,,
dzwigar nie ulega skreceniu (na calej swej dlugoécu) Ze wzoru (9.3)
wynika wowczas

(9.4) ‘ Mgp = 0.
Uwzgledniajgc zrozumialy zwiazek , ,
(9.5) : M, = Pyxp— Pxyp, i

ze wzoréw (8.5) i (9.4) otrzymuje sie

S,rds S.rds

B i chtes =

Warunek powyzszy jest spelniony, i to niezaleznie od w1e1koéc1 obcig-

fS rds
9.7.1) Xpi== Xgp == =

fS_,rds

zenia, jezeli

(9.7.2) Yp =Ysp="
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Wynika stad, ze jezeli diwigar nie ulega skreceniu, to sila
obcigzajgca przechodzi przez okreSlony punk przekroju o wspblrzed-
nych xsp, ysp. Punk ten przedstawia tzw. §rodek $cinania (§rodek

sit poprzecznych). Polozenie $rodka $cinania okazuje sie¢ w danym -

przypadku niezaleime od wartosci wspblrzednej zp, punktu przylozenia
sity, wobec czego miejscem geometrycznym Srodkoéw Scinania jest
prosta réwnolegta do osi dzwigara (0§ Scinania). Moment zastepczy
Mgsp przedstawia tutaj moment sity obciaZajacej wzgledem $rodka éci-
. nania w plaszezyznie dziatania sily:

(98) " ’. MSP—‘ y(xp—"x?l’)—"l (JP_USP)

w ogolnym przypadku, gdy odcinek preta, ograniczony przekrogeml

rozpatrywanym i przekrojem koncowym z = L, poddany jest dziataniu
dowolnego obcigzenia, ktore mozna sprowadzi¢ do sily wypadkowej
Q(Qx, Qy) przylozonej w punkeie x,, Yp, %, oraz do pary sit o mo-
mencie M, dzialajacej w plaszezyinie przekroju z == z,, wielkosé Msp
przedstawia sume momentu pary oraz sity wypadkowe; Q wzgledem
- odpowiedniego Srodka Scinania.

Latwo zauwazy¢ (rys. 3), ze element dFgsr pola, zakreslonego
przez promieh wodzacy z punktu SP o wspélrzednych xgp, ysp, z ele-
mentem pola dF; (biegun w O,) laczy nastepujacy zwiazek:

(9.9) , 2dFsp = ysp dox— wsp dy + 2 dF,.
y
s
: s /
7
. X
0
Rys. 3.

‘Po scafkowaniu wzgledem zmiennej s otrzymuje .sie
{9.10) S 2Fsp——yspx——xSpJ+2f -+ C,
gdZIe C jest staly ca}kowama

“
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Przyjmijmy, 2e poczatek liczenia wycinkéw podl Fsp obrany zo-
staje w ten sposéb, aby byt spelniony warunek °)

I
(9.11) stpa ds—0.
Wéwezas ’ 1_

[ rea
(9.12) \ C=————°—7———~

i po podstawieniu wartoSci xsp 1 ysp ze WZOré6w (9 7.1} i (9.1.2) do
wzoru (9.10) otrzymuje sie

(9.13) Fgp=—D(s),

gdzie wartosé wyrazenia D (s) przedstawia wzér (6.10).
WprowadZmy nastepujace oznaczenie:

. 1
(9.14) ‘ I,=4 f (Fsp)*8 ds.
0

Proste przeksztalcenia pozwalaja wowezas uzyskaé nastepujacy-‘zwiazek:
(9.15) I,=—24, ' .

gdzie warto§é wyrazenia A przedstawiona jest wzorem (6.13).
Podobnie, jezeli oznaczyé

(9.16) S, =2 f Fspods,
to o :
(9.17) : S,=—2B(s),

gdzie symbol B (s) wprowadzono zgodnie ze wzorem (6.11).
Wprowadzmy ponadto nastepujgce oznaczenia:

(9.18) | ' M, = Msp,

' dB .,
9.19 —=M,.
(9.19) T

9 Por. 1),
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Wéwezas, pomijajac stala cafkowania (z uwagi na istnienie warunku
(3.8) i przyjety rodzaj obcigzenia dizwigara), otrzymuje sie

(9.20) ‘ B=— stp dz.

Zapisujemy wzory (9.1)1 (9.2) dla naprezen oznaczonych gwiazdks,
- stosujac dopiero co wprowadzone symbole. Otrzymuje sie wéwezas

wzory identyczne z wyprowadzonymi na drodze bezposrednich rozu-
"mowah przez W. Wlasowa ): "

(9.21) G*m Mx y "“AJLX ‘l“ 2 F,g'p B,
X ly I(D
(9.22) e Qo Qo S,
: Z,,c')‘ S‘U 1.8 éx Iwa Maw
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Ty 1 . .

e ré;kggt‘ wgdh%g’[zl. .W.. Wiasow uwzglednia ponadio nieréwnomier-

< tu naprezed Scinajacych w kierunku grubosci Scianek, kidra tutaj
Zostaje pominieta. Por. réwniez [3] 1 [4]. v :

KoCTAX.

Peszwomos

R TEOPUMM PABHOMEPHO HAT'PYKEHHBIX TOHKOCTEHHDBIX
CTEP)KHEVI OTKPBLITOIO MPOOHIIA

0. HoBuHCRHH

Mccnenosatus NO TEOPUM TOHKOCTEHHBIX CTEPKHEH NpOBORH-
JWch, HauuHast ¢ 20-ThIX rONOB TEKYILIEro BEKa, B HECKOJbKHUX CTpaHax
He3aBHCHMO Apyr oT Apyra. JlocraTtouHo ofuiMe M ToyHble peiiehns
nonyunmn B Coserckom Cowose B.3. Bnacos, A. A. Ymancrui '
u mpyrve, u B Rurmum . Bunwawmc, Ok, Xapxu-Aprupuc
u ppyrve. B Tllonblie wHccnenoBaHus 1o 3TOH TEOPHH  NPOBOAHMIH
B ToT nepuop A. Ipsxkenpsenbckui, B. Bunnesuu un astop
HacTosiel pabotel. B pesynbrare 3THX MCCIEROBaHWA nonydyeH Me-
top, aHannsa nepemewenuit ([8] 1 [9]), o6oBmeHHbIH aBTOPOM B MO-
cnesoennslii mepuop ([5), [7] u [6]). v : :

Hacrosimas paboTa CORepsRUT pa3BHTHe paspaboTaHHOH aBTO-
poM 061ieil TEOPHH TOHROCTEHHBIX CTEpIKHEH, B MPHMEHEHHH K CTep-
SKHAM OTKPLITOro NMpodunsg, ¥ 9BNsgeTcs B HEKOTOpO¥ CTEeNeHH HOomol-
HeHMeM paHee onyGnMKOBaHHOHM paboThl aBTOpa MO AHANOrHYHOMY

“Bompocy [6]. TpuMeHeHHBIH 3peck METOA He OTIIHYAETCS MO CYIECTBY

OT MeToja IpYMEeHEeHHOro asToOpOM paHee H COCTOHT B TOM, 4YTO
.OHPEH,EHHETCH I OTOENBbHBIX TOHEK CTEpXKHS ynpyrue nepeMereHHs -

(dopmymner 2.1-2.3), coBmMecTHMBIE C nansm'bmid .TUMOTE3aMH. O CTpO-

eHuM camoro crepskHs. JlenawTcs MMeHHO CliefyloliHe THNOoTE3bl,
cBasaHHble Mewmpy cob6oi  onpeneneHHbIMH COOTHOLUEHMIMH: - ‘

1° Tlomepeunnle ceyeHUs He OePOPMHpYIOTCS B CBOMX IIOC-

2°  CreHKH CTepkHS nnweﬂsx cO6CTBEHHOM JRECTKOCTH.

3° Hanps:xeHHoe M nqébopmnpbsaﬂﬁoe COCTOSHHE B CTEHKax
ILIOCKME. '

4% Yucno TyaccoHa v pasHO. HyMIO.

i
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Cunraetcs, 4YTO CTep:KeHb NpPHRPEINNEH [pIMO K HRECTROMY
OCHOB@HHIO M PaBHOMEPHO Harpy}eH. DTO mnocienHee npeprono-
JKEHUE CHEeNaHO AN YNPOLIEHHsS BLIYHCIEHHH, HO HET HUKAKMX MpuH-

uMnuanbHblX 3aTpypHeHudt oBoBuIMTE BCE pacCyKIeHHs Ha ciyyait
npousBonbHoO# Harpysku. O crocofe 3akperuieHHs KpaeBoro ceyenus

HE [leNnaeTcs HUKaKMX THNOTE3. 3HauWT, KpaeBOe CEUYeHMe MOKeT
CBOBOMIHO MCKPHBINATHCS, ObITh.3keCTRO (4TOBLI OCTaBaNocs Mockuw),
WM yTIpYro 3aKperuieHo.

-~ TlpoBereHHwif aHaM3 M30METPHYECKOrO ABMIKEHHS OKA3bIBaET,
YTO TMONHBIE MEpPeMelIeHHs B MPOKONbHOM HaNpaBlieHHH CTepKHS

(bopmyna (2.3)) MoskHO npencTaBuTh B BURE (2.24), roe dyHKuus (s, z) -
oripefienseT Teriepb [ENAHALMIO CEUYEHHUI NPOMCXOLALLYIO OT OLHHX '

TOJIbKO -HanpameHuit, :

Otciopa cnenyer, 4To HanpsikeHust B obonouke (popmysl (2.6)
n (2.7)) MORHO NpeRcTaBUTL, C YHETOM COOTHOLIEHHH (2.4) u (2.5),
B Buge (2.21) u (222). DTM HaNpSKEHHS KOMKHBL - YOOBIETBOPITH

YpPaBHEHHIM PaBHOBECHH aneMeHTa O6OJ'IO‘-[KH, onpegeneHHbLIM IuMHa~

MuyeckuM yenosuam (3.2)-(3.7) w npyrum, kax Ha npumep (3.8) u (3.9).
Tarum obpasom Bompoc cBeneH K KpaeBoil 3apaue (3.10) Ha onpe-
ReneHne ueTbipex HeusBecTHeix yHkumi £(z), 1(z), ¥(z) n ((2),
- YROBNETBOPSIOIIMX  YKA3aHHBIM [AWHAMHYECKHM W [eOMETPHYECKHUM
YCIIOBHSAM (Hanpnmep, B CllyYae REeCTROro yKperneHus, ycriosmio (8.15)).

~ Hro6el nonyunth pemeHue KpaesoW sapaum, paéaeprlﬂaIOTcn
“cROMble QYHRUMM B panbl, B 06uiem cjnyqae 6é¢xonem—1ble. [TepBuie
| UNEHBI STHX PSROB, 0603HaYeHHbIE HHIeKCOM 0, COOTBETCTBYIOT HANpS-
REHHSM (,?HHmeHeprIM"), YDaBHOBEIUMBAIOIIMM BHELIHIOW Harpysky.
quanbabxe' uITeHbl, 0603HaYeHHbIE MHIEKCOM i, COOTBETCTBYIOT Ha-
NPSHEHUAM CaMOYDaBHOBEIIEHHDIX CHCTEM. Besikast OTHesHas COBO-
RYTTHOCTb HCROMBIX cbyﬂxmﬁ,_nnu COOTBECTBYIOWIUX UM HaTn s eHHH,
MONET HEe YNOBNETBODSTH YCIOBHAM paBHo_aecust, UM OIHOTO M3

nobasouHklx ycriosuit.  Ho BCE: UNEHKI BMECTe ynoane'rladpmm BCEM
- TpeBOBaHHAM TEODHH. L

B pabore pokasklBaeTcd, 4TO cbnyuu'u znelpeMeHHordfi, dury- -

PHPYIOIIHE B, BhIDAKEHHSX (5.7 wn (5.8) mnst HanpsikeHuit camoypas-
HOBEILEHHBIX CHCTEM, 06pasyioT - cumemsx‘dpfrbmganbhb;x byHRUMEL
B uutepsane (0,1). < o ‘ i
HMuxeHepHble HanpsikeHus paccMar
‘RpyueHus (I ’6) M B Ciyyae mruyﬁa,ay. EBYX  TNaBHBIX MIOCKOCTIX
uHepuun (I 7)'.. ﬂoxaablsaercz, qu.npn; p‘aBHoM'épHoﬁ' ﬁarpyaxe
AN BBINOJIHEHUS TOCTYNATOB TEOPHH HEOBXomMUMO, qT06b1 HHKeHep-

PUBAIOTCS B ClTyyae YMCTOTO -
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Hble HOpMaNbHble HanpsiykeHWs BblpamasuChk B Clyyae 4YHCTOrO Kpy-
yenus popmynoit (6.31), a B cnyuae, Hanpumep, H3rnba OT MOMEHTOB
B MIOCKOCTH Yz — hopmynoil (7.1.25). Ecnu paseBepHyTs cooTser-
CTBYIOILME YNEHbl B OPTOTOHAJIbHBIE PAfbl, O KOTOPbIX CRa3aHO BhILE
(cp. nanp. ¢opmyny (6.32)), To 3TM <GOpMyNbl MOMY4AOT OKOHYA-
tenbHbid BUL (6.34), (7.1.29) n (7.2.12).

CoorsercTytone ¢ . pMyibl A KacaTelbHbIX  HanpsmeHUH
o6o3HaveHbl HoMepamu (6.25), (7.1.26) w (7.2.13). ‘

B o6meM ciydae TpOW3BOIBEHON PaBHOMEPHOH Harpy3ku MOMHO
MOJlyYeHHBIE COCTABMSIOLIME HHREHEPHBIX HANPAKEHUH HarNapbBaTh.
TakuM 06pa3soM pesynbTHPYIOLIHME HHKEHEPHble Harlps:meHHs Bbipa-
skatoTcs popmynamu (8.3) u (8.4). K 3TuM HampsikeHHsM nprubapnsioTc,
KRarR OGBIYHO, HanpsyKEHHWs CaMOypaBHOBELUEHHBIX CHCTEM W TOTAR,
OKOHYATENbHO, NoNHble Hanpskenus (8.9) u (8.10) M coorBercTBy-
IOLJME MM’ NEpeMelleHHMs YLOBIETBOPAIOT BCEM YCIOBMAM - 3a0ayu
(Hanp. ycnosusm: reomerpudeckoMy (8.15) W muHamuHecKOMy (3.8),
YNIH COOTBETCTBYIOIMM MM YCNOBHMAM Ans GyHRuMM Z; — COrnacHo
ypasuenusam (8.16) u (8.17)). ' ‘

Ecnu He yuMThIBAeTCd BJIMAHHE CaMOypPaBHOBELLUEHHBIX CHCTEM,
TO monyueHHsie ¢opmynsl (8.3) v (8.4) mna uHanpskeHuH nepexopst
B u3BecTHble ¢opmynsl B. 3. Bnacosa (9.21) u (9.22), rotopwiid
MX TIOJIyHMJT HENOCPeNCTBEHHBIMH DacCy®IEHHSMH TIpPH MOMOLIM Tak
Ha3blBaeMoli TUINoTe3bl AennaHaudil (CeRTOpHanbHBIX nnomaneH).
B »TOM ciiyuaé He TONLKO Hemnb3sl BbINONHWTE Boo6me Bcex poba-
BOUHbBIX YCJIOBHMI 3afa4y, HO KpoMe TOro HapyliaeTcs coriacHe Meskay
HanpsiKeHHSIMH W COOTBETCTBYIOLIMMH MM TEpPEMELIeHHSIMH.



Summary

ON THE THEORY OF THIN-WALLED BEAMS WITH OPEN
CROSS-SECTION UNDER UNIFORMLY DISTRIBUTED LOAD

The studies of thin-walled beams, which started in the third

decade of the present century, have developed independently in °
several scientific centres, bringing sufficiently general and exact so-

-lutions, obtained chiefly by Soviet (V. Z. Vlasov, A. A. Umanski

and others) and British scientists (D. Williams, J. Hadji-Argyris
and others).

In Poland the investigations in question have been carried out

in the same period by A. Grzedzielski; W. Blllewmz and
the ‘author.

~ "The result was a method of analysis of elastic dlsplacements
([8] and [9]), presented in' more general form after the war (|5],
(7] and [6]). |

This paper presents an application of the author’s general theory

_of thin-walled beams to Beams with open cross-sections and is in a

certain - measure a complement to a formerly published paper on a
similar subject, [6].

The method adopted here does not essentially differ from that -

formerly used and consists in determining the displacements of beam

: pomts (formulae (2.1)-(2.3)) in accordance w1th certain. assumptions
concerning its' structure.

These are as follows

1% the maintenance of the shape of CI‘OSS-SeCthIlb by a system
of d1aphragms rigid in their own planes,

.29 'the lack of stiffness of beam walls,

3 the “pseudoplane” ‘state of strain and stress in the walls,
4% Poisson’s ratio v==0.
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The beam is assumed to be fixed at one end and uniformly
loaded. The latter assumption is made in order to simplify the cal-
culations but there is no essential difficulty in making generalizations
for any load.

There is no assumption concerning the way of fixing the root
cross-section, which means that the fixing can be either free (per-
mitting free warping of root cross-section) or rigid (the root cross-
section remains fully constrained axially) or elastic.

The analysis of isometric movement shows that total longitudi-
nal displacements (formula (2.3)) can be represented by (2.24) where
function {(s,z) represents the warping of cross section, provoked
by the stresses alone. ‘

. In consequence and taking account of the relations (2.4) and
(2.5) the wall stresses (formulae (2.6) and (2. 7)) can be written as

(2.21) and (2.22). They should satisfy the differential equation of

equilibrium of a wall element as well as dynamic conditions given
by (3.2)-(3.7) and others like (3.8) and (3.9).

In this way the task is reduced to a boundary value problem °
(3.10) with four unknown functions £(2), 1(2), ¥(2) and L(s,2), sa-
tistying the dynamic (mentionned above) vand geometric conditions
(e. g. condition (8.15) in case of rigid fixing).

To obtain a solution, the unknown functions are represented

‘as sums which in the general case are of infinite number of terms.

First of them, with subsecript 0, represent the so-called engineers’
theory stresses, equilibrating the external load.

The remaining terms, with subscript i, represent the stresses
of self-equilibrating systems. It is not required that any system

 of functions in question or any system of corresponding stresses

should satisfy the equation of equilibrium or any additional condi-
tion, but all the terms taken as a whole 'should satisfy all the
requirements of the theory.
, It is shown that the functions of the vanable s in the expres—
sions for stresses of self-equilibrating systems (5.7) and (5.8) con-
stitute. systems of orthogonal functions in the interval (0,1). '
The engineers’ ‘theory stresses are studied in the cases of pure
torsion (paragraph 6) and bending in both principal planes of inertia
(paragraph 7). It is shown that if uniform load is assumed, the satis-
faction of the exigencies of the theory requires representation of
direct engineers’ theory stresses in the form of (6.31) for pure torsmn
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~ For bending with a moment acting in the plane yz for instance,
~ they should be represented in the form of (7.1.25).

After developping suitable elements in series of orthogonal
functions mentionned above (see for instance formula (6.32)) the for-
mulae take their final shape of (6.34), (7.1.29) and (7.2.12).

The corresponding formulae for shear stresses are (6.25), (7.1.26)
and (7.2.13).

In the general case of a uniform load the obtained component
engineers’ theory stresses can be superposed. It follows that the
resultant engineers’ theory stresses can be expressed in the form of
(8.3) and (8.4). ' According to the procedure adopted the stresses in
question are completed with those of self-equilibrating systems. In
consequence the resultant stresses (8.9) and (8.10) and the correspon-
ding . displacements. (4.1)-(4.4) should satisfy all conditions of the
problem (for instance geometric (8.15) and dynamic (3.8) or the cor-

~ responding conditions concerning the function Z; — according to the

equations (8.16) and (8.17). ‘ 1

If the influence of selr—equlhbratmg systems is entirely neg-
lected the formulae obtained (8.3) and (8.4) become the well known
formulae of V. Vlasov (9.21) and (9.22), obtained by that scientist
directly on the basis of the so-called warping hypothesis (or hy-
pothesis of sectorial areas). In this case it is not only impossible to

satify all the additional conditions but the compatibility of stresses

with cqrresponding displacements is equally affected.
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