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wplywa na rozklad skutkéw i wydaje sie, jak gdyby to byly zja-
wiska niezalezne.

Warunek dostateczny dla przyblizonej przypadkowodei skutkéw

alternatywnyech y,, y, jest nastepujacy. Rozwaimy obreb, w ktérym
rézne warto§ei zmiennej x wystepuja z prawdopodobienstwem sto-
sunkowo niewiele réznem. Jezeli w tym obrebie funkeja, wyraza-
jaca zwigzek prayezyny « oraz skutku y, posiada taki charakter,
ze wielkiej liczbie przedzialéw
z... 2+ Az 2+ Azy... @+ Aoy @+ Ay 2+ D i 4
odpowiada skutek y,, natomiast naprzemian polosonym przedzialom
x4+ Az, ... 2+ Az 2+ Ay ... 2+ Azy;... 1t d

skutek y,, wéwezas wystgpowanie skutkdw y,, y, mozna uwazaé
za prayblizenie praypadkowe. Scidle przypadkowe beds one wéw-
czas, jeseli wszystkie przedzialy Az sa nieskoriezenie male, a liczba
ich nieskonczenie wielka. Stosunek prawdopodobienstw zjawisk g,
¥, jest oznaczony wéwezas przez stosunek sumy przedzialéw parzy-
stych do sumy przedzialéw nieparzystych.

W zjawiskach, do ktérych stosujemy w praktyce rachunek
prawdopodobiefistwa, wystepuje przypadek zazwyczaj tylko w owem
znaczenin przyblizonem. Ze rachunek prawdopodobiedstwa tak
dobrze zgadza sig z dodwiadezeniem przy réznyeh grach hazardo-
wyeh i t. p., polega tylko na tem, se tam jako wlasciwy, pier-
wotny czynnik wystgpuje czlowiek, ktéry jest maszyng, posiada-
Jjaes nadzwyezajnie wielki ,obreb przypadkowej zmiennodei®.

Z punktn widzenia fizyki najciekawsze przyklady, nalesace do
zakresu kinetycznej teorji materji, przedstawiaja niestety nieprze-
zwycigzone dotychezas trudnosci dla zastosowania takich kryterjow
przypadkowosei. Czujemy intuicyjnie, 2e Maxwella i Boltz-
manna metoda obliczania skutkéw spotkat molekularnyeh, opie-
rajaca sig na zalozeniu zupelnej przypadkowosei zjawisk skiado-
wyeh '), jest bardzo prayblizenie wazna. Mechanika statystyezna
daje jednak powazne powody do praypuszezania, e metoda ta nie-
zupelnie jest $eisla; niestety nie potrafimy ohecnie jeszcze nalezycie
ocenié bledéw, wywolanyeh przez stosowanie zalozenia Boltz-
manna.

1) Zalozenie to wyraa sie matematycznie w formie t. zw. Stafizahl-Ansatz.
Por. P. u. T. Ehrenfest, Begriffiche Grundlagen der statistischen Auffas-
sung in der Mechanik, Enzyklopidie der mathemat. Wissenschaften, IV. 2 II.
Heft 6, Teubner, Leipzig 1912,

VIl. UBER DEN BEGRIFF DES ZUFALLS
UND DEN URSPRUNG DER WAHRSCHEINLICHKEITS-
GESETZE IN DER PHYSIK.

Die Naturwissenschaften. Jahrgang 1918. Heft XVIL.

I

Die Wahrscheinlichkeitsrechnung, welche seit Beginn ihrer Ent-
-wicklung mit grébtem Erfolg, hauptsiichlich in dem sonst der ma-
thematischen Behandlung wenig zuginglichen Bereich sozialer und
biologischer Vorginge angewendet wurde, hat sich in den letaten
_Zeiten ein iiberaus wichtiges Anwendungsgebiet erobert: die Physik.
Und zwar ist damit nicht etwa die seit GauB’ Zeiten als eigene
Hilfsdisziplin ausgebildete Theorie der Fehlerausgleichung bei phy-
sikalischen Messungen gemeint, sondern gerade das eigentliche
‘Gertist dieser Wissenschaft, das System der theoretischen Physik.

Zum ersten Male in den Jahren 1857—1860 von Clausius
und Maxwell als eigenartiges mathematisches Hilfsmittel in die
kinetische Gastheorie eingefithrt, hat die Wahrscheinlichkeitsrech-
nang, nach einer voriibergehenden Periode der Stagnation, infolge
-des schlieflichen Sieges der atomistischen Anschiuungsweise eine
fir die Physik ganz grundlegende Bedeutung gewonnen und bildet
heute das wichtigste Werkzeug bei Forschungen auf dem Gebiete
der modernen Theorien der Materie, der Blektronik, Radioaktivitit
und Strahlungstheorie. Entspricht doch ihr Wesen durchaus der
heute zur Herrschaft gelangten Tendenz, simtliche Gesetze der
Physik1) — nach dem Vorbild der kinetischen Gastheorie — auf

1) Von dieser Tendenz sind bisher nur die Lorentzschen Gleichungen
der Elektronentheorie, das Energiegesetz und das Relativititsprinzip unberiihrt
gebliehén, aber es ist wohl moglich, daf im Laufe der Zeit auch hier exakte .,
Gresetzesformen durch statistische RegelmiBigkeit ersetzt werden diirften.
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Statistik verborgener Elementarereignisse zuriickzufithren, wobei
die ,Binfachheit* derselben als sekundire Folge des Wahrscheinlich-
keitsgesetzes der groBen Zahlen aufgefalt wird.

Trotz dieser enormen Ausdehnung des Anwendungsbereiches

der Wahrscheinlichkeitsrechnung hat die exakte Analyse der ihr '

zugrunde liegenden Begriffe nur geringe Fortschritte gemacht; es
gilt wohl noch heute der Satz, daB keine zweite mathematische
Disziplin auf so unklaren und schwankenden Grundlagen aufgebant.
ist. So werden die Grundfragen nach der Subjektivitiit oder Ob-
jektivitdt des Wahrscheinlichkeitsbegriffes, nach der Definition der
Zufulligkeit usw. von wverschiedenen Autoren in diametral entgegen-
gesetztér Weise beantwortet. Insbesondere ist auch eine allgemeine
und mathematisch exakte Pruzisierung der fur die Anwendbarkeit
dieser Rechnungsmethode charakteristischen Bedingungen noch
immer ausstindig, und man pflegt sich in dieser Hinsicht meist
auf ein intuitives Wahrscheinlichkeitsgefiih]l zu verlassen. Als kleiner
Beitrag zu derartigen Untersuchungen mogen die nachfolgenden
Bemerkungen aufgefaBt sein, weleche von der Anwendung der Wabr-~
‘scheinlichkeitsrechnung in der Physik ausgehen, in der gewisse
grundsitzliche Schwierigkeiten in besonders krasser Form auftreten.
Ich will eingestehen, daf gerade das Unbefriedigende der diesbe-
siiglichen Ausfibrungen in gewissen, sonst hichst beachtenswerten
neueren Werken die Entstebung dieser Studie veranlaft hat. Im
ubrigen bezweckt dieselbe sélbstverstindlich keineswegs eine allsei--
tige und endgiiltige Aufklirung des ganzen .damit zusammenhiin-

genden Komplexes philosophischer Fragen, sondern will nur eine-

Anregung zu weiteren Untersuchungen in einer bestimmten Rich-

tung geben, indem einige Leitgedanken hervorgehoben werden,.

welehe die bisher allzusebr vernachlussigte objektive 'Seite des
Wahrscheinlichkeitshegriffes ins rechte Licht setzen sollen.

II
Die Frage, welche Ereignisse in den Geltungsbereich der Wahr-

scheinlichkeitsrechnung fallen, wird wohl allgemein dahin beant-

wortet: diejenigen, deren Dintritt vom Zufall abhingt. Die Unter-
suchung dieses letsteren Begriffes ist also jedenfalls das Primire,
und wir werden uns vor allem klar zu machen suchen, wodurch
das Wesen des Zufalls gekennzeichnet ist. Damit hiingen zwei viel-

umstrittene Probleme zusammen, deren Schwierigkeit angesichts.
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der exakien mathematischen Spekulationen der theoretischen Physik
sich besonders fihlbar macht, nimlich:

1. Wie ist es moglich, daf sich der Effekt des Zufalls berech-
nen lasse, daB also zufillige Ursachen gesetemiiflige Wirkungen
haben?

2. Wie kann der Zufall entstehen, wenn alles Geschehen nur
auf regelmifige Naturgesetze zurlickzufiithren ist? oder mit ande-
ren Worten: wie konnen gesetzmifiige Ursachen eine aufillige Wir-
kung haben?

Betrachtet man in populirer Weise den Zufall als die Negation
des GesetzmiBigen, so sind diese Widerspriche gewil vollstéindig
unitherbriickbar. Ein solcher Zufallshegriff ist jedoch mit dem in der
heutigen Wissenschaft herrschenden Determinismus unvereinbar.
Meist pflegt man sich also die Sache durch die Annahme zu erkli-
ren, daB zwar zwischen der betreffenden Ursache und Wirkung ein
gesetzmiiBiger, kausaler Zusammenhang besteht, daB aber die Art
des Zusammenhanges firr uns wegen der Komplikation der Erschei-
nung nicht erkennbar ist, wodurch der Schein der Glesetzlosigkeit
entsteht. In diesem Sinne wire der Zufall als eine uns ,unbekannte
Teilursache* zu bezeichnen. Damit diirfte wohl auch Meinongs?
Anffassungsweise niher verwandt sein, als es den Anschein hat,
welcher zufolge Zufilligkeit die ,Tatsichlichkeit“ von etwas ,Nicht-
notwendigem“ bedeuten wiirde; dabei soll nimlich die negierte
Notwendigkeit entweder eine innere oder #ubere (relativ zu einem
gewissen Komplex von Objektivem) sein. Wenn man nun vom de-
terministischen Standpunkt aus Ursache und Wirkung als stets.
durch die inneren Notwendigkeitsbeziehungen der Teilereignisse
verkettet ansieht, kann von Nichtnotwendigkeit nur in relativem
Sinne die Rede sein: imsofern die Notwendigkeit suBerlich nicht
erkennbar ist, also insofern ein Teil der wirkenden Ursachen un-
bestimmt ist. Diese herkommliche Darstellungsweise, welche das
Wesen des Zufalls auf unsere Unkenntnis der wirkenden Gesetze
oder Ursachen zuriickftihrt, konnte man allenfalls noch als. Beant-
wortung der zweiten der oben angefiihrten Fragen gelten lassen,
aber es bleibt die erste Frage ungelost, wieso eine Berechnung der
Wirkung unerkennbarer Teilursachen moglich ist.. Die mannigfalti-
gen phildsophischen Analysen des Wahrscheinlichkeitshegriffes geben

) A. Meinong, Uber Moglichkeit und Wahrscheinlichkeit, Leipzig 1915.
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hiertber keinen Aufschlu. Uberhaupt handelt es sich dem Philo-
sophen dabei meist um etwas ganz anderes als dem Phy.siker. Er
richtet seine Aufmerksamkeit vor allem auf die subjektiven, psy-
chologischen Momente des Wahrscheinlichkeitsgedankens, analysiert
die erkenntnistheoretische Bedeutung desselben, untersucht, in wel-
cher Weise sich wahrscheinliche Aussagen, neben wahren und fal-
schen Aussagen, in das System der formalen Logik einordnen l.ass'en7
pflegt aber die Frage nach der Art der denselben zugrunde liegen-
den objektiven Tatsachen nicht niher zu berthren. .

Im Gegensatz hierzu interessiert sich die exakte Naturwissen-
schaft nicht fur Aussagen und nicht fiur subjektive — berechtigte
oder unberechtigte — Vermutungen?), sondern fir die. objekti.ve
oder ,mathematische* Wahrscheinlichkeit, d. i fur 'dle rﬂjlatlve
Héufigkeit des Eintretens bestimmter zufilliger Ereignisse. Sie ge-
braucht also ‘den — wie Meinong treffend bemerkt — so viel-
deutigen Begriff der Wahrscheinlichkeit in einem sehr eingeschrink-
ten Sinne, welchem jener Autor und andere Philosophen allerdings
lieber die Bezeichnung Moglichkeitsgrad beilegen dixften, welcher
aber eben erst in diesem engeren Sinne einer exakt mathematischen
Behandlung zuginglich wird. Es verhilt sich damit sholich wie
mit vielen anderen Ausdriicken, wie z B. Kraft, Arbeit, Energie,
Wirme, welche der Physiker in wesgntlich anderem Sinne ver-
steht, als dies im gewdhnlichen Leben tblich ist.

Offenbar sind also, soweit die Anwendung in der theoretischen
Physik in Betracht kommt, alle Wahrscheinlichkeitstheorien von
vornherein als ungeniigend zu betrachten, welche den Zufall als
punbekannte Teilursache“ auffassen. Die physikalische Wahrsehein-
lichkeit eines Ereignisses kann nur von den Bedingungen abhin-
gen, welche sein Zustandekommen beeinflussen, aber nicht von dem
Grade unseres Wissens.

Ich bin mir wohl bewuBt, daB dies im Gegensatz zu der allge-
mein tblichen Auffassung steht, welche eine teilweise Unkenntnis
der Ursachen als das wesentliche, hier in Betracht kommende Mo-
ment ansieht, darum sei als Beleg fir unsere Behauptung bemerks:
Die Wahrscheinlichkeitsrechnungen der kinetischen Gastheorie
whrden ihre Berechtignng auch dann behalten, wenn wir die Be-

1) Meinong (loc. cit) fithrt den Wahrscheinlichkeitsgrad aunf die Stiirke
sberechtigter Vermutungen® zuriick,
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schaffenheit der Molekile, deren Anfangslagen usw. absolut genau
kennen wirden und imstande wiiren, deren Bewegungen mathema-
tisch exakt fur alle Zeiten zu verfolgen. Sie wiren dann noch immer
zum wenigsten ein ebenso rationelles mathematisches Hilfsmittel
wie die abgelirate Multiplikation oder die Benutzung der Loga-
rithmentafeln (oder des Rechenschiebers) neben der iblichen exak-
ten Multiplikation.

Wie pflegen nun die Vertreter der herkommlichen Auffassung
die Tatsache zu erkliren, daB eine Berechnung der Wirkung unbe-
kannter Teilursachen moglich ist? Sie berufen sich auf das ,Ge-
setz der grofien Zahlen® als ein zwar nicht beweisbares, aber em-
pirisch unumstsBlich erwiesenes Prinzip. So sagtz. B. Timerding?:
n-.+-die unverbriichliche Kausalitit in allem Naturgeschehen mag
wohl aufrecht erhalten werden, sie reicht aber nicht hin, um die
Regelmibigkeit des Weltgeschehens vollstandig zu erkliren. Es ge-
hort vielmehr die Tatsache hinzu, die wir als Gesets der grofen
Znblen bezeichnen, und die bewirkt, daB die UnregelmafBigkeiten,
die sonst durch die zufilligen Ereignisse in die Welt hineingetragen
werden, in dem Gesamtergebnis wieder verschwinden.... Unser
Verstand striubt sich allerdings dagegen, ein solches Prinzip nur
deshalb anzunehmen, weil hier und dort seine Richtigkeit hezeugt
wird, vielmehr driingt er dahin, auch einen inneren Grund fiir einen
solehen Ausgleich zu finden. Ein solcher innerer Grund laft sich
aber nicht ermitteln....* Das ist wohl eine wenig erfreuliche Lo-
sung, uld man wird trachten, einen anderen Ausweg sus dem Di-
lemma zu finden. Ubrigens bemerkst beispielsweise Poincaré, dad
auch in der abstrakten Mathematik von Wahrscheinlichkeitsgesetzen
geredet werden kann, daB z. B. die Haufigkeit der Zahlen 1, 2, 3...,
an der letzten Stelle der Zahlenkolonnen einer Logarithmentafel
dem gewtholichen Wahrscheinlichkeitsgesetz gleichméglicher Fille
folgt. Wird sich der Mathematiker damit begniigen, hierin das Wal-
ten eines unbegreiflichen, rein empirischen Gesetzes der grofien

Zahlen anzuerkennen ¢

II1

Ein Fingerzeig zur Losung der Frage scheint mir darin zu lie-
gen, daB die oben erwihnten Definitionen des Zufalls als unbekann-

') H. E. Timerding, Die Analyse des Zufalls, 8. 162 {Vieweg 1915).
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ter Teilursache!) und dergl. zweifellos viel zu weit sind. Als Le-
verrier bemerkte, daB die Bewegung des Uranus nicht genau
mit der Vorausberechnung ibereinstimme, sagte er nicht: das ist
Zufalll — Wir haben keine Ahnung, wann eine magnetische Sti-
rung stattinden wird, halten aber das Eintreten derselben doch durch-
aus nicht fir eine Sache des Zufalls.

Es fehlt in diesen Beispielen ein ganz wesentliches Merkmal
desjenigen, was man im_ gewdohnlichen Leben oder in unserer Wis-
senschaft als Zufall bezeichnet, und zwar lift sich dieses kurz in
die Worte fassen: hicine Ursache — grofle Wirkung. Ein minimaler
Untersehied im Ingangsetzen der Roulette — Gewinn oder Verlust
einer Unsumme Geldes. Poincaré, welcher hierauf nachdriicklich
hingewiesen hat, gibt zwar noch zwei Alternativmerkmale des Zu-
falls an?): Kompliziertheit vieler mitwirkender Ursachen oder ge-
genseitige Einwirkung zweier fur gewohnlich zu unabhéingigen Ge-
bieten gehtriger Vorginge, ‘doch glaube ich, daB stimtliche dazu
gehorigen Fille sich bei genaner Analyse ebenfalls unter jenen Ge-
sichtspunkt einordnen lassen.

Besonders charakteristisch tritt jenes Merkmal in allen Fillen
auf, wo es sich um einen Zustand labilen Gleichgewichts handelt.
Denken wir uns einen ,idealen* Wirfel auf eine Ecke gestellt, so
ist die kleinste Verschiebung des Sehwerpunktes aus der Vertikalen
schon -dafiir entscheidend, auf welche der drei unten zusammen-
stoBenden Flachen der Wirfel zu liegen kommen wird. Welche
Zahl slso obenauf erscheinen wird, das, so sagt map, hingt vom
Zufall ab. Mathematisch ausgedriickt: die Wirkung y (obenauf er-
scheinende Zahl) héingt von der Ursache # (Lage des Schwerpunktes)
derart ab, dal die Funktion y = f() in dem betreffenden Gleich-
gewichtswerte , eine Unstetigkeit aufweist. Nebstbei bemerkt, sotat
sich die Ursache in diesem Falle eigentlich aus zwei Variabeln
zusammen: wenn man sich den Schwerpunkt O und die drei in der
unteren Ecke E zusammenstofenden Kanten auf die Horizontalehene
projiziert, so-sieht man, daf die Entfernung = OF in der so erbal-

1y Gzuber (Wahrscheinlichkeitsrechnung, . 8) sagt. ,unbekannte und
wechselnde Umstinde*. Es ist wohl nicht recht klar, was mit ,wechselnd” ge-
‘meint ist und wie der Wechsel zn erkemnen ist, wenn der Umstand selber
unbekannt ist. Vielleicht ist das aber ein instinktives Herausfithlen der Kriterien,.
die wir spiiter besprechen werden.

%) H. Poincaré, Caleul des Probabilités, Paris 1912, Introduction.
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tenen Projektion fir die Geschwindigkeit mafigebend ist, mit wel-
cher das Umfallen erfolgt; die durch einen Winkel # definierbare
Richtung des Vektors OF in bezug auf die drei Kantenlinien for
die Zahl, welche obenauf erscheinen wird. Nun entzieht sich aber
ein derartiger Zufall jeder apriorischen Berechnung und kann auch
niemals die Grundlage zur Anwendung der Wahrscheinlichkeits-
rechnung bilden. Denn solange man die bestimmenden Ursachen
{(Richtung und GroBe des Vektors OF) nicht mit gentigender Ge-
nauigkeit kennt, 186t sich beziiglich des Effektes tiberhaupt gar nichts
voraussagen. Kennt man sie aber, so ist die Wirkung mit Gewil-
heit vorauszusehen, und es bleibt kein Raum fir Wahrscheinlich-
keit tibrig. )

Als Beispiel eines unberechenbaren Zufalls sei noch ein anderer
Fall angefihrt: wenn ein Artillerist mit einem mathematisch exaks
schiefenden Geeschiitz nach einem Ziel schieft, dessen Entfernung
ibm unbekannt ist. Es fehlt ihm die Kenntnis einer der Variabeln,
von denen die richtige Elevation abhéingt, und es wire ein blinder
Zufall, wenn er einen Treffer erzielen wiirde. Von irgend einer
Vorausberechnung, von einer Wahrscheinlichkeit in unserem Sinne,
kann da gar nicht die Rede sein, solange uns die Psychologie jenes
Artilleristen nicht niher bekannt ist. Sobald wir aber wissen, daf
derselbe eine gewisse Methode systematischen Einschiefens anwen-
det, oder sobald gewisse mechanische Hilfsmittel von spiter zu be-
sprechender Art (z. B, Rotation des Geschiitzrohres um die. Lager-
achse) mitspielen, wird die Aufgabe eine ganz definierte, und lafit
sich (mit Riucksicht auf die Grofe des Zieles und seine Entfernung
usw.) eine bestimmte Treffwahrscheinlichkeit angeben.

Der einer Wahrscheinlichkeitsherechnung entsprechende — viel-
leicht darf man sagen: der ,geregelte“ Zufall zeichnet sich also vor
dem Zufall in weiterem Sinne durch ein wesentliches Charakteri-
stikum aus: eine gewisse Regelmdfigkeit der Wirkung bei oftmaliger
‘Wiederholung des Vorganges, unabhiingig von der speziellen Art der
Ursache. .

Lift man den vorher besprochenen Wiirfel aus der Hohe eines
Meters auf eine ideal ebene (unvollkommen elastische) Unterlage
fallen, so 4ndert sich jemer Vorgang in wesentlicher Weise. Der
‘Wirfel prallt ab, steigt empor und wiederholt diese Bewegungen
mehrmals mit abnehmender Amplitude und unter Annahme schein-
par unregelmiliger Rotationshewegungen, bis er auf irgend einer
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seiner sechs Seiten liegen bleibt. Auf welche er schliefilich zu liegen
kommt, muB nattrlich von der Art der anfinglichen Abweichung
aus der axial-lotrechten Stellung abhéingen, aber die IFunktion
y=/f(r,t), welche diese Abhingigkeit ausdrtickt, wird so beschaf-
fen sein, daB bei kontinuierlicher Variation der zwei die Anfangs-
lage definierenden Variabeln #, ¢ in auferst raschem Wechsel Ge-
biete durchschritten werden, weleche allen moglichen Endlagen ent-
sprechen, derart, daB bereits innerhalb eines suflerst kleinen Varia-
bilititsbereiches ¥ der Achsenstellung (in bezug auf die Lotrechte)
die den Zahlen 1—6 zugehorigen Bereiche ungefiihr flichengleich
werden. Die GroBe V konnte man vielleicht mit dem Namen Aus-:
gleichsgebiet belegen. Wirde man nun versachen, den Wirfel vor
dem Fallenlassen durch menschliche Hilfsmittel in irgend einer
Weise zu orientieren, so ist klar, daB dabei gewisse Einstellungs-
fehler trotz groBter Sorgfalt unvermeidlich sind. Den Bereich dieser
unvermeidlichen Fehler wollen wir als Schwankungshereich () be-
zeichnen, und man darf wohl annehmen, daf die Verteilungsfunktion
¢ (v, §), welche die relative Hiufigkeit jener Fehler bei unzithliger-
Wiederholung der Versuche darstellt, einen regelméfigen ,analyti-
schen® Charakter besitze. Ist daher das durch die Art der zwangs-
luufigen Funktion f(r, 6) bestimmte Aunsgleichsgebiet 7 klein im
Vergleich zum individuellen Schwankungsbereich (), so ist leicht.
einzusehen, daB schlieBlich fir alle Zahlen 1—6 eine gleiche Wahr-
scheinlichkeit resultieren muf, unabhiingig von der speziellen Art.
der beabsichtigten Einstellung und von der individuellen Variations-
funktion ¢ (r,6). Das Einzelereignis ist also nicht vorauszusehen,
wohl aber die Gesamtverteilung der Ereignisse bei fortgesetater Wie-
derholung. In einem solchen Falle waltet der Zufall in gesetzmiifii-
ger Weise. :

Einfacher als der ohige Fall ist das Beispiel der Roulette, an
welehem Poincaré analoge Betrachtungen anstellt, oder das Bei-
spiel der einem Schiitzen als Ziel dienenden rotierenden Sekioren-
scheibe. Ob derselbe einen schwarzen oder weillen Sektor treffen
wird, hangt vom Zeitpunkt ab, wann das (feststehende) Gewehr ab-
gedriickt wird. Man kann aber jmmer die Scheibe in so rasche
Rotation versetzen, dafl die Treffsicherheit des Schlitzen ausgeschaltet
wird. Mag er sich in einem belisbigen Moment entschliefien, loszu-
dritcken, jedenfalls vergeht vom Entschluf bis zur Tat noch eine
unbestimmte, in gewissen Grenzen variable Zeit, so daf die Wahr-
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scheinlichkeit, daB der SchuB gerade zur Zeit ¢ losgeht, durch eine
(im Schwankungsbereich von ¢ bis 4 von Null merklich ver-

schiedene) Funktion ¢(f) dargestellt wird, von der anzunehmen ist,
daB sie keine singuliren Eigenschaften, wie Unstetigkeiten, aufer-

ordentlich viele Maxima und Minima und dergl, aufweist, deren

Form aber sonst gleichgtltig ist. Entfallen also auf den Schwan-

kangsbereich r der Zeit geniigend viele Rotationen der Scheibe, so

verschwindet der Einflu der individuellen Form der Verteilungs-

funktion ¢ (f), die Wahrscheinlichkeit, einen weifien oder schwarzen

Selctor zu treffen, hingt dann nur vom relativen Flacheninhalt der-

selben ab. Man pflegt dann von jener Wahrscheinlichkeit schlecht-

hin zu reden, ohne Ricksicht auf die Funktion ¢, aber stillschwei- |
gend macht man doch betreffs ¢ die vorher erwiihnten Annahmen.

Jene Wahrscheinlichkeitsiiberlegung wiirde beispielsweise ganz ge-

genstandslos werden, falls das Gewehr mit der Sektorenscheibe

mittels eines elektrischen Kontaktes in passender Weise verhun-

den wire.

In letzter Linie basiert die ganze Argumentation offenbar auf
der Tatsache, daf jede (differenzierbare) Funktion sich im Bereich
gentigend kleiner Veréinderungen der unsbhiingigen Variabeln an-
genithert proportional mit denselben indert, und sie 1i6t sich durch
eine einfache geometrische Analogie illustrieren: wenn man aunf
Papier, das in schmale, gleichbreite, alternierend weifle und schwarze
Flichenstreifen zerlegt ist, aus freier Hand eine beliehige (aber
nicht zu kleine und nicht zu unregelmifige) geschlossene Kurve
zieht, so wird der von derselben ausgeschnittene ,weiBe4 und

- pSchwarze® Flicheninhalt sehr nahe gleich grof sein, ohne Riick-

sicht auf die Art jener Kurve. Letstere entspricht dem, was wir
individuellen Schwankungsbereich genannt haben, wihrend die Zer-
legung des Papiers in Flichenstreifen durch die Art der zwangs-
lanfigen Kausalrelation y == f(z) bestimmt ist.

Somit sehen wir, wie fir die Wirkung des Zufalls ein bestimm-
tes Gesetz resultieren kann, ohne Riicksicht auf die spezielle Form
jener unbekannten, primiren Verteilungsfunktion ¢, womit der erste
der im II. Abschnitte hervorgehobenen Widerspritche seine Auf-
klirung findet. Allerdings muf man zugestehen, daB unsere Uber-
legungen das eigentliche Wesen des Zufalls noch nicht erschopfend
darstellen, denn sie beruhen ja auf der Annahme einer Verteilungs-
funktion ¢ fiir die zufilligen Schwankungen der Ursache, von der
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tberdies eine gewisse Eigenschaft (ein yregelmifiger Verlauf“)

vorausgesetzt wird. Dieser Umstand findet seinen Ausdruck in -

einer ibrigens ganz zutreffenden Aussage, mit welcher sich
Mathematiker 1) tber diese Fragen hinwegzusetzen lieben: Aufgabe
der Wahrscheinlichkeitsrechnung ist nieht Hrklirung der Wahr-
scheinlichkeit eines Ereignisses, sondern die Ermittelung derselben
auf Grundlage einer anderen Wahrscheinlichkeit, nimlich der als
bekannt angenommenen Wahrscheinlichkeit eines einfacheren, das-
gelbe verursachenden (oder dadurch bewirkten) Vorganges.

v

Fassen wir das bisher Glesagte in verallgemeinerter Form zu-
sommen: Man nennt Zufall eine spezielle Art von Kausalrelationen.
Man sagt nimlich gewohnlich, dab ein Ereignis y vom Zufall ab-
hiingt, wenn es eine solche Funktion einer verinderlichen (eventl.
auch ihrem Werte nach unbekannten oder absichtlich ignorierten)

Ursache oder Teilbedingung = ist, daB sein Eintreten oder Nicht-

eintreten von eciner sehr kleinen Anderung des x abhingt (,klein®
im Verhiltnis zum Schwankungsbereich des z). Dieser populire
Zufalishegriff eignet sich jedoch nicht als Grundlage eines exakt
definierbaren Wahrscheinlichkeitsbegrifies. Von einem die Grofe
betreffenden mathematischen Wahrscheinlichkeitsgesetz W (y) kann
man erst dann sprechen, wenn die Kausalrelation y = f(x), aufer
der erwibnten Eigenschaft noch eine spezielle besitat: namlich
wenn die Verteilung der y, wenigstens innerhalb gewisser Grenzen,

unabhangig ist von der Art der Verteilungsfunktion ¢ (2), welche

die relative Haufigkeit der 2 bestimmt (vorausgesetzt, def die Funk-
tion ¢ («) einen ,regelmiBigen¢ Verlauf habe).

Tine hierzu hinreichende mathematische Bedingung 118t sich fir
den Tall einer einzigen unabhingigen Variabeln leicht aufutellen,
wenn man die frither dargelegten Beispiele ins Auge fafit. Es gentgt
ntmlich, daB die Funktion y = /(%) einen derartigen p0szillieren-
den® Charakter habe, daB: ‘

1. fir jeden z,-Wert in dem Schwankungshereich (2 ein solches,
im Verhtltnis zu () #uBerst kleines Az angebbar ist, daf die
Funktion y == f(#)=f (#, 4 ¢ Az) stmtliche .y-Werte (innerhalb

1) Siche z. B. E. Borel, Le Hasard, Paxis, Alean, 1814, p. 1B,
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gewisser Grenzen) durchliuft, sobald die Variable ¢ die Werte von
0 bis 1 durchliuft;

2. daB der Bruchteil des e-Gebietes, welcher einem gewissen
Gebiet von y-Werten entspricht, fur alle innerhalb (O gelegenen
-&,-Punkte (annsthernd) gleich grof ist.

Fir jedes x gibt es also einen kleinsten Bereich Az, welchem
ine Variation uber alle Werte y entspricht, und die Grofe dessel-
ben definiert gewissermaen die Struktur der Kausalfunktion fix):
Jje pfeinkorniger® dieselbe ist, d. h. je kleiner jene Aw sind, desto
geringer sind die Anforderungen, welche man betreffs der ,Regel-
mibigkeit* der primiren Verteilungsfunktion ¢ (x) stellen muB, um
ein von der Art derselben unabhingiges Resultat fir die Vertei-
lung Wi{y) zu erhalten. Natiirlich ist dabei umgekehrt ein jeder
f:/-Wert durch eine Menge verschiedener s realisierbar, d. h. die
inverse Funktion ist in hohem Grade vieldeutig; die gleiche Wir-
kung kann durch sehr verschiedene ursichliche Konstellationen her-
vorgebracht werden — ebenfalls ein sehr charakteristischer Zug
Jjever Kausalrelationen, welehe die Entstebung von Wahrscheinlich-
keitsgesetzen veranlassen.

Spezielle Beispiele derartiger funktionaler Zusammenhinge sind
leicht zu geben, z. B.:

y == sin (i)

Betzen wir voraus, daB « auferst klein ist im Vergleich zum
Schwankungsbereich der ,Ursache’ x, so wird auch AJ:’—:‘),m
sehr klein, und es resultiert fur die ,Wirkung* y eine von der
Wahrscheinlichkeit der 2 weitgehend unabhsingige Haufigkeitsver-
teilung: - -

ey s 1 1

W{yidy = o ﬁf:;; dy.

Noch einfacher ist der frither Detrachtete Fall der rotierenden
Scheibe. Hierbei nehmen wir als # die Zeit ¢ au, zn welcher der
SchuB losgeht, als y die Winkeldistanz § des Treffpunktes in der
Scheibenebene (vou einem bestimmten Radius derselben ab gerech-
net). Es ist also:

0 =ct — 2nm,
wobei die Winkelgeschwindigkeit ¢ eine sehr groBe Zahl sein soll
un_d n immer so gew#hlt wird, daB § zwischen 0 und 27 gelegen
sei. Der Bereich A ist also offenbar in diesem Talle gleich
M. Smoluchowski. 1L 7
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Az =2xfc, und es werden alle Winkel 4 gleich‘wahrseheiulich
sein, wenn diese Grobe klein ist im Vergleich mit dem Schwan-
kungsbereich der Ursache. o .

Es gibt jedoch auBerdem noch zahlreleh.e, der matl.lematlsc.hen.
Analyse nicht so leicht zugiingliche Fille, in dener_l rein physika-
lische Vorrichtungen die Unabhingigkeit des resultierenden .Wahr--
scheinlichkeitsgesetzes von der Art und Ursache' der primiven
Schwankungen mit beliebiger Anntherung Ifer?orbrlngen. I.Xls typi-
gche derartige Fulle seien nachstehende Beispiele etwag eingehen-
der besprochen: _ '

1. Das Galtonsche Brett. Es besteht aus einem genelgt
anfgesteliten Brett, in welches eine grofle Al.lzahl von Stiften, in
regelmafigen Horizontalreihen angeordnet, emgesc?;\lagen wurden
und zwar ist die Anordnung derselben eine alternierende, so.daﬁ-
die Stifte jeder Reihe den Offoungen der beiden benachbarten Reihen
entsprechen. Werden nun von einem gegebenen Punl-{t aus .Kugel?
von passender Grofie (so daff ibr Durchmesser wenig kleiner sei
als der freie Abstand zwischen zwei benachbarten Stiften) iber da.s.
Brett rollen gelassen, so werden sie infolge der Zusam.menstiiﬁe mit
jenen Stiften aus ihrer Bahn in unregelmuBiger Weise al.)gelt_ankt
and sammeln sich sehlieBlich nach Passierung stmtlicher Stiftreihen
in den am unteren Brettrande angebrachten Behultern an, so daB
die Hohe, zu der sie in denselben reichen, direkt als Mafl de{r Wa.hr-
scheinlichkeit der betreffenden Lage dienen kaon. Es zeigt sich,
daB sie sich daselbst gem#B dem GauBschen Fehlergeseta:

. Y= A e o>

anordnen, so daB die meisten sich in der Fallinie des Ausgangs- -

punktes ansammeln, withrend ihre Zah] nach beide.n Seiten zu nafzh
MaBgzbe der bekannten Glockenlcurve abnimmt. Dieses Res:ultaf, ist
matbematisch leicht erklirlich, sobald man annimmt, daf eine :]ede
Kugel nach dem Austritt aus der Offnung zw.isch‘eu zwel Stift'exl
gleiche Wahrscheinlichkeit dafir bietet, daB sie die niichste §t1fc~
reihe zur Rechten oder zur Linken des darunterstehenden Stxfte‘s
passieren werde. Erfulgt nimlich dieser Vorgang ganz zufall'ig, m}t
gleicher Wahrscheinlichkeit fiir rechts und links, so luBt sich Ehe
Wabrscheinlichkeit, daB die Kugel beim Passieren der mten Stift-
reibe eine dem n-fachen Nagelabstand gleiche seitliche Entfernung
aus der Mittellinie besitze, nach dem bekannten Berno ulli’schen
Satze zu
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bestimmen, was fiir groBe Werte der Zahl m angenihert in die
vorerwihnte Formel ibergebt. Es wird also die komplizierte Ge-
samterscheinung auf einfache Elementarvorginge zuriickgefithrt,
aber es bleibt noch aufzukliren, wieso letztere als ganz zufillig
angesehen werden konnen. obwohl eigentlich die Anfangslage und
Anfangsgeschwindigkeit der Kugel die weitere Bewegung derselben
eindeutig bestimmen sollte.

Um unkontrollierbare Nebenumstinde moglichst auszuschalten,
idealisieren wir das Beispiel durch Voraussetzung vollstindiger Glatt-
heit der schiefen Ebene, exakter Anordnung der Stifre, exakter Ku-
gelgestalt der Kiigelchen und nehmen ferner an, der Kugeldurchmes-
ser sei fast genan gleich dem freien Ahstand der Stifte; die Stofe der
Kugeln an letsteren migen unelastisch verlaufen. Offenbar ist dann
die nach Austritt der Kugel zwischen zwei Stiften spurenweise
ibrig bleibende Horizontalkomponente der Geschwindigkeit allein
mafigebend dafiir, ob der niehste Stift auf der rechten vder linken
Seite getroffen wird, ob also die Kugel denselben auf der einen
oder anderen Seite passieren wird. Jene Horizontalkomponente ist
aber das Resultat vielfacher Reflexionen der Kugel zwischen jenen
zwei Stiften und ist durch die Lage der Zentriliie beim ersten
Btaf zu der betreffenden Stiftreihe eindeutig bestimmt. Eine ganz
minimale Lageninderung dieser Zentrilinie geniigt, um zu bewirken,
dab die Richtung jener Horizontalkomponente umgekehrt wird; bei
weiterer #uferst geringer Lagentinderung wird dieselbe wieder un~
gekehrt usw.

Wir erkennen im Obigen die wesentlichen Zige des ,geregel-
ten® Zufalls: 1.  Kleine Ursache, groie Wirkung®; 2. den oszillie-
renden Charakter der Kausalrelation, welcher sich ungenau, aber
bezeichnend auch durch die Worte ausdriicken 1iBt ,Verschiedene
Ursachen, gleiche Wirkungen®; 3. die anunihernd gleichméflige Ver-
teilung der Chancen der Elementarereignisse. Im Greuzfulle, wenn der
Kugeldurchmesser genau gleich dem freien Abstand der Stifte ist, ver-
liert die Funktion, welche den Zusammenhang zwischen Anfangskon-
stellation und Endlage der Kugel darstellt, den analytischen Charak-
ter. Die Chancen fiir eine positive und negative Verschiebung wer-
den bei jedem Stol genau gleich groB, und es wird sich die Gaufsche

7%
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Glockenkurve herstellen, ganz unabhungig davon, wie klein auch die

Schwanlkung der Anfangskonstellation der Kugeln sei (vorausgesetzt,l

sie ist nicht genau gleich Null). Wir erhalten ein Modell eines sozu-
sagen ideal zufiilligen Vorganges. ’

Dieser Vorgang bildet, nebstbei bemerkt, eine treffliche Illustra-
tion einer ganzen Klasse physikalischer Erscheinungen, welche wir
im allgemeinen als Diffusion und Wirmeleitung zu bezeichnen pfle-
gen. Ohne an dieser Stelle in Kinzelheiten einzugehen, erwihnen
wir beispielsweise, dab die seitlichen Verschiebungen, welche die
Kugel beim Hindurchrollen durch die aufeinanderfolgenden Stift-
reihen erfuhrt, genau mit den der sogen. Brown schen Molekular-
bewegung entsprechenden Verschiebungen tibereinstimmen. Und
wiirden wir diese Versuche dadurch modifizieren, daf wir ein be-
grenztes Galton sehes Brett verwenden, dessen Seitenausdehnung
durch zwei in der PFallinie verlaufende Leisten begrenzt ist, und
daB wir aus allen Offnungen der obersten Stiftreihe auf der rechten
Halfte des Brettes schwarze, auf der linken Halfte weiBe Kugeln
austreten lassen, so wirde deren allmihliche Vermischung beim
Passieren der Stiftreihen genau der Diffusion zweier Gtase in den
bekannten Versuchen Loschmidts entsprechen. Besitat das be-
grenzte Galton'sche Brett eine hinreichende L#nge, so mufh
eine homogene Endverteilung resultieren.

IL Ein in mathematischer Hinsicht komplizierteres, aber phy-
sikalisch noch einfacheres Beispiel ist das folgende: Denken wir
ung eip unregelmifig, aber im tbrigen beliebig geformtes Gefuf
mit vollkommen reflektierenden Winden, in welches wir durch ein
sohr kleines, in einer Wand angebrachtes Lock ein elastisches Kii-
gelchen (am besten ein Grasmolekiil) hineinschleudern, und iiberle-
gen wir, wann das Ktigelchen wieder durch jenes Loch aus dem
Gofsb austreten durfte. Sofern die Offnung imi Verhultnis zur gan-
zen Wandfliche gentigend klein ist, wird die Kugel im allgemeinen
infolge der vielfachen Reflexionen einen suberst komplizierten Zick-
zackweg zurticklegen miissen, bis sie die Austrittsstelle erreicht,
und es ist klar, daB eine ganz minimale Anderung der Anfangs-
richtung noch lingere Zeit eine sehr erhebliche Anderung der Bahn
und damit auch eine bedeutende Anderung der Austrittszeit her-
vorrufen muB. Ebenso begreift man, dab dieselbe Austrittszeit mit-
tels sehr verschiedener Anfangskonstellationen zu erreichen ist —
man braucht hierzu nur verschiedene Austrittsbahnen riickwiirts zu
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verfolgen. Es scheint also die Moglichkeit einer Wahrseheinlich-
keitsherechnung gegeben zu sein. Allerdings ist eine exakte mathe-
matische Analyse wohl noch nicht durchgefihrt worden, aber phy-
sikalische Uberlegungen aus dem Gebiete der kinetischen Gastheorie,
wie auch der Strahlungstheorie, wo dasselbe Problem in anderer
Form zur Sprache kommi, machen es plausibel, dafl lei ganz be~
liebiger Verteilung der Anfangsrichtungen im Laufe der Zeit eine
Ausgleichung der Wahrscheinlichkeit stattfindet, so zwar, daf dann
jedes Volumelement jenes Hohlraumes fir die Kugel einen gleich
wahrscheinlichen Aufenthaltsort bildet, daf sie sich in irgend einer
Richtung gleich wahrscheinlich bewegt und daB sie durchsechnittlich
auf jedes Flichenelement der Gefillwand gleich hiufig aufirifft.
Wird die Geschwindigkeit der Kugel mit ¢, das Volumen des Ge-
faBes mit ¥. und der Querschnitt der freien Offnung mit w be-
zeichnet, so 1Bt sich nach Analogie mit gastheoretischen Rechnun-
* gen leicht nachweisen, dal die Wahrscheinlichkeit dafur, daf der
Austritt der Kugel wihrend des Zeitraumes t erfolge, betriigt:

weT,
4y
also ist die durchschnittlich bis zum Austritt der Kugel aus dem
GefuBl verflieBende Zeit: ' ) ’
r=2"
we
In noch weit hiherem Grad kommen ibrigens die charakteri-
stischen Ziige des (geregelten) Zufalls zur Geltung, weunn es sich
um die Bewegung einer Schar von Kugeln bandelt, welche in ein
geschlossenes Gefifl eingesetzt werden, da dann die gegenseitigen
Zusammenstoffe derselben vor allem die Wirkung haben, den ur-
spriinglich vorhandenen Bewegungszustand in unregelmafiger Weise
zu storen. Hs ist das ein Spezialfall der von Boltzmann als all-
gemeine Eigenschaft molekularer Systeme erkannten Tendenz zur
molekularen Unordnung, auf welcher die kinetische Erklirung des
«Entropiesatzes beruht.

W=

VY
Die Uberlegungen, durch die wir im Abschnitt IIT und IV das
Wesen des Zufalls zu charakterisieren und die GresetzmaBigkeit seiner
Wirkungen zu erkldren suchten, scheinen mir, wie bereits vorher
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angedeutet wurde, in zweifacher Hinsicht nicht ganz befriedigend
- Slbim]'ﬂs wurde angenommen, dab die Ursach_e z ein Wahr-
scheinlichkeitsgesetz ¢ () befolgt, also wurde dieser Begriff als
etwas Primiires vorausgesetzt. Gegenstand der Erklirung war nur
die Unversnderlichkeit des Wahrscheinlichkeitsgesetzes fur die re-
sultierende Wirkung. ' .

9, Es wurden gewisse Iligenschaften der Funktion ¢ (x) voraus-
gesetzt, welche wir als ,Regelmabigkeit* bezeichnet habfau.

Diese Bemerkungen machen uns vor allem auf einen mehr
formalen Mangel unserer Darstellung aufmerksan. VV'as bedeu_tet es
namlick, wenn wir sagen, daf die Wahrscheinlichkeit des Em.trea
tens des x (Handbewegung beim Ingangsetzen der Roulette, Orien-
tierang des fallengelassenen- Wrfels, der Kugel auf dgm Galton-
schen Brett durch eine regelmibige Verteilungsfunktion ¢ (x) be-
stimmi ist? Handelt es sich um ein x, welches wir nicht auf noch
frithere Ursachen zuriickfuhren konnen, so wire das Gesetz ¢ («)
pur empirisch erkennbar. Unmittelbar gegeben sind aber nur di.s-
krete Einzelfille, und erst durch Abstraktion auf Grund. unzihlig
vieler Spezialfille kommt man dazu, auf dercn Glrun(.l die Héiuﬁg—
keitsfunktion ¢ (#) zu formulieren, von welcher die Eigenschaft (2)
vorausgesetzt wird. Es wire also weit rationeller, den Umweg .liber
die abstrakte Verteilungsfunktion ¢ (2} zu vermeiden und él!‘ekt
nur eine gewisse Menge von Einzelfallen in Betracht zu ziehen.
Versuchen wir also anstatt der hervorgehobenen Stelle des IV. Ab-
schuittes folgenden Satz zu setzen: Von einer mathematisehen
Wahrscheinlichkeit kann nur dann die Rede sein, falls die den
kausalen Zusammenhang zwischen zufalliger?) Ursache @ und Wir-
kang y darstellende Funktion y = f (@) derart beschaffen ist, dali
einer beliehig verteilten Menge von 2z-Werten immer annahc?rnd
eine und dieselbe Verteilung der zugehsrigen y-Werte entspricht.
Dabei soll das Wortchen ,annshernd* ausdriicken, dufl exakte
Tdentitit der y-Verteilungen nur bei unendlich zahireichen Einzel-
fullen (Mengen) zu erwarten ist. .

Am Kklarsten iibersieht man diese Verhultnisse bei der rotieren-
den Scheibe: im allgemeinen wird dieselbe von den Treffpunkten
ungefibr gleichformig uberdeckt sein, falls eine gentigende Anzahl

1), Zufsllig® in dem vorher definierten Sinne.
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~von Schiissen in beliebigen Zeitintervallen abgegeben wird, und
-die Verteilung der Trefferdichte auf der Scheibe wird verhaltnis-
mafig desto gleichformiger sein, je grtBer die Anzahl der Schiisse.
Nun sind aber offenbar auch ganz abweichende Ergebnisse moglich.
Waren z. B. alle Zeitintervalle gleich und mit der Umlaufszeit der
Scheibe kommensurabel, so wirden sich alle Treffpupkte auf ge-
wisse Stellen konzentrieren, wihrend der Rest der’ Scheibe leer
bleiben wiirde. Das wire ein entscheidender Einwand gegen die
Anwendbarkeit der in Rede stehenden Formulierung unseres Sa
tzes, wenn uns nicht die Erwigung zu Hilfe kime, daf derlei ab-
weichende Anordnungen nur gewisse ,singulire Ausnahmefille
‘bilden, deren Hiufigkeit im Verhaltnis zu allen moglichen Anord-
aungen offenbar verschwindend klein ist. In der Mengenlehre be-
weist man bekanutlich, dall es — popular ausgedriickt — unend-
lichmal so viele irrationale Zahlen gibt als ganze Zahlen, und in
-analoger Weise sieht man ein, daB unter allen moglichen Intervall-
lingen diejenigen, welche mit der vorgegebenen Umlaufszeit kom-
mensurabel sind, nur einen unendlich kleinen Bruchteil bilden.
Werden also aufs Geratewohl verschiedene Intervallingen gewahlt,
so ist es unendlich wenig “wahrscheinlich, daB man gerade solche
treffen werde, welche mit der vorgegebenen exakt kommensurahel
sind. ‘Somit wird ,im allgemeinen® eine annshernd gleichfirmige
Uberdeckung der Scheibe resultieren.

Analoges gilt auch in anderen Fillen. Hat z. B. das im Ab-
schnitt IV (2) erwihnte GefiB die Gestalt eines ,mathematischen
Wirfels“, so ist leicht einzusehen, dafl die hineingeschleuderte Kugel
sich trotz beliebig vieler Reflexionen nur in einer von acht be
stimmten Richtungen bewegen kann. Es gentigt aber eine beliebig
kleine Abweichung der Neigungswinkel der Wande, um diese An-
ordnung nach entsprechend langer Zeit zum Verschwinden zu brin-
gen und similiche Riehtungen des Raumes fur die Bewegung der
Kugel gleich wahrscheinlich zu machen. Falls also nicht ein speziell
»ad hoc* mathematisch genau konstruiertes Gefafl ausgesucht wird,

.50 mitissen innerhalb einer Schar derartiger Kugeln die Reflexionen

derselben an den Gefillwinden (auflerdem auch die gegenseitigen

Zusammenstofie) eine Gléichverteilung der Bewegungsrichtungen im

Raume hervorbringen.
Bis in alle Einzelheiten lassen sich diese Verhiltnisse in einem

#hnlichen, aber zweidimensionalen Beispiele tibersehen, in welchem
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die mit den Reflexionen an den Wanden verbundenen Diskontinui~
tiiten vermieden werden sollen. Stellen wir uns einen Punkt vor,
welchen wir unter Einflub willkiirlich gewahlter, voneinander un-
abhingiger elastischer Krifte X, ¥’ eine zusammengesetzte Schwin-
gungshewegung:

=bsin Bt

ausfuhren lassen, wie dies beispielsweise bei der Darstellung der:
Lissajousschen Figuren in der Akustik geschieht. Wiirde es ge-
lingen, die betreffenden elastischen Systeme (Stimmgabeln) derart
abzugleichen, daf die beiden Schwingungszahlen miteinander kom-
mensurabel werden, so wirde der betreffende Punkt nur eine ge-
schlossene Kurve in periodiseher Weise zuricklegen, chne die:
brigen Teile der Fliche des Rechteckes al zu durchstreichen.
Kommt aber hierbei mathematische Genauigkeit in Betracht, so-
wiirde dies offenbar einen ganz ausnahmsweisen Spesialfall bilden,
welchen wir mit menschlichen Hilfsmitteln nie zu erreichen hoffen
konnen, da es unendlich wahrscheinlicher ist, dafB sich ein irratio-
nales Verhilltnis der Schwingungszahlen einstellt. Im allgemeinen
entsteht also eine ungeschlossene Kurve, welche jedem innerbalb
des Rechteckes a b gelegenen Punkte beliebig nahe kommt, und
zwar findet man leicht, daB die relative Huufigkeit (gleich der re-
lativen Zeitdauer), mit welcher der schwingende Punkt in einem
gewissen, an der Stelle , y ‘gelegenen Flichenelement angetroffen.
wird, gegeben ist durch:

r=asin al,

,1/; dx dy,
nnd zwar ist dieses Wahrscheinlichkeitsgesetz, wie wir sehen, von
der Art der Festsetzung der Schwingungszahlen (bzw. der Krifte-
X, Y) im allgemeinen ganz unabhingig. Bemerkt sei dazu noch,
daf durch die obigen Schwingungsgleichungen zu jedem Punkt der-
durchlaufenen Fliche eine (bzw.zwei) Fortschreitungsrichtung undeine:
gewisse Bewegungsgeschwindigkeit zugeordnet ist. Falls nun anstat
eines einzigen, vom Nullpunkt ausgehenden Punktes eine ganze
Schar derartiger, aber anfangs willkiirlich tber jene Fliche ver-
teilter Punkte gemif jenen Formeln in Bewegung gesetst wird, so-
ergeben ganz analoge Uberlegungen wie vorber, daB im allgemeinen

Wi, y)dody = 2. —

1
il e 7

nach entsprechend langer Zeit die Spuren der ursprilnglichen An-

ordoung der Punkte verschwinden, und eine von der Art derselbemn
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unabhiingige Verteilung nach MaBgabe des eben angeftibrten Wahr-
scheinlichkeitsgesetzes resultiert.

In ahnlicher Weise ist leicht einzusehen, dali andaverndes Durch-
rilhren zweier in einem Gef4B anfinglich gesonderter Farbstofflis-
sungen im aligemeinen eine homogene Mischung hewirkt, daf eine
Schar von Gasmolekiilen, welche in einem geschlossenen Raume
urspriinglich beliebig angeordnet wurdeu, sich im allgemeinen im
Laufe der Zeit iiber denselben ohne Ricksicht anf die anfingliche
Anordnung so verteilt, als ob ihre Lagen ganz zufallig (mit gleicher
Wahrscheinlichkeit fiir alle Volumelemente) waren. Dies rechtfertigt
eben die Benitzung der iblichen Methoden der kinetischen Gas-
theorie zur Berechnung soleher GrofBen, in denen die Durchschnitts-
wirkung einer groflen Molekulzahl zum Vorschein kommt.

In allen derartigen Fillen sind singulire Ausnashmefille theore-
tisch moglich, kommen aber wegen ihrer verschwindend geringen
Wahrscheinlichkeit praktisch nicht in Betracht. Wenn wir aber.
um diesbeziiglichen Einwanden zu begegnen, deren Muglichkeit in
der Formulierung unseres vorherigen Satzes bericksichtigen, so
miissen wir in demselben das Wortchen ,immer* durch den Aus-
druck ,im allgemeinen — d. h. mit Auspahme prozeutuell ver-
schwindend wenig zahlreicher Ausnahmefille — ersetzeu.

Vielleicht ist aber folgende, etwas prizisere Form vorzuzieben:
Fur eine Wirkung gy, welche von der unvollstindig bestimmten
Ursache x abhiingt, besteht ein Wahracheinlichkeitsgesetz, wenn
die den betreffenden kansalen Zusammenhang darstellende Funk-
tion y=f(r) gewisse Eigentiimlichkeiten besitzt, n#mlich wenn:
1. kleine Anderungen von z im allgemeinen grofe Anderungeu
von y hervorrufen; 2. die Menge solcher Gruppierungen von x-Wer-
ten, welchen anndhernd eine und dieselbe Gruppierung von y-Wer-
ten entspricht, unermeBlich zahlreicher ist als die Menge der z-Grup-
pierungen, welchen merklich abweichende y-Verteilungen entspre-
chen. Vom mathematischen Standpunkt aus wire dieser Satz gewil
noch schirfer zu fassen, aber die obige Formulierung diirfie den
Grundgedanken, auf welchen es hier ankommt, in gentigend ver-
stindlicher Weise hervorbeben. Wir machen auf einen Umstand
noch ausdriicklich anfmerksam, welcher in dem eben Gesagten (wie
auch in fast allen unseren Beispielen) klar zutage tritt; vollstindige
Zufulligkeit und dementsprechende Reinheit der Wahrscheinlich-
keitsrelation bildet offenbar einen Idealfall, welcher in Wirklichkeit
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mit groberer oder geringerer Anniherung erreicht wird, In den
praktischen Anwendungen der Wahrscheinlichkeitsrechuung ist man
meist dorch eine sehr rohe Anniherung vollkommen befriedigt.

V1

Noch wichtiger als die mehr formale Frage, die uns im vorigen
Abschnitt haoptsichlich beschuftigte, scheint wir die Frage nach
der eigentlichen Genese des Zufalls zu sein, welche durch den
ersten” der beiden daselbst erwahnten Einwiinde nahegelegt wird,
teilweise allerdings auch schon in den betreffenden Beispielen ihre
Beantwortung findet. Die zufallige Variabilitdt der Ursachen, auf
welehe sich unsere urspringliche Erklarung des Geesetzes der grofien
Zohlen stutzte, ist ohne weiteres verstindlich, wenn es sich um
Experimente handelt, welche von menschlicher Hand ausgefithrt
werden; es wird da der Zufall in letzter Linie anf psychologisch-
physiologische primare Ursachen zurtickgefubrt. Wenn aber der
Mensch, samt seinen unberechenbaren launischen Einfillen, ganz
ansgeschaltet wird, wenn man annimmi, daB die einen physikali-
sehen Vorgang bestimmenden Umstéinde ganz exakt definiert sind,
kann da der Begriff der Wahrscheinlichkeit keine Anwendung fin-
den? Meist wird dies behauptet, wihrend uns die Beispiele der
beiden vorhergehenden Abschnitte eines Besseren belehren. Wird
eine einzige Kugel in ganz bestimmter Weise auf ein ,begrenates*
Galton’sches Brett gesetzt, dessen Stiftreihen auBerordentlich
zahlreich sind, und entwirft man eine Statistik der Stellen, wo sie
die nacheinanderfolgenden Reihen passiert, so wird man finden, daff

alle Werte der Abszissen annshernd gleich hiufig vorkommen; sie -

sind gleich wahrscheinlich, und diese Behauptung bezeichnet hier
eine objektive, vom Menschen unabhiingige Tatsache, Im Beispiele
(2) 148t sich der Ort, welchen die in bestimmter Richtung hinein-
geschleuderte Kugel in einem bestimmten Zeitpunkt einnehmen
wird, theoretisch voraus berechnen, falls die Gestalt des Gefiifies
mathematisch exakt gegeben ist, aber ohne weiteres ist ersichilich,
daf alle Bewegungsrichtungen im Laufe der Zeit gleich hinfig vor-
kommen, und daf die Kugel alle Teile des GefuBes annshernd
gleich hiufig passieren wird. Ebenso ist im Beispiele der zusam-
mengesetzten Schwingung (V. Abschnitt) die Wahrscheinlichkeit gana
klar definiert als relative Haufigkeit, mit welcher der bewegliche
Punkt (innerhalb langer Zeitriume) in einem gewissen Flichenge-
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biete anzutreffen ist, obwobl dabei von einer Variation der die Be-
wegung bestimmenden Anfangsbedingungen gar nicht die Rede ist.

Es 1uBt sich piamlich der Begriff der objektiven Wahrscheinlich-
keit in ganz analoger Weise auf alle solche unvollstindig determi-
nierten (,zufilligen“ im frither dargelegten Sinne) Erschéinungen
anwenden, bei welchen dieselbe Art Elementarvorgang sich (even-
tuell mit variablem Parameter) im Laufe der Zeit immer wieder
wiederholt. Bekanntlich beweist die statistische Mechanik, da8 derlei
Bewegungsvorgiinge durchaus nicht selten sind; im Gegenteil, es
gehoren dazu, lant einem Satze von Poincaré, die Bewegungen
aller , endlichen* mechanischen Systeme kopservativer Art, Sie sind
siimtlich ,quasiperiodiseh® (in speziellen Fillen exakt periodisch),
d. h. daB sich der (beliebige) Anfangszustand im Laufe der Zeit mit
beliebiger Anndherung wiederholt. Handelt es sich brigens um
Bewegungen molekularer Systeme, so wird die Hiufigkeit gleich-
artiger Falle noch durch den Umstand ganz auBerordentlich ver-
mehrt, daB die Individualitit chemisch identischer Molekile fiir
physikalische Erscheinungen gleichgiltig ist.

Um die Gesetze des physikalischen Zufalls und den Begriff der
objektiven, vom Menschen vollstindig unabhiingigen Wahrschein-
lichkeit noch klarer zu verstehen, wollen wir schlieBlich noch einen
Vorgang nither betrachten, den man geradezu als den vollkommen-
sten Typus dessen betrachten kann, was ,zufalligh genannt wird,
d. i den radioaktiven Atomzerfall. Bekanntlich erleiden die Atome
des Radiums im Laufe der Zeit cine Umwandlung, indem sie sich
durch explosive Abscheidung je eines q-Teilchens in Atome der
Emanation transformieren. Dabei lifit sich aber an den Radium-
atomen keinerlei progressive Evolution (nach Art des Alterns der
Organismen) wahrnehmen. Wann ein beliebiges, gerade ins Auge
gefaltes Atom eine Umwandlung erleidet, das ist absolut zufillig,
und es 1Bt sich das in keiner Weise weder beeinflussen noch vor-
aussehen. Die Wahrscheinlichkeit dafiir, daf ein solecher Prozel
gerade im Zeitraum df stattfindet, ist ebenso groB fir ,junge“ wie
fir ,alte® Atome und lifit sich somit mathematisch durch die ein-
fache Bezichung:

Wdt = \dt
ausdriicken, wo A eine absolute Konstante ist, welche durch keine
uns bekannten Agentien verindert werden kann. Auf Grund des
vorher (GGesagten kann man nun chne weiteres ein Modell des in


GUEST


108 VII. DER BREGRIFF DES ZUFALLS

dieser Erscheinung zum Vorschein kommenden Zufalls geben: das
sfters erwihnte Gefa des TV. Abschnittes mit der hineingeschleu-
derten Kugel. Wir bemerkten schon a. a. O, dafl fur die Kugel
eine unverinderliche Austrittswahrscheinlichkeit besteht, und man
braueht nur die Grobe derselben gleich der radioaktiven Umwand-
Iungskonstante zu setzen:

e

Ehis

Hitten wir eine grofe Anzahl derartiger Gefifie von gleichem Vo-
lumen und wirde in jedem derselben eine solche Kugel in anderer
Richtung in Bewegung gesetst, so wiirden die beiden in Rede
stehenden Ereignisse — Heraustritt einer Kugel aus einem der Ge-
fue und Abschleuderung eines «-Teilchens aus einem der Radium-
atome (von gleicher Anzahl) — in vollstindig analoger Weise vor
sich gehen. Selbstverstindlich glaube ich nicht, dafh die Radium-
atome wirklich einen derartigen Bau besitzen, aber es kommt uns
nur aof die prinzipielle Moglichkeit der Konstruktion eines rein
physikalischen Modells des ,geregelten® Zufalls an. Sie beweist
jedenfalls, daB der scheinbare Widersprueh, welehen die im IL Ab-
schnitt anfgeworfene Frage (2) betonte, in Wirklichkeit nicht be-
steht, und dab der Zufall — in dem in der Physik gebrimchli-
chen Sinne des Wortes — sehr wohl durch exakt definierte, ge-
setzmifBige Ursachen hervorgebracht werden kann.

Naturgemiif spielt diese Art Zufall die maligebende Rolle in der
Welt der Molekule, und es gibt manche hierher gehorige Erschei-
nungen, wie die Brownsche Molekularbewegung, welche das.
Wesen desselben in #uflerst anschaulicher Weise erkenuen lassen.
Man konnte vielleicht, um solehe Fille den durch willktirliches
Eingreifen eines Organismus verursachten gegentber zu stellen,
von ,molekularem“ und ,physiologischem* Zufall sprechen; diese
heiden Arten werden sich auch oft zu komplizierteren Zufallser-
scheinungen verketten.

Wenn beispielsweise ein Draht dureh wachsende Spannung,
eine Hohlkugel durch inneren Uberdrnck beansprucht wird, so sagt
man, der Orf, wo ein Bruch stattfindet, die Form der Bruchsticke,
hiinge vom Zufall ab. Den wirklichen Grund konnen kleine Un-
gleichfsrmigkeiten der Dieke und dergl. bilden, welche indirekt
auf den physiologischen Zufall bei Herstellang des betreffenden
Objektes zuriickzufuhren sind. Aber auch wenn diese durch genti-

A==
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gend groBe Sorgfalt, entsprechende maschinelle Vorrichtungen be-
liebig klein gemacht sind, bleiben zufillige Ungleichformigkeiten
im Gefiige des Materials, welehe vom molekularen Zufall herrithren.
Wird beim Guf der Hohlkugel auch noch so vorsichtig verfahren,
es milssen derartige Ungleichférmigkeiten eintreten. Das Erstarren
beruht nimlich auf der Bildung von Kristallisationskernen in der
unterkiihlten Schmelze; die Zahl und Anordnung derselben werden
aber aufer von gesetzmifigen Einflissen (Geschwindigkeit der Ab-
kiihlung und dergl) in ausschlaggehender Weise vom molekularen
Zufsll bestimmt; der letztere ist somit fir die faktisch entstehende
mikrokristallinische Struktur des Stiickes verantwortlich, von wel-
<her die Festigkeitseigenschaften abhéingen. Daf hier zufillige Mo-
lekularkonstellationen so merkbare Folgen nach sich ziehen, beruht,
uebsthei bemerkt, wieder darauf, dal es sich dabei in letater Linie
um Uberschreitungen labiler Gleichgewichtszustinde handeit,

Auf die weiter sich aufdringenden Fragen, ob sich alle Zufalls-
erscheinungen auf die ohigen zwei Typen zurtickfithren lassen, und
inwiefern vielleicht im Grunde genommen auch der ,physiologische*
im ,molekularen® wurzelt, wollen wir nicht weiter eingehen. Uber-
haupt sei nochmals wiederholt, daB unsere Studie durchaus nicht
eine erschopfende Analyse aller mit dem Wahrscheinlichkeitsbegriff
zusammenhingenden Probleme geben sollte. Es scheint uns aber
ein auch fiir den Philosophen duBerst wichtiges Ergebnis zu sein,
wenn sich auch nur aof einem beschrinkten Gebiet — dem der
‘mathematischen Physik — zeigen 148t,' daf der Begriff der Wahr-
scheinlichkeit, in der iiblichen Bedeutung eines gesetzmafigen Hiu-
figkeitswertes zufilliger Ereignisse, eine streng objektive Bedeutung
begitzt, dall man den Begrifi und die Genese des Zufalls genau
prizisieren kann, auch wenn man am Determinismus festhalt, und
-daff sich dabei das Gesetz der grofien Zahlen unicht als ein mysti-
sches Prinzip und nicht als rein empirischer Erfahrungssatz, son-
dern als ganz einfache mathematische Folge der speziellen Form
ergibt, welche in derlei Fillen den kausalen Zusammenhang darstellt.

Vielleicht ist es nicht itberfliissig, schlieflich noch zu bemerken,
-daB der Wahrscheinlichkeitsrechnung im Sinne dieser Auffassungs- -
weise natitrlich nieht der Wert eines von den sonstigen Naturer-
kenntnissen unabhingigen, neuen Forschungsprinzipes zukommt, da
sie ja nur eine vereinfachende statistische Schematisierung gewisser
in der Natur sehr hiufig auftretender funktionaler Zusammenhinge
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bildet, deren exakte Untersuchung infolge groﬁer.KompIiziertheit
sehr erschwert ist. Bei der charakteristischen Entwicklung der heu-
tigen Physik im Sinne einer Auflosang der physikz.ihsc'hen Erschei-
nungen in verhorgene Teilereignisse spielen Zufilligkeit und W'tahr-
scheinlichkeit eine wichtige Rolle als anschauliche, abklirende Hilfs-
begriffe, konnten aber zur Not auch vollstindig entbehrt v.vex"den’
indem sich jene schematisierenden Methoden du]lz'clr ezfak.t statlstxselfe
Berechnungen vertreten lassen sollten ?). Die hier skizzierte T'heone
macht uns allerdings such den Grund begreiflich, warum die An-
wendung jener Begriffe unter Verschleierung der Details der fu.nk-
tionellen Zusammenhinge doch hinreichend genaue Elldc?rgebnls'se
zu liefern pflegt, und wir verstehen, dull sie namentlich im G‘ebxet
solcher empirischen Wissenschaften, wo eine exakte mgthematlsehe
Untersuchung der Teilereignisse ausgeschlossen ist, ein unschiitz-
bares Hilfsmittel bildet.

1) Darin besteht wohl der weséntli&xe Unterschied zwischen der lcinatischt?n
Gastheorie (Maxwell, Boltzmann . a) und der statistischen .Mechamk
(Gibbs), daB sich erstere auf gewisse, zwar recht plausible, aber nicht exakt
bewiesene Zufallss und Wahrscheinlichkeitsideen stiitzt, wiithrend letztere (we-
nigstens im Programm, wenn auch nicht ganz in der Duruh{'iih.run;!,) unter Ver~
meidung derselben auf exakt statistische Methoden aufgebaut ist. .

VIIl. MAURYCY RUDZKI JAKO GEOFIZYK.

Przemdwienie, wygloszone w dn. 21. listopada 1916 r., na posiedzeniu Krakow-
skiego Oddzialu Polskiego Towarzystwa Przyrodnikéw im. Kopernika, odbytem
ku uczezeniu pamieci M. P. Rudzkiego. Kosmos, tom XLI, 1916, str. 105—119.

Uniwersalny, wszechstronny umyst Rudzkiego obejmowal
szereg nauk specjalnyeh i w kazdej z nich zdolal zajaé miejsce
przodujace; najwigeej jednak pociggala go zawsze geofizyka, jg uwa-
zal za wlaseiwg swoja specjalnodé i przez swe badania w tej dzie-
dzinie zdoby! sobie stawe europejska.

Zdaje sig, ze powodem tego nie byly przypadkowe okolicznodci,
jak bieg studjéw i wplyw profesoréw uniwersyteckich (s pomigdzy
ktérych Suess i Stefan w Wiedniu wicksze na nim wywarli
wrazenie); istniala prayezyna glehsza. Geofizyka musiala najwigeej
odpowiadaé wrodzonym sklonnosciom umystu Rudzkiego. Wszak
z jednej strony nauka ta zabarwiona jest calym czarem prazyrody,
nie tej skarlowacialej prayrody, juks obserwnjemy w naszych la-
boratorjach, muzeach i ogrédkach, ale tej, ktéra daje nam odezu-
waé caly swojg wielkodé i potege w najwspanialszyeh swych zja-
wiskach, w gérach, na morzu, przy trzgsieniu ziemi, w burzy. Tem
geofizyka musiala neeié Rudzkiego, tak wielkiego, fanatycznego
milognika przyrody; z drugiej strony, ta wlaénie nauka odpowia-

" dala tes najwybitniejsze] wladciwosei umystu Rudzkiego, jego
"dazeniu do matematycznej Scislofei w rozumowaniu. Ta wrodzona,

matematyczna $cistodé umyslu, ta sklonnosé do skeptycyzmu wagle-
dem wszelkich spekulacyj nie dajgcyeh sie udowodnié z absolutns.
pewnoseis, byla powodem, ze nie zadowolnil sig geografja i geo-
logja, ktérym to naukom oddawal sig poczatkowo: ona sklonila go
do tego, ze zapomocs cigzkiej pracy autodydaktycznej przyswoil
sobie metody matematyki wyszszej i fisyki teoretyeznej i ze oddal


GUEST




