VI. UWAGI O POJECIU PRZYPADKU W ZJAWISKACH
FIZYCZNYCH.

Ksiega Pamigtkowa ku czei Bolestawa Orzechowicza, wydana nakladem To-
warzystwa dla popierania nauki polskiej; tom IL; we Lwowie 1918, str. 445--458.

1. Rachuvek prawdopodobiefstwa, ktory poezgtkowo w fizyce
odgrywal stosunkowo podrzedng rolg (w postaci ,teorji blgdéw*,
stuzgeej do najkorzystniejszego wyzyskania materjadu liczhowego
pomiaréw dodwiadezalnyeh), dzisiaj wysuwa sig coraz wyrazniej na
pierwszy plan, jako metoda matematyczna najbardziej odpowiednia
dla celéw tej nauki. Nietylko teorja kinetyczna materji, tak samo
elektronika, teorja promieniowania - nauka o promieniotwdrezosei,
postugujy si¢ w zasadniczych swych badaniach ty wiagnie metods.

Dziwnem moze sig to wydawaé z dwéch powodéw, Przedmiotem
fizyki sa prawa prayrody, prawidlowodé zad, determinizm zdaje
sig byé antytezs praypadkowosei, indeterminizmu, pojecia podsta-
wowego rozwazah z dziedziny prawdopodobiefistwa. Jak wogdle
moze zrodzié sig ,przypadek® w obrebie zjawisk, przebiegajascych
w my$l niezmiennych praw przyrody? Powiére: jezeli istotnie nie-
obliezalny praypadek odgrywa pewns Tole w zjawiskach fayki, jak
mozna w takim razie przewidywaé przebieg tyeh zjawisk?

Pytania w tej postaci sy moze uzbyt ogélnikowo sformulowane.
Matematyk bedzie wolal okreslié problemat w Scislejszy sposdb:
w jakich warunkach zjawisko y, wywolane przez prawidtowo dzia-
Iajaca prayezyue x, mozna uwazaé za praypadkowe? W jakich ra-
zach przyezyny @, przypadkowo dzialajgce, mogs daé wynik pra-
widlowy i okreslony, y? W kwestjach tych, posiadajacych zasadni-
cze znaczenie dla stosowania teorji prawdopodobienstwa, kierujemy

sig duisiaj tylko pewnego rodzaju intuicja; dalecy jestesmy od ogél- |

nego 1 dcislego sprecyzowania warunkdw, okredlajacyeh rézne przy-
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padki, ktére nadaja si¢ do traktowania z punktu widzenia teurji
prawdopodobienstwa. Uwagi niniejsze nie sg réwnies cezywiscie
odpowiedzia wyczerpujaes, majs byé tylko prayeaynkiem do $cidlej-
szego sprecyzowania mysli, wyglaszanych przez réznyeh avtordw,
a zwlaszeza przez Poincaré&go?), co do tego przedmiotu.

II. Jest to twierdzenie bardzo stuszne i czesto slyszane: ze
stowo ,praypadek jest tylko wyrazem naszej nieznajomosei przy-
ezyn pewnego zjawiska; ze istota wszechwiedzaca nie postugiwalaby
sig weale tem pojeciem. Tak samo i w fizyee zwykle mowa jest
o przypadku, jezeli wprawdzie znamy prawa zasadnicze zjawiska,
ale nie znamy wszystkich wielkosci, okreslajacych stan poeczstkowy
danego systematu, tak ze nie mozemy przyszlosei jego przewidzied
z pewnofcig matematyezng. Sama subjektywna nieznajomodé wa-
runkdéw poczatkowyeh nie daje jednak dostatecznych podstaw do
jakiegokolwiek obliczenia; musimy jeszeze koniecznie mieé pewne
dalsze wskazowki, azeby wogéle mogla byé mowa o prawdopodo-
bienstwie 1 azeby odnosne nasze spekulacje mialy wartosé objek-
tywng. Objasni to najlepiej prayklad szezegélny.

Wyobrazmy sobie, ze artylerzysta z pewnego punktu wyrzuca
pocisk z predkodeis ¢, pod takim katem elewacji a, aby trafié punkt,
znajdujacy sie w odleglosei x. O ile chodzi o zadanie teoretyeane,
w ktérem wykluezamy opér powietrza, przypadkowe niedokiadnodei
ustawienia i t. p., latwo mozemy obliczyé wielkosé « jako fuukeje
danych poezatkowych x = fic, a). lub naodwrét « = F(r,¢); jestesmy
wéwezas pewni, ze punkt x zostanie trafiony pray uzyeiu obliczo-
nej elewacji; jestedmy réwniez pewni, Ze, przy zastosowaniu ele-
wacji zawarte] miedzy granieami a; 1 a;, jaki$ punkt eelu, rozeig-
gajacego sig od z, do x,, zostanie trafiony. Jezeli jednak artylerzy-
sta nie posiada danych, wystarczajacych do przewidzenia wyniku
(np. nie zna predkosei poczatkowej ¢} 1 nie potrafi obliczyé wlasei-
wego kata elewacji @, musi wystrzelié ,na oélep®. Moze powiemy
w potocznym jezyku, ze zalezy to wéwezas od przypadku, czy cel
(siggajacy. od , do x,) zostanie trafiony; ale o prawdopodobierstwie
tego zdarzenia nic wogdle powiedzie¢ nie mozemy, dopdki nie po-
siadamy jakicheid dalszych wskazéwek co do sposobu, jak artyle-
rzysta postapi przy ustawianiu dziala. Jest to moze pole, nadajace

1) Poincaré H., Caleul des Probabilités 29 édition, Paris 1912. Wstep
jest nadzwyeszaj zajmujgey, réwniez i 'dla niefachowedw. Czytelnik zahwgz'y je-
dnak, #e nie we wszystkiem podzielam zapatrywania autora.
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sie do spekulacyj psyehologieznych, ale nie do obliczen fizyeznyeh.
Przypadek, w tem znaczeniu, jest zaprzeczeniem racjonalnej pra-
widlowosei i musi byé wykluezony z nauki Scisle].

IIT. Zadanie nasze otrzymuje natomiast odrazu znaczenie okre-
glone, przypadek staje sig przystgpny metodom rachunkowym,
z chwils, kiedy wprowadzamy np. zalozenie, Ze wazystkie mozliwe
katy « s réwnie prawdopodobne. Wiedy prawdopodobienstwo tra-
fienia celu (%, — 2,) bedzie wynosilo

to znaczy, %e pray wielokrotnem powtérzeniu doswiadezenia taki
okaze sig procent wystrzaléw celnych. Co prawda, w takim razie
prawdopodobiefistwo skutku zredukowalidmy poprosta do prawdo-
podobienstwa przyezyny, ktéra lkoniecznie 6w skutek za soba po-
ciaga. Trzeba wéwezas zastanowié sig nad dalszem pytaniem: jak
urzeczywistnié w praktyce zalozenie jednakowego prawdopodobien-
stwa wazystkich katéw «? Sposéb dajacy sie latwo pomysleé (choé
trudniej wykonaé) polega na tem, zeby rurg deialows wprowadzié
w niezmiernie szybki rueh obrotowy kolo osi poziomej, utwierdzo-
nej w lozyskach lawety i zeby artyleraysta w jakimbadZ momen-
cie, np. zapomocy kontaktu elektrycznego, powodowal wystrzal
Wyohrazmy sobie zamiast tego podobny prayklad, dajacy sie
Iatwiej urzecaywistnié: strzelec strzela ku tarezy, zaopatrzonej na

obwodzie czarnemi i hialemi wycinkami, o jednakowyeh rozmiarach’

katowyeh. Dopdki tareza jest nieruchoma, moina strzelbg tak sta-
rannie ustawié, dobierajae réwnoczeénie stosownie maly odleglosé,
ze napewno liczyé mozna na trafienie wycinka czarnego; tak samo
rzecz bedzie sig miata przy bardzo powolnym obrocie tarczy. Przy
szybszym obrocie prawdopodobienstwo zaleze¢ bedzie od wprawy
strzelea; wreszeie, jezeli predkodé obrotu bedzie bardzo wielks,
woéwezas zalezeé to bedzie od czystego praypadku, ezy trafiony zo-
stanie wycinek czarny czy bialy; prawdopodobienstwo kaidego
z tych praypadkéw bedzie wynosilo 4, bez wzgledu nu zrecznosé
strzelea. Rozumiemy to wszystko bez rachunku; prayklad jest tak
prosty, ze wydaje sie banalny, lecz wladnie zanalizowanie dolklad-
niejsze takich najprostszych przykladdw najlepiej daje nam pozna
rysy charakterystyczne.

1V. Diaczego méwimy, ze wynik wystrzalu zalezy od przypadku
w razie uiezmiernie szybkiego obrotu? Gdyz warunkiem osiggnie-
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cia korzystnego lub niekorzystnego wyniku jest nadzwyeczajnie do-
kladne uchwycenie odpowiedniego momentu, kiedy nalezy wypalié,
bezporéwnania dokladniejsze, niz tego dokonaé potrafi zreeznosé
ludzka. Jegeli np. tarcza posiada 24 wycinki i wykonywa 100
obrotéw na sekunde, zalezy to od rdzniey czasu At = 1/2400 se-
kundy w chwili wystrzalu, ezy wynik bedzie korzystny czy nie.
Trudno ocenié szybkosé deeyzji i wprowadzenia jej w czyn ze
strony czlowieka, ale to chyba jest pewne, ze nawet przy wystrzale
,08 komende® u najareezniejszego osobnika panowaé beds nie da-
jace sie opanowad przypadkowe zboczenia T==1/20 sekundy. Na
taki ezas przypada juz nadzwyczaj znaczna liczba przypadkéw ko-
rzystnych oraz taka sama liczha przypadkéw niekorzystnych.

Jako cechy charakterystyczne, ktére napotkamy nastgpnie row-
niez i w innych tego rodzaju przykladach, podkreslié trzeba zatem
nastgpujace okolieznodei:

1. Nadzwyczajnie mala réznica warunkow poezatkowyeh (zmien-
nej f) rozstrzyga o tem, ezy wynik bedzie korzystny ezy nieko-
rzystny. Mala przyczyna, wielki skutek, oto co przedewszystliem
charakteryzuje ,przypadek“ w zjawiskach fizyeznyeh Cés znaczy
jednak slowo ,mala* réznica? Maly lub duzy, sg to pojecia wzgledne,
Otéz rozumiemy to sfowo w znaczenin: maly w poréwnaniu do
obrghu ,nie dajaeej sig opanowaé zmiennosei“ warunkéw poczatko-
wych. O przypadku tylko wowezas moze byé mowa. jezeli warunki
poczatkowe (ezas ) moga waba¢ sig w sposéh nieokreslony, w. ob-
rgbie pewnych, zazwyczaj niewielkich réznie.

2, Wynik korzystny (tak samo wynik niekorzystny) da sig osia-
gnaé przez wielks liczbe réznych mozliwych konstelacyj warunkéw
poczatkowych, w obrebie ich przypadkowej zmiennosei. Mozna tez
powiedzieé, ze ten sam skutek zostaje wywolany przez jakakolwiek-
bads z pomiedzy wielkiej liezby réznych przyesyn. Wyeinek ezarny
zostanie trafiony, jezeli wystrzal nastapil albo w obrgbie czasu od
t do ¢} A, albo od t42 At do ¢4 8 A albo od £--4 At do
t-+bAtit d .

Wprowadzamy wreszcie, po czesei nieswiadomie, jeszcze jedno
zalozenie do powyiszego przykiadu, a mianowicie, ze: 3. w obrghie
przypadkowej zmiennosci warunkéw poezatkowyeh prawdopodo-
bietistwo pewnej ich wartosei jest okreslone przez funkeje regularna,
nie posiadajges wielu najwigkszodei i najmniejszodel. Jezeli pobudka
pierwotna zjawiska wychodzi od czlowieka, jak w powysszym pray-
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ktadsie, mozna to latwo zrozumieé, Ze prawdopodobiefistwo pocia-
gnigeia za cyngiel w chwili ¢4 nAé bedze prawie to samo jak
w chwili £+ (n -4 1)At i t. d, ale lezy w.tem pewna hypoteza.
Gdyby np. tarcza wirnjaea polaczona byla z kontaktem elektrycz-
nym lub z jakiem$ urzgdzeniem mechanicznem, latwo moznaby
rzecz tak urzadzic, azeby prawdopodobienistwo wystrzelenia w ,ko-
rzystnyeh* odstgpach czasu bylo wigksze niz w niekorzystnye.h,
pomimo krétkosei tych odstgpéw. Wilasnie ten szezegdl zad?w01111é
nas jednak w tym przykladzie nie moze, ze prawdopodobxex’n?two
przyezyny pierwotnej, gléwna rolg w tym praypadku odgrywa_]{we,
zalezy w tak zuacznym stopnin od psychologieznego lub figjologics-
nego ustroju czlowieka. .

V. Dlatego moze warto roawazyé jeszeze inny przyklad, w kté-
rym ted rys wysiepuje muiej wyraznie i ktéry dotycay przyr.za‘du,
dajacego prawdopodebienstwo eiagle niezmienne dla wydarzenia sig
pewnego skutkn, w jukimkolwiekbads momencie czasu. Wyobrazmy
sobie naczynie o ksztalcie mniej wigeej kulistym, z malym otwor-
kiem i o satywnyeh, chropowatych dcianach, do ktérego wrzucamy
bardzo drobna, idealnie sprezysta kuleczke (najlepiej molekule ga-
zowa) z pewny predkodeis poczatkows e w kierunku dowolnym
i do pewnego stopnia przypadkowym. Rozwazmy, jakie bedzie praw-
dopodobiefistwo, azeby owa molekula po pewnym czasie, wskutek
odbi¢ od deian, zndw wybiegla przez otwér nazewnstrz, przyczem
dla uproszezenia pominiemy zupelnie wplyw cigzkodel, Czgsteczka
poruszaé sie bedzie prostolinijnie ze stals predkoseig i tylko kie-
runek jej ruchu bedzie si¢ zmienial pray uderzeniach o ciany.
Jezeli ksztalt tyeh écian wraz ze wszystkiemi- drobnemi wypuklo-
$ciami (ktére tworzg ich chropowatodé) jest dany, mozna wykreslié
droge molekuly; droga ta bedzie skladala sig naogél z wielkiej
liczhy prostolinijnych odeinkéw o najrozmaitszych kierunkach;
mozna cbliezyé czas, ktéry uplynie az do chwili, kiedy czasteczka
wyjdzie przez otwdr nazewngtrz, jako funkeje jej pocazatkowego
polozenia i kierunku jej ruchu poczatkowego. Dlugodé tego czasu
bedzie w najwyzszym stopniu zmienna, zaleznie od owych dwéeh
warunkéw poczatkowych. Wszak juz przy minimalnej zwmianie
pierwotnego kierunku czgsteczka uderzy o czgéé dciany inaczej
pochylong (z powodu drobuych ,chropowatofei®), co pociaga -za
soha znaczng zmiang kierunku drogi po odbicin. Kazde odbicie
dziala zatem w myél poprzednio wymienionej zasady (1) . mala
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rozniea warnnkéw poezatkowyceh, duza réznica skutkdw. Jezeli kie-
runek poezatkowy byl w pewnych granicach przypadkowo dobrany,
kierunki i polozenia ezasteczki po kilkakrotnem odbiciu podlegaja
przypadkowi w sposéh wielokrotnie powigkszony. Ceeheg-(2) odnaj-
dujemy réwniez w tym przykiadzie, gdyz oezywiseie najrozmaitsze
kombinacje drég poezatkowych beds dawaly ten sam skutek koh-
cowy (wyjéeie molekuly przez otwér w danym czasie). Zdaje sie,
ze warunek (3) ma tutaj moiejsze znaczenie, jezeli otwér jest tak
maly, %e zjawisko trwa dostatecznie dlugo?!). Nie udalo sig wogdle
jeszeze dokonaé szezegblowej analizy matematyczuej tego praylkiadu;
ale teorja kinetyeana gazow daje powazne powody do przypuszeze-
nia, ze w tego rodzaju przykladach prawdopodobienstwo kierunku
1 miejsea czgsteczek staje sig prayblizenie jednostajnem po uplywie
dostatecznie dlugiego czasu. To znaczy, #e ezgsteczka, z wyjatkiem
pewnych przypadkéw osobliwyeh, porusza sie z jednakowem praw-
dopodobienstwem w jakimbadé kierunku przestrzeni i przecigtnie
réwnie emgsto uderza o wszystkie elementy sScian naczynia, jezeli
tylko, od chwili nadania jej impulsu pierwotnego, uplyngt pewien
czas, zalezny od rozktadu prawdopodobienstwa kierunku pierwotnego.

Jezeli przyjmiemy ten wniosek za wainy, latwo dojdziemy do
wyniku nastgpujacego: prawdopodobiedstwo, azeby czasteczka w prze-
ciggu czasu df wybiegla przez otwdr, wynosi

we
g
jezeli w oznaeza powierschnig otworu, ¢ promien kuli.

VI Pozoaliémy w fizyce zjawisko, ktére przebiega w mysl ta-
kiej zasady: rozklad atoméw substancyj promieniotwérezych. Na-
czynie w rodzaju wlasnie omawianego, z wpuszezong do Srodka
czastka a, daje obraz zachowania sig atomu emanacji radowej. Z po-
miedzy n takich atomdéw rozklada sie w czasie dt:

———Isw ¢ 30 dt=—dn
‘S wa

1 W pewnych przypadkach, np. jezeli fciany naczynia sa ideslnie gladkie
i naczynie ma keztalt dokladnie kulisty alho ksztalt prostopadloscianu, twier-
dzenie o ustalanin si¢ réwnomiernego przypadkowego rozkladu prawdopodo-
biehstwa nie bedzie waine. Zdaje sie, 7e zaloZenie ,chropowatofei® deian wy-
klucza moZliwoéé takich przypadkéw osobliwyeh. Stopied ehropowatodei, oraz
ksztalt naczynia muszg wplywaé na dlugodé czasu potrzebnego do nstalenia sie
rozkladu réwnomiernego. . . . :
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wyrzueajse réwnoczednie po jednej czastce a; rozklad odbywa sig
zatem w mysl charakterystyeznego prawa wylkladniczego:
n=me— "
przyczem- spolezynnik A wynosi:
_we
=ra

Poréwnanie to ma oezywifeie tylko znaczenie schematycznej
ilustracji zjawiska, ale daje ono pewue wskazéwki co do jego pray-
czyn wewngtrznyeh. W kazdym razie (jak juz Rutherford
i Soddy zauwazyli) niepodobna tlumaczyé rozkiadu w mysl po-
réwnania atomu z jakimé systemem planetarnym, postgpujacym
drogs ciaglej wewnetrznej ewolucji; niemozliwa jest réwniez hypo-
teza J. J. Thomsona, oparta na przypuszczeniu, Z¢ atom promie-
niotwérezy wypromieniowywa euergje swojs W przestrzen i wsku-
tek tego, po przekroczeniu granic statecznej réwnowagi, doznaje
przemiany promieniotworezej. Woéwezas bowiem atomy musialyby
starze¢ sig stopniowo i prawdopodobiedstwo ' rozkladu w pewnym
czasie musialoby byé wieksze dla starszego niz mlodszego atomn,
co sprzeciwia sig faktom obserwowanym. Musimy przypuseié, ze
w atomach cial promieniotwérezych odbywaja sig weias jakies nie-
regularne zmiany, o tyle przypadkowe, ze przebiegaja po krétkim
ezasie zupelnie résnie w atomach, ktérych stan poezatkowy byl
bardzo podobny; ze pewne konstelacje wewugtrzne, ktdre tworzg
liczbowo tylko bardzo drobny procent wszystkich mozliwych, po-
ciagaja za soby proces rozkladowy. Ozy zas #rédlo tego rozklado-
wego procesu lesy w samym atomie, czy tes wlasciwym ezynni-

kiem jest tu jakies promieniowanie zewngtrzne?), ktére dziala roz-.

kladowo na pewne konstelacje, to jest dla rzeczy samej obojetne,
dopéki nie potrafimy wplynaé na zmiang tych ezynnikéw. .~
VIL Przyklad poprzedni jest w swej istocie zbyt skompliko-
wany, azeby na nim mozna bylo dokladnie, matematycznie, zanali-
zowad genezg przypadkowodei. Dlatego rozwazmy jeszcze jeden
przyklad, w ktérym latwiej daje sig rozpoznaé wlaseiwe srédlo
sprzypadku® i sposéb jego dzialania. Jest to t. zw. deska Gal-
toua, prayrzad, ktory uwazam za najlepszy model zjawisk praw-

dopodobienistwa. Sklada sie on z deski, nachylonej pod pewnym:

1) Za tem ostatniem przypuszezeniem przemawiataby snalogja z rozkladem
- fotoelekiryczanym, ktéry zdaje sig rdwniez podlegaé prawom przypadku Par.
nowsze hadania Joffe'go i E. Meyera. .
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katem, do ktérej whito wielks liczbe sztyfeikéw, w jednakowych
odstgpach, rzedami poziomemi, w taki sposéb, ‘ze sztyfeiki jednego
rzgdu s3 umieszezone naprzemian ponizej otworéw poprzedniego rzedu.
Kuleezki o jednakowej wielkosei, odpowiadajacej $ciéle odleglogciom
satyfeilkéw, wypuszeza sig z pewnego miejsca gérnej krawedd tej
d'eski, tak ze, toczae sig po niej, napotykaja sztyfeiki i przeciskajac
si¢ miedzy niemi, dochodzg do dolnej krawedzi, gdzie wpadaja
w odpowiednie przegrody. Pokazuje sie, ze ukladajs sig tam w mydl
aprawa bledéw* Gaussa:

a2

— 1 T a

Yy Vo a e

tak Ze najwigeej nagromadzi sig ich w $rodku, ponizej punktu,
skad je wypuszezano, a coraz mniej ku bokom; wysokosei, do kté-
rych siggaja w przegrodach, odpowiadajs wprost wartoéeiom y owego
wzorn. Zrozumiemy latwo dzialanie przyrzadu, jezeli zaloiymy, ze
~kuleczka, wpadajac na jakibads sztyfeik, odehyla sig catkiem przy-
padkowo, tak Ze 7z jednakowem prawdopodobienstwem przeciska
sig kolo niego po jednej lub po drugiej stronie. W takim razie
wynikiem kazdego takiego zdarzenia elementarnego jest réwnie
prawdopodobnie prayrost odeigte] x o polowe odstepu miedzy satyf-
-eikami, jak zmniejszenie sie jej o ows wielkos¢. Jezeli zatem przes
m oznaczymy liezbg rzeddw sztyfeikéw, a odstep miedzy sztyfei-
kami tego samego rzedu oznaczymy przez b, wowezas kula osiegnie
po przejciu przez wszystkie rzedy odstep z=nb, jezeli {(m -+ n)
razy doznala odehylenia dodatniego, za§ 4 (m — n) razy odchylenia
ujemnego. Prawdopodobienstwo takiej kombinacji zdarzefi elemen-
“arnych, w mysl znanego twierdzenia Bernoulliego, wynosi:

Pn)= 2

mm

Procentowa liezha, praypadajaca na przegrody w odstepie od z do
2+ Ax, bedzie zatem:

— n22m

Av 1

PO % = armn

o znaczy, ze rozklad kulek bedzie dany przez znang ,dzwonowatg”

krzywg Laplace’a i Gaussa. Tak tlumaezy sie prawidlowy

‘wynik ostateczny, jezeli przyjmiemy zasadnicze zaloienie zupelnej
przypadkowodei zjawisk elementarnych.

VIIL Slusznie jednak mozna powiedzie¢, ze nie wyjasnilismy

M. Smoluchowski. IIL. ’ b
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jeszeze rzeezy, odsungliémy tylko trudnosé; pozostaje do wyttnma-
czenia, dlaczego skutek kazdego uderzenia kuli o sztyfeik uwazaé
mozna za zjawisko zupelnie przypadkowe. Zdawaloby sig, ze po-
czatkowe polozenie i poczatkowa predkosé kuleezki jednoznacznie
juz okreélaja dalsze jej zachowanie sig; gdyby$my znali dostatecznie
dokladnie te wielkogei, jak 1 polozenie wszystkich satyfeikéw, mo-
glibyémy obliezyé miejsce, ktére ona w kofcu musi osiggnaé. Co-
prawda, w praktyee, rézne nie dajace si¢ skontrolowaé ezynniki
uboczne, jak ruchy obrotowe luleczki, drobne nier6wnodei deslsi,
minimalne wypuklosei i wklgslodei powierzchni kuleezki i t. d.,
wielee przyczyniajs sig do wytworzenia oprzypadkowodei; sadze
jednak, e, nmawet pomijajac te czynniki i rozwazajac przyklad
idealnie uprosaezony, mozna zrozumied, do pewnego stopnia, skad
poehodzi tutaj pozorna praypadkowosé. Wyobrazmy sobie ows de-
ske, tak samo jak kuleczke i sziyfeiki, idealnie gladka, tak e roz--
wazaé potrzeba tylko postgpowy ruch, pod wplywem predkogei po-
czatkowej, cigzkodei oraz spotkan ze sztyfeikami. Zalézmy, ze spot-
kania te odbywaja sig zupelnie niesprezyseie, tak ze skladowa
predkos¢ kuleczki, normalna do plaszezyzny stycznosel, zostaje
zniesiona, a skladowa styezna pozostaje niezmieniona. Wéwezas
Iatwo mosna rzecz tak urzadzié, obierajac nachylenie deski stosow-
nie male, %6 kuleczka, uderzywszy o sztyfeik By, zostanie zawsze
odbits ku sasiedniemu sztyfeikowi €, po prawej lub A, po lewej
stronie, od niego znéw odbije sig ku B, it. d., az po wielokrotnem
odbicin wreszcie przedliznie sig przez otwor migdzy temi dwoma
sztyfeikami. COzy praejdzie ona przez otwér 4; B, ezy By Cy, to-
zalezy od tego, po ktérej stronie sutyfeika B, pierwsze nastapilo
nderzenie. Po ktérej za$ stronie sztyfeik By (lub Cy) drugiego rzedu
uderzony zostanie, to zalezy wylacznie od kierunku minimalnej
predkosei, pozostale] po wielokrotnem odbicin migdzy 4, By (lub
B, C,). To za$ zaleszy zn6w od punkiu na powierzehni By, w kto-
rym nastapilo pierwsze uderzenie. Nadzwyczajnie mala réznica
w polozeniu tego punkiu pociaga za soba, jeko skutek, nabyecie
drobnej pozostalej predkosei w kierunku ku prawej lub lewej rgce,
C, lub B,, zatem przesunigeie kulki w nastgpuym rzgdzie o -
lub — 5. Rozpoznajemy wige znéw ceche charakterystyczng (1):
ymala réinica przyezyny, duza réinica skutkéw®; odnajdujemy
réwnies ceche (2), gdy?, zaleinie od polozenia punktu uderzenia na

powierzchni sztyfeika By, przechodzié¢ bedziemy od jego wierzchotka.
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ku do%owi w ogromnie ezeste] zmianie przez polozenia, ktére na-
przemian wywoluja albo skutek -5, albo — 5. Ten sam zatem
skutfak =+ b odpowiada wielkiej liczhie konstelacyj poczgtkowyeh
ezyh:. prozmaite prayezyny, ten sam skutek%. Wlasciwosei te lwy-,
stgpuja tu nawet W postaci szezegélnie jaskrawej, w razie, jezeli
odstqpy wolne migdzy satyfeikami réwnajg si¢ dokladnie éx,'ednie

k\}lkl, gdyz wowezas liczba owych odbi¢ bedzie nieskoﬂczeni‘z
w1el]_za, a skladowa predkosé, pozostajaca po przejéciu przez otwor,
bgd?le nieskoniczenie mala. Z symetrji warunkéw tych odbié Wnioj
skugen}y dalej. ze prawdopodobiehstwo skutkdw dodatnich i ujem-
nyc?: "]Bst jednakowo wielkie. Teoretyeznie zatem sposéh kazdego
odbicia zalezy wprawdzie od skutku odhicia poprzedniego, ale za-
lein?s'é ta nie da sig weale przedstawié w postaci zkalej7 funkeji
anallt;yezuej. Juz kazda nieskonczenie mala zmiana warnukéw wy-
woluje skorczong zmiane skutkéw -5 na — b, lub naodwrét
a l?rawdopodobieﬁstwa tyeh wydarzen sg jednakowo wielkie przy,
kazdm:azowem przejéeiu kuli przez otwér w szeregu sztyfeikéws;
rozumiemy zatem, ze zjawisko przedstawia sig tak, jak gdyby wy-
fnk. kazdego spotkania z szeregiem saztyfeikéw byt przypadkowy
1 nie zalezal od poprzedzajaeych je wypadkéw. W rzeczywistosei
przypadkowosé takiego zdarzenia elementarnego nie bedzie zupelna

gflyz odstep miedzy sztyfeikami musi hy¢ nieco wigkszy niz s're-d:
mc,a kuli, zatem liczba odbié nie bedzie nieskoriczenie wielka: na-
0gdl pozostanie pewien $lad zaleznosei miedzy przejéeiami i{ulki
przez kolejne rzedy, ale zaleznosé ta bardzo szybko zanika w cisgu
dalszych przejsé i wywiera maly naogél wplyw na cale zjawisko.

Cha‘rakterystyczny zaéw jest rys, e wprawdzie pojecia prazy-
padku i prawdopodobiestwa tylko wéwezas dajs sig stosowad, gdy
Warl}nki poczatkowe sg do pewnego stopnia zmienne, ze jednak
Tvyml_{ .ostateczuy, rozklad kohcowy, weale nie zalezy od obrgbu
i !‘C.)dZEJ.JLl tej zmiennodei (jezeli tylko zmiennoéé przyezyny pierw-
s26] okreslona jest przez funkeje analityezna). Cazy bedziemy sie
wigeej Inb mniej o to starali, zeby wszystkie kuleczki puszezad
w droge dokladnie tak samo, to weale nie wplywa na ich rozklad
ostateezny; ulozg sig one w kazdym razie wedlug krzywej Lapla-
ce’a i Gaussa.

IX. Przyrzad Galtona tworzy doskonaly ilustracje wielkiej
klasy zjawisk fizyeznych: zjawisk dyfuzyjnych. Gdybyémy z réz-
nych punktéw pierwszego szeregu satyfeikéw wypuszezali rézno-
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barwne kuleeczki w okreslonej proporeji, te réine kategorje kule-
czek musialyby mieszaé sig migdzy sobg stopniowo, w miarg jak
postepuja przez kolejne szeregi sztyfeik6w. Zatwo mozna istotnie
wykazaé, ze do tego zjawiska stosuje sig dokladnie dobrze znane
réwnanie, ktére wyraza stopniowo, w miarg uplywania ezasu, po-
stepujacs dyfuzje. Rachunek?) jest zupelnie identycany z oblicze-
niem dyfuzji czasteczek gazowych lub cagstek emulsji, ktére po-
czatkowo byly "rozmieszczone. z gestoscis zalezna od odeigtej a,
a 7z czasem mieszaja si¢ wskutek swych ruchéw molekularnych.
Réznica wystepuje tylko w prawie, okre§lajscem wynik zdarzenia
yelementarnego“. W powyzszym praykladzie musi nastgpié okre-
glone przesunigeie -+ b albo — b, podezas gdy w owych praypad-
kach istnieje przy kazdem zjawisku elementarnem (zderzenie z inng
czasteczks i t. d.) mozliwodé, Ze czasteczka osiggnie wieksze lub
mniejsze przesunigeie w kierunku z. Mozna udowodnié, ze w razie
dostatecznie dlugiego trwania zjawiska wynikiem bedzie zawsze
czefciowa dyfuzja, jezeli tylko fankeja, okredlajgea prawdopodo-
biefistwo przesunigé w pojedynczem zjawisku elementarnem, jest
funkeja parzysts, dajaca sig rozwinaé na szereg Mac Laurina:
fldg)=a-+bx?4cxt...

Ten sam zresszty proyrzad jest réwnoczesnie modelem przewodnic-
twa ciepluego, w razie rozkladu temperatury wylacznie zaleznego
od @, gdy% zasadnieze réwnanie przewodnictwa cieplnego jest iden-
tyczne z réwnaniem dyfuzji.

Przypuszczaliémy dotychezas, e deska Graltona jest nieogra-
niezona w kierunku z. Jezeli ma ona fciany boczne, zmuszajgce
kuleczki do pozostawania w obrgbie odeigiych od —! do -1,
wowezas przyrzad ten przedstawia obraz dyfuzji w naezynin zam-
knietem. Woéwozas, w razie dostatecznie dlugiego czasu (t. j. do-
statecznie duzej liczby rzedéw satyfeikéw), wystapi zupelne wy-
réwnanie prawdopodobieristwa pobytu kulki w jakiejlolwiekbads
odeigtej, cayli zupelne zmieszanie kulek poczatkowo rozdzielonych.

Przyrzgd Galtona moznaby jeszeze zmienié, tak zeby mégl
postuzyé do ilustracji réznych innyeh zjawisk fizyeznych, Uklada-
jac np. satyfeiki symetrycznie i nadajac desce odpowiednie nachy-
lenie boczne, tak zeby kuleczlki stosunkowo wigksaych przesunigé

1) Por. Smoluchowski, O éredniej swobodnej drodze czgsteczek gazu

i o jej zwigzku z teoxjg dyfuzji. Rozpr. W. M. P. Akad. Umiej. w Krak, tom
XLVI,. str. 129, 1906 [tom I niniejszych Pism, str. 468; preyp. wyd.].
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nabywaly w kierunku dodatnim niz ujemnym i umieszezajac réw-
noczesnie listwe pionows boeczng, dla powstrzymania kuleczek od
przekroczenia pewnej odcietej z, otrzymaloby sie rozklad analo-
giczny do rozkladu gestosei atmosfery ziemskiej, lub do rozkladu
czastek gumiguty, w bliskosei dna naczypia, jaki ustala sie pod
wplywem cigzkosei.

Zreszty przyklady te pod pewnym wzgledem sg najprostsze moz-
liwe,. gdyz prawdopodobienstwo wyniku kazdego zjawiska elemen-

" tarnego jest to samo, niezaleznie od odleglosei z, juz osiagnigtej

przez kuleczke. Istniejg inne przyklady w fizyce, gdzie sprawa
jest bardziej skomplikowana. Tak np. czgsteczka, posiadajaca pewna
predkosé postepows £ w kierunku osi X, doznaje przypadkowej
zmiany tej predkosci przy spotkaniu z inna czgsteczks. Naogdl
jednak prawdopodobienstwo przyrostu predkosci & jest mniejsze niz.
prawdopodobienstwo zmniejszenia sig; réznica jest tem wybitniejsza,
im wicksza jest wartosé £, Skutek wielokrotnych spotkan jest w tym
przypadku analogiezny do wzoru, omawianego w rozdziale VII, gdyz
w tym razie waZne bedzie slynne prawo rozkladu predkosei Max-
wella, identyczne w ogélnym swym ksztalcie z prawem Gaussa;
réznica polega na tem, ze parametr krzywej dzwonowatej nie wzrasta
w miare uplywu czasu, jak w owym przykladzie, leez pozostaje
niezmienny (w zwigzku z temperatura gazu).

X. Starajmy sig stredcié w formie nieco fcislejsze] mysli zasad-
nieze, wystgpujace w oméwionyeh przykladach specjalnych. Pyta-
nie, przytoezone w rozdz. I: jak przyezyny, przypadkowo dzialajace,
mogy daé okrelony, prawidlowy .wynik, wyjadnia sig samo przez
si¢. Zrozumiale jest ze wszystkiego, co méwilismy, ze wyrazu
aprzypadek¢ w fizyee nie rozumiemy w znaczeniu potocznem,
ktére jest réwnowazne z nieobliczalnyin i zupelnie dowolnym ka-
prysem, lecz raczej jako pewnego rodzaju prawidlowosé, ktéra daje
sig¢ sprawdzié doswiadezalnie, ze stosunkowo coraz wigksza doklad-
nofcla, w miare wielokrotnego powtarzania sig zjawiska, Prawidlo-
wosé te, z ktérg w fizyes laczymy nazwe przypadku, mozemy okre-
8lié mniej wigeej w nastepujacy sposéb. Powiadamy, ze zjawisko
y, powstajace wskutek przyezyny =, jest przypadkowe, jezeli ksatalt
funkeji, okreslajgcej prawdopodobiehstwo réznyeh wartosei y, nie
zalezy od ksztaltu funkeji, ktéra okresla prawdopodobiehstwo roz-
maitych wartodei x. Wowezas bowiem rozklad przyczyny nie
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wplywa na rozklad skutkéw i wydaje sie, jak gdyby to byly zja-
wiska niezalezne.

Warunek dostateczny dla przyblizonej przypadkowodei skutkéw

alternatywnyech y,, y, jest nastepujacy. Rozwaimy obreb, w ktérym
rézne warto§ei zmiennej x wystepuja z prawdopodobienstwem sto-
sunkowo niewiele réznem. Jezeli w tym obrebie funkeja, wyraza-
jaca zwigzek prayezyny « oraz skutku y, posiada taki charakter,
ze wielkiej liczbie przedzialéw
z... 2+ Az 2+ Azy... @+ Aoy @+ Ay 2+ D i 4
odpowiada skutek y,, natomiast naprzemian polosonym przedzialom
x4+ Az, ... 2+ Az 2+ Ay ... 2+ Azy;... 1t d

skutek y,, wéwezas wystgpowanie skutkdw y,, y, mozna uwazaé
za prayblizenie praypadkowe. Scidle przypadkowe beds one wéw-
czas, jeseli wszystkie przedzialy Az sa nieskoriezenie male, a liczba
ich nieskonczenie wielka. Stosunek prawdopodobienstw zjawisk g,
¥, jest oznaczony wéwezas przez stosunek sumy przedzialéw parzy-
stych do sumy przedzialéw nieparzystych.

W zjawiskach, do ktérych stosujemy w praktyce rachunek
prawdopodobiefistwa, wystepuje przypadek zazwyczaj tylko w owem
znaczenin przyblizonem. Ze rachunek prawdopodobiedstwa tak
dobrze zgadza sig z dodwiadezeniem przy réznyeh grach hazardo-
wyeh i t. p., polega tylko na tem, se tam jako wlasciwy, pier-
wotny czynnik wystgpuje czlowiek, ktéry jest maszyng, posiada-
Jjaes nadzwyezajnie wielki ,obreb przypadkowej zmiennodei®.

Z punktn widzenia fizyki najciekawsze przyklady, nalesace do
zakresu kinetycznej teorji materji, przedstawiaja niestety nieprze-
zwycigzone dotychezas trudnosci dla zastosowania takich kryterjow
przypadkowosei. Czujemy intuicyjnie, 2e Maxwella i Boltz-
manna metoda obliczania skutkéw spotkat molekularnyeh, opie-
rajaca sig na zalozeniu zupelnej przypadkowosei zjawisk skiado-
wyeh '), jest bardzo prayblizenie wazna. Mechanika statystyezna
daje jednak powazne powody do praypuszezania, e metoda ta nie-
zupelnie jest $eisla; niestety nie potrafimy ohecnie jeszcze nalezycie
ocenié bledéw, wywolanyeh przez stosowanie zalozenia Boltz-
manna.

1) Zalozenie to wyraa sie matematycznie w formie t. zw. Stafizahl-Ansatz.
Por. P. u. T. Ehrenfest, Begriffiche Grundlagen der statistischen Auffas-
sung in der Mechanik, Enzyklopidie der mathemat. Wissenschaften, IV. 2 II.
Heft 6, Teubner, Leipzig 1912,

VIl. UBER DEN BEGRIFF DES ZUFALLS
UND DEN URSPRUNG DER WAHRSCHEINLICHKEITS-
GESETZE IN DER PHYSIK.

Die Naturwissenschaften. Jahrgang 1918. Heft XVIL.

I

Die Wahrscheinlichkeitsrechnung, welche seit Beginn ihrer Ent-
-wicklung mit grébtem Erfolg, hauptsiichlich in dem sonst der ma-
thematischen Behandlung wenig zuginglichen Bereich sozialer und
biologischer Vorginge angewendet wurde, hat sich in den letaten
_Zeiten ein iiberaus wichtiges Anwendungsgebiet erobert: die Physik.
Und zwar ist damit nicht etwa die seit GauB’ Zeiten als eigene
Hilfsdisziplin ausgebildete Theorie der Fehlerausgleichung bei phy-
sikalischen Messungen gemeint, sondern gerade das eigentliche
‘Gertist dieser Wissenschaft, das System der theoretischen Physik.

Zum ersten Male in den Jahren 1857—1860 von Clausius
und Maxwell als eigenartiges mathematisches Hilfsmittel in die
kinetische Gastheorie eingefithrt, hat die Wahrscheinlichkeitsrech-
nang, nach einer voriibergehenden Periode der Stagnation, infolge
-des schlieflichen Sieges der atomistischen Anschiuungsweise eine
fir die Physik ganz grundlegende Bedeutung gewonnen und bildet
heute das wichtigste Werkzeug bei Forschungen auf dem Gebiete
der modernen Theorien der Materie, der Blektronik, Radioaktivitit
und Strahlungstheorie. Entspricht doch ihr Wesen durchaus der
heute zur Herrschaft gelangten Tendenz, simtliche Gesetze der
Physik1) — nach dem Vorbild der kinetischen Gastheorie — auf

1) Von dieser Tendenz sind bisher nur die Lorentzschen Gleichungen
der Elektronentheorie, das Energiegesetz und das Relativititsprinzip unberiihrt
gebliehén, aber es ist wohl moglich, daf im Laufe der Zeit auch hier exakte .,
Gresetzesformen durch statistische RegelmiBigkeit ersetzt werden diirften.
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