PRZYPISEK DO ROZPRAWY M. SMOLUCHOWSKIEGO
P. T. 50 FLUKTUACJACH TERMODYNAMICZNYCH
I RUCHACH BROWNA«

{tom niniejszy, str. 268)
przez

WEADVSEAWA NATANSONA.

W przypisku, umieszezonym na str. 275 powyiszej rozprawy
(w oryginalnem wydaniu na str. 193-¢j tomu XXV-go Prac Mate-
matyczno-Fizycenych) Smoluchowski wspomina o uwadze, ktéra
zakomunikowalem mu,w jesieni r. 1913-go. Pragng powtdrzyé tu
krétko tresé wspomnianej notatki.

Wesmy na uwagg pewns liczbe s przedzialdw praestrzennych;
zalézmy, 7e ich objetodei sy jednakowe. W przedzialach majg za-
wieraé sie jakiekolwiekbads, Scisle ze sobs identyezne czgsteczki.
Wyocbrazmy sobie, ze opatrzyliémy przedzialy liczbami porzadko-
wemi. Kazdy sposéh rozmieszczenia eaysteczek W przedzialach,
w ktérym wszystkie lub chociazby niekiére przedzialy zyskujg
odmienns, temu sposobowi wlasciwa liezbg czgsteczek, nazywamy
odrgbnym rozkéadem crasteczek w ukludzie przedziatow. Jezeli np.
N, cuasteczek znajduje si¢ W przedziale pierwszym, N; w drugim
it d, w ostatnim s-ym jezeli miesei sig N, czasteczek, powiadamy
wéwezas, z6 w ukladzie przedzialéw panuje rozkiad czgsteczek
nastgpujacy :

1 I IIm. ... ... ... .38
@ (’V’l v,v)
Ogdlna liezha N czasteczek jest oznaczona; mamy' przeto
@ Zx,z.—N

’ im
i ten zwigzek jest warnnkiem jedynym, ktéremu a priori poddan
sa liczby N, charakteryzujgee rozkiady crastecazek. '
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Jak o tem latwo przekonaé sig mozna, prawdopodobiefstwo @
rozkladu (1) wynosi

By
Q

® e o

i=1

gdzie II jest symbolem iloczynu. Uwazamy liczby X, za zmienne;
liczby natomiast N oraz s uwazamy za wielkosei zadane, zatem
niezmienne. Wlsczajac zawsee wyrazy niezmienne do sm}ej nie-
oznaczonej, tworzymy

4) log nat @ = Const. -Zlog nat (N})

fan]
Jedli przypudcimy, ze liezby N, sa znaczne w stosunku do jednosei,
mozemy postuzyé sig przyblizonym wzorem Stirlinga; mamy
wawezas

(B) log pat @ = Const, -—2(2\'} log nat N, — XN))

fmm]

lub, odwolujse si¢ do réwnania (2):
{6) log nat @ = Const. —ZN‘ log nat N,.
fam]

Praypuszezamy, jak wyzej, ze liczby N, ograniczone sa tylko przez
warunek (2), w ktérym N jest zadana; poszukujemy zwigzkéw,
E{tdre muszg byé spelnione. jezeli ¢ ma przybraé wartosé najwiek-
sza. Rozumiejge przez 4 czynnik nieoznaczony, niezalezny od liezb
A, znajdujemy i

Q) lognat N, 14 4=0;

najprawdopodobuiejszym rozkladem eczgsteczek jest zatem rozklad
Jednostajny. O slusznosei tego wniosku przekonywamy sig réwniez ‘
i bezposrednio, bez pomoey wzorn Stirlinga.

Zalézmy, e w rozkladzie najprawdopodobniejszym

® Ny=N,= v .. =N=uw

mamy wéwezas, podiug réwnania (2):

© sv == N,
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Rozumiejae odtad przez » liczhe dang przez okreslenie

(10) v= %ZN

- fasl

powiadamy, Ze », w kazdym rozkladzie, jest drednig arytmetyczng
wartodeia wazystkich liezb Ni.

Powracamy do rozkladu dowolnego (nienajprawdopodobuiejszego),
w ktérym liezby N, pomiedzy soba sy rdéme. Przypusémy jednak,
ze liezby N, w uwazanym rozkladzie ss malo rdéne od siebie, Ze
zatem rozklad jest malo réiny od najprawdopodobniejszego. Za
przykiadem Smoluchowskiego wprowadémy do rozumowania
pojecie odstgpstica u, czyli odchylenia liczby N, od $redniej wartosei »:

(11) Ny = M — 7.

Bedziemy zakladali, e ulamki nfv sa male w stosunku. do jed-
nosci. Mamy oczywiseie, podlug (10) i (11):

(12) 2"‘ =0;

fel

z formuly (6) otrzymujemy wige przyblizenie:

e
(18) vlog nat @ = Const. — %2 Pt
Wyraz zalesny tylko od #, a zatem niezmienny, wlaezylidmy do
. stalej nieoznaczonej; opuéciliémy wyrazy (co do n,/v) rzedun wyz-
B7EgO0. ‘

Gdy wszystkie n, sy réwne zeru, rozklad jest najprawdopodob-
uviejszy; prawdopodobiefstwo  przybiera woéwezas warto$é najc
wigkszg Qp.y. Jako wartosé stalej w réwnaniu (13) znajdujemy
zatem
(14) log nat Qpay.

~ Z réwnania (13) wynika zatem ogélnie

. 2
(15) 0= Quu-exp(—3 35
=]

gdzie prrez expiz), dla zwiezlosei, rozumiemy wykladniezg funkeje
& zmiennej z dowolnej. Réwnanie (15) streszeza w sobie waine
twierdzenie, ktérego (mniej lub bardziej ogdlue) wypowiedzenie
znajdujemy obeenie niejednokrotnie w pracach, po$wieeonyeh chwiej-
noéci zjawisk fizyeanych.

PRZYPISEK DO ROZPRAWY PUPRZEDZAJACE] 357

Powracajae do zasadniczego wzoru (3), mozemy cbliczyé war-
tosé najwigkszosei Qpae. Otrzymujemy mianowicie

Ry
(16) Ouae = 5" o -

Skoro wszystkie liezby N sa znaczne w stosunku do jeduosei,
liezba # réwniez, wobec jednesci, musi byé duza; poslugujge sig
formuls Stirlinga, wyprowadzamy zatem z (18):

s s
un e = ~ @Y

Poréwnajmy nasze wyniki z analiza Smoluchowskiego
(Boltzmann-Festschrift, 1904, pp. 626 —627; tom I Pism, str.421 —432;
Prace Mat-Fizycane, 25, str. 193, 1914; rozprawa powyiszs, str. 275).
Z objetosei ¥, w ktérej przypuszeza N czgsteczek, Smoluehow-
ski wydziela w mysli jeden przedzial przestrzenny, objetosei o]
w tym przedziale ma zawieraé sig n czasteczek. Dla poréwnania
zatem zaldimy, ie
(18) p:V=1:s

i poczytujmy przedzial » Smoluchowskiego za nasz pierwsay
przedzial, pozostaly zad resstg ¥V — p przedzialéw za lsezny ogdl
przedzialdw naszych: drugiego, trzeciego i t. d. az do sgo. Smo-
luchowskiego n rowna sig wéwozas naszej N;; symbole N iy,
w pracy Smoluchowskiego i w naszym rachunku, sg uzyte
W tem samem znaczeniu.

Wyobrazmy sobie, ze w pierwszym przedziale zachowywamy
liczbe N, czasteczek niezmienna, w pozostalych natomiast przedzia-
Iach dokonywamy wszelkich mozliwyeh przemieszezeft. Prawdopo-
dobiefistwo P wydarzenia, kiére na tem polega, e w pierwszym
przedziale znajduje sig N, czasteczek, pozostala za$ reszta N -— N,
czgsteczek jest rozrzueona dowolnie w obrebie pozostalych prze-
dzialéw, wynosi

(19 P=2‘Q

Leug
gdzie symbol, uzyty po prawej stronie, ma przypominad, e w su-
mie powinny byé uwzglednione wszelkie mozliwe przemieszezenia
czgsteczek w lacznym zakresie drugiego, trzeciegoit. d. (az do s-go)
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przedzialu. Poniewaz mamy widoeznie, postugujac sig znakiem
analogicznym,
(20) 2‘@:1

= leg

przeto z formuly (3) otrzymujemy

\ 1 ol
1) 2@;! Nl NI N

log

Podobnie zatem mozemy zalozyé

v G g
22) D et s S
.8

Powracajae do réwnania (19), wyprowadzamy, pray _pomoey wzo-
réw (8) 1 (22): -

_ Nlifs—1)y™%
®3) b= omim—my

co zgadza sig dokladnie z réwnaniem Smoluchowskiego (1)
str. 275 wyzej; innemi slowy, z pierwszy czedeis réwnania (1),
str. 422 tomu I-go. Aseby otrzymaé drugs czedé tegoz réwnania
(1), str. 422 tomu T.go (ktéra, na str. 276 wyzej, Smoluchow-
ski przytacza w innej, réwnowainej, postaci (2)) musimy przy-
puseié, ze zaréwno . .

v AR .. N

7 (czyh —17) jako tez i ﬁ]
sg ulamkami drobnemi w stosunku do jednosci; zalozenia te sg
niezalezne od siebie, warto§é bowiem v nie jest bezpoérednio zwig-

zana z wartoseig liezby N,. Czyniac te zalozenia, zostajemy latwo
doprowadzeni do zwiazkn

©@4) p=_1 ( \11)” exp (3, — v,

“Peay,

Weimy jeszeze raz na uwage twierdzenie (20} 1 wprowadfmy
do niego wartodé prawdopodobienistwa znaleziony w powyzszem
réwnaniu (15); dochodzimy natychmiast do wriosku, ze

(25) Zexp (— %2.' %?) = a::;

Los iml
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lub jeszeze, podtug wzoru (17), do wniosku, Ze

o ol (Z2avy
o Sl 3E-ET
=1

Teg

Mozemy przeto napisaé:

. n RCrvy
@) e (-2 35 =)/
Heeeg fomd

Poslugujac sig teraz twierdzeniami (19) i (15), znajdujemy:

28) P=Qns Y exp (— 3 2 3’3—)

dm]
*

nd n?
= Quucexp [— %;‘)2’ exp (— gE;)_

' 28 =B
Wstawiajae otrzymane wyzej wyaiki (17) 1 (27), wyprowadzamy
z (28) co nastgpuje:

(29) P=l/%~(;—_:]—)ﬁxl? (_%%i)'

Liczbe s uznaliémy juz poprzednio za bardzo znaczug w sfsosunku
do jednoei; powtarzamy zatem wynik rachunku w postaci nastg-
pujacej:

1 i
(50) P=)/sm e (-43)

Piszac jeszeze, za przykladem Smoluchowskiego (str. 422
tomu I-go, str. 278 tomu II-goj:

31) Ny=w»(l+9)
mamy réwnies A

) 1
(32) P= V——2 — exp (—§»0%).

Smoluchowski nie podaje tej formuly, lecz posh‘lgiwal sig ni.a,
bezwatpienia; otrzymal ja jednak z naszego réwnania (24), rozwi-
jajac log nat P, przyezem zakladal, ze d. jest bardzc.) mal,a‘wobe’c
jednodei, ze jednoczesnie ¥4 jest bardz? dl.lia wobt?c Jednf)sm; wabr
(32) wynika woéwezas istotnie, przyblizenie, z twierdzenia powyz-

szego (24).



360 WELAD, NATANSON: PRZYPISEK
Ay

Z réwnania (32) wyprowadzamy natychmiast twierdzenie Smo-
luchowskiego, podane na str. 279 wyszej, pod (7); czyli innemi
slowy twierdzenie (2j str. 422 tomu I-.go.

Liczba 0 jest zmienna wladeiwie w granieach.

(83) —1 oraz s—1;

wobec naszych zalozen i budowy wyrazu, stojacege po prawej
stronie réwuania (32), granice te nie réznia sie istotnie od granic
— 00 oraz -} co,

5

XXV. GULTIGKEITSGRENZEN DES ZWEITEN HAUPT-
SATZES DER WARMETHEORIE.

Vortriige iiber die Kinetische Theorie der Materie und der Elektrizitit, gehal-
ten in Gottingen auf Einladung der Kommission der Wolfskehlstiftung; Leipzig
und Berlin, B. G. Teubney, 1814 pp. 89—12L.

L

§ 1. Wer den Kampf zwischen der thermodynamisch-energeti-
schen und der atomistiseh-kinetischen Weltanschanung in den letzten
vier Jahrzehnten mitgemacht hat, wird es begreiflich finden, wenn
ich die Behandlung des obigen Themas mit einem kurzen histori-
schen Ruckblick einleite. Heute wird es uns nicht mehr leicht, uns
in die Stimmung zurtickzudenken, welche gegen Ende des vergan-
genen Jahrhunderts herrschte. Da waren ja die wissenschaftlichen
Fithrer Deutschlands und Frankreichs — mit wenigen Ausnahmen —
davon iiberzeugt, daB die atomistisch kinetische Theorie ihre Rolle
ausgespielt hatte ). Im Vertranen auf die groBen Errungenschaften
der Thermodynamik hatte man das von Carnot intuitiv erkannte
Prinzip, welches wir seit Clausius als den zweiten Hauptsatz
bezeichnen, zum Range eines absolut, exakt und ausnahmslos gul-
tigen Dogmas erhoben. Da aber die Molekularkinetik bei Interpre-
tation desselben auf gewisse Schwierigkeiten st6ft, namentlich was

Y) Vgl z. B. die Vorrede zu Boltzmanns Gastheorie. II. T. (1898); das
Referat iiber dieses Werk in Zeitschr. f. phys. u. chem. Unterr: 12, 371, 1898.
Ferner: W. Ostwald, Grundrif 4. allg. Chemie. 2. Aufl {1899). pp. 11, 95;
Uberwindung d. naturwiss. Materialismus, Leipzig 1895; E. Mach,; Prinzipien
d. Warmelehre (1896) pp. 364, 429; G. Lippmann, Rapports du I Congr. d.
Physique, Paris 1910, I, p. 546. P. Duhem gibt dieser Anschauung an vielen
Stellen seiner Werke Ausdruck, vgl > L'évolution de la Mécanique, Rev. Gén.
d. Sciences 14 (1903); Die Wandlungen d. Mechanik u. & mechanischen Natur-
erklarung, Leipzig 19115 Ziel und Struktur d. physik. Theorien; Leipzig 1908,





